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Séminaire BOURBAKI 421-01
25¢ année, 1972/73, n° 421 Novembre 1972

COHOMOLOGIES D'ALGEBRES DE LIE DE CHAMPS DE VECTEURS FORMELS

par Claude GODBILLON

1. Introduction

Soit k un corps commutatif de caractéristique O , et soient E 1'espace
vectoriel kn , @ = gl(n,k) 1'algebre de Lie des endomorphismes de E et

K[E]] = TT SP(E*) 1'algébre des séries formelles sur E . Chaque vecteur u
p=0

de E opére sur K [E]] par la dérivation D(u) égale sur E* au produit inté-

rieur par u .

On désigne par a(n) , ou plus souvent simplement par @ , le produit ten-

soriel K[E]J® E : a stidentifie au produit ! f g(P) , ol
pz -1

+
() =s? 1(E*) ® E (on notera x° 1a composante dans g(p) d'un élément X

g8
o (-1) . (0) .
de @ ). En particulier a est isomorphe & E et g a g ; H sera

(42 0 N . . .
alors 1'élément de é ) correspondant & 1'automorphisme identique de E .

On munit @ de la structure d'algtbre de Lie obtenue en posant

(f®u,g® v] = (£.D(u)(g)) ® v - (g.D(v)(£)) ® u: a est 1'algtbre de Lie des

champs de vecteurs formels & n variables sur k . On a

0 . . N
[X»Y]p = :E [Xr,Ys] ; et g( ) est une sous-algébre de a isomorphe & @
r+s=p

P p

=a pour ps-1 et a” = T_T g(r) pour p 2 -1
r2p

De plus, les sous-algebres @

définissent une filtration décroissante de 1l'algebre de Lie a (on a

[QI"OS] - QI‘+S )
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421-02

Si eyreesey est une base de E , et si 51,...,§n est la base duale

n
de E* , tout élément de a s'éerit i§1 pi(§1,...,§n)ei ol pi(§1""'§n) est

une série formelle en 51,...,§n . On a alors

q. dp.
1 1
— —x —= . = t
= p.e = qjej] Z(pj agj q'j agj)ei ; et par exemple H = X giei e

3p,
i
= — - . L -
(,2 piei] zgj agj e, z p.e, e sous-espace §

(p)

de @ est donc 1l'ensem~-

ble des champs de vecteurs formels X tels que [H,X] = pX .

On munit le corps k de la topologie discrete et l'algébre o de la
topologie associée & sa filtration : @ est alors une algtbre de Lie topologique

sur k .

Si M est un a-module topologique (i.e. M est un espace vectoriel topo-

logique sur k et 1l'application a XM - M est continue), on désigne ici par

-

Cq(a,M) l'espace M pour gq = 0 , l'espace des cochalnes continues de degré q
sur G & valeurs dans M pour g > 0 (*). L'algébre @ opeére sur Cq(a,M)

(pour X €a et wecHa,M), g>0, X.w=0(X)w est la cochaine

(x1,...,xq) — x.w(x1,...,xq) -;w(x1,...,[x,xi],...,xq) Y 5 et c¥(a,M) est

i
un @6-module topologique lorsqu'on le uwunit de la topologie faible.

Le complexe des cochalnes continues sur @ & valeurs dans M est alors

la somme directe C*(a,M) = I Cq(a,M) avec le cobord d défini par
Q20

am(X) = X.n pour m € ¢(a,M) ,

*
(") Naturellement les notions qui suivent sont en fait valables pour toute algebre

de Lie topologique sur un corps topologique commutatif.
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i+t a
xi.w(x1,...,x_,...,x

dw(XysenX ) = 2 (1)

i+ S I
+ 2 (-1) Jw([xi,xj],x1,...,xi,...,x, X

e ) pour w € ¢¥a,m) , g>0 .
i<j J a+t

La cohomologie H*(a,M) = qf§0 H%a,M) de ce complexe est la cohomologie continue

de a i valeurs dans M .

Lorsque M est une a-algébre topologique sur k le produit extérieur
définit sur C*(a,M) une structure d'algdbre différentielle graduée, anticommu-

tative si M est commutative.

Dans [5] et [6] I. M. Gelfand et D. B. Fuks ont déterminé H*(a,M) pour
divers a-modules topologiques M . Ces cohomologies jouent un rdle essentiel

dans la théorie des classes caractéristiques des feuilletages [9].

On fera usage dans cet exposé de la suite spectrale de Hochschild-Serre
associée & une sous-algébre b de o image d'un projecteur continu de @
Dans cette situation on filtre le complexe C*(G,M) par les sous-espaces
AP g aP ou AP Y st nw pour q<0, est l'espace Cp+q(u,M) pour p< O,

q

N + .
et 1l'ensemble des cochalnes w € cP q(a,M) telles que (X X ) =0 si

1o pHq
g+ 1 des Xi sont dans b pour p> 0 et q = O . Chaque AP st un b-
module topologique ; et on vérifie comme dans [10] que le terme Ef’q de la suite
spectrale correspondant & cette filtration est isomorphe & Hq( b,Ap’o)

(A9 = {we cPa,m) | i(X)w = 0 YX € b } est 1'espace des cochalnes de degré p

sur 0 semi-basiques relativement &4 b ).

On rappelle enfin que 1l'algeébre de Weil W(y) d'une algibre de Lie b

sur k est le produit tensoriel A(§¥) ® S(h*) des algtbres extérieure et symé-
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trique de Y* , gradué par les sous-espaces wP = § AT(H*) ® s°(%*) et muni
r+2s=p

" . 1 .
du cobord d déterminé par la relation 4y = de +T , Y €A (9*) , ou db
le cobord du complexe A(b*) des cochaines sur b} & valeurs dans k , et T
1'é1ément Yy de S1(l)*) [2]. Les produits intérieurs par les éléments de }

sont étendus & W(h) par O sur S(p%) .

2. La cohomologie de a & valeurs dans k

Lorsque M est un @6-module topologique dont la topologie est discrete
1'espace Cq(u,M) , > 0, est 1l'ensemble des applications q-linéaires alternées
w de a dans M pour lesquelles il existe un entier m tel que

1

w(X ,...,Xq) =0 si 1l'un des X, est de filtration supérieure & m . La topo-
1

logie de Cq(a,M) est alors discrete.

En particulier, pour le @-module trivial k , on a

1 +1
¢'(a,k) = .:E:. 8(p) * % 8(y) = (P)) sPTUE) ® B¥ ; et
c4(a,x) = Aq(C (a,k)) est la somme directe pour Py *P,*P, * ... =q des
P P, Py
sous-espaces A (g(_”) ® A (g(o)) ® A (9(1)) ®... (on remarquera que ces

(0) )

sous-espaces sont invariants par ¢

o ,
La projection continue mw : X +— X de a sur g(o) est, si on identi-

(o)

fie g 4 g , une forme de connexion sur @ & valeurs dans § : on a
m(X) =X et w([X,Y])=[X,n(Y)] quels que soient X ¢ g(o) et Yea

La forme de courbure II = dﬂ+17[ﬂ,ﬂ] de cette connexion est alors

(%) — (v, x7"y - x' v
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Cette forme de connexion détermine un morphisme @ du complexe
W =W(g) dans C*(a,k) [2] ; ce morphisme est caractérisé par les relations

suivantes, ol Y est un élément de A1(g*) et I' 1'élément correspondant de

S1(g*) :

o(V)(X) = v(n(x)) , Xea ;
(M) (X,Y) = (dp(v) - @lay))(X,Y)
= I(m(x,1)) X,Y¢€a

I1 envoie donc Ap(g*) dans Ap(g(o)) et Sp(g*) dans Ap(g(_1)) ® Ap(g(1))

et par cornséquent s'annule sur 1'idéal J de W engendré par T Sr(g*) . Cet
idéal est un sous-complexe de W , et on désignera par Wn le cz;;gexe quotient
W/J : en tant qu'algebre graduée Wn est isomorphe au produit tensoriel

AMg*) @ (s@*)/( £ s"(g*)) . Le morphisme ¢ induit un morphisme ¢ de v

r>n
dans C*(u,k) .

Le preiiier résultat de Gelfand et Fuks est alors :

THEOREME 1.- Le morphisme § : Wn - C*(a,k) induit un isomorphisme de H(W )
_— n

sur H*(a,k) .
On en déduit :

COROLLAIRE 1.- Les espaces Hq(a,k) sont de dimensions finies et nuls pour

q > n2 + 2n .

Désignant par jet d'ordre r , r 2 0, d'un champ de vecteurs formel

s
X € a la somme r X, ona:
s<r

COROLLAIEE 2.- Toute classe de cohomologie de H*(a,k) contient un cocycle dont

les valeurs ne dépendent que des jets d'ordre 2 des champs de vecteurs formels.
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En effet 1'image de { est en degré q contenue dans

> (g yy) @ 07(a ) @ A% ) -

r+2s=q
Remarque 1.- On peut démontrer directement le corollaire 1 de la fagon suivante :
Une cochaine w € C¥(a,k) est dite de poids r si elle vérifie

8(H)w = - rw . En particulier une cochaine dans

p p b
-1 ° 1 . .
A (3(_1)) ® A (Q(o)) ® A (g(1)) ® ..., p,+Pp +P *...=q, estde poids

-p 1 + p1 + 2p2 + .

L'ensemble Cr des cochalnes de poids r est un sous-complexe de
C*(u,k) stable par le produit intérieur i(H) ; et C*(a,k) est la somme directe
des Cr . De plus, pour r # 0 , le complexe Cr est acyclique : si ® est un
cocycle de Cr , ona -rw=6(Hw=di(H)w . Et par conséquent 1'inclusion de

Co dans 3*(n,k) induit un isomorphisme en cohomologie.

Enfin le complexe CO est de dimension finie en chaque degré et nul en

. Lo 2
degré supérieur & n + 2n .

Par exemple lorsque n = 1 , les composantes non nulles de CO sont k ,

g(o) , g(_1) ® 3(1) et g(_1) 2 g(o) ® g(1) respectivement en degrés O , 1,
2 et 3 . On peut alors trouver un générateur o, de g(i) ,i==1,0,1,
de fagon que dwo = 0_1 ® a, . On en déduit que Hq(u(1),k) =0 pour g#£0, 3

et HB(u(1),k) = k , avec pour générateur la classe du cocycle o« ® dao .

Démonstration du théoréme 1

On filtre le complexe C*(o,k) par les sous-complexes A correspondant
b

4 la sous-algebre g(o) Le terme E?’q de la suite spectrale associde & cette

filtration est alors isomorphe & Hq(g,AP’O) , ol AP % est 1a somme directe pour
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p

p_ D, \
g FPy =R des sous-espaces A 1(g( 1)) ® A ’(3(1)) ® ... . Ces sous-

espaces sont invariants par g(o) et semi-simples pour 8(H) . Par conséquent,

est encore isomorphe & Hq(g ,Bp) ot BP est 1'ensemble des éléments de

)
invariants par g(O’ (B° ={wecPa,x) |i(X)p =8(X)w =0V X ¢ g(o)}

p,q
X
APrC

est 1'espace des cochalnes de degré p sur @ Dbasiques relativement i g(o) ).

On filtre d'autre part le complexe Wn par les sous~-complexes

U= 3 ™%, pz2o0, o
p q20
P,q _ p+q . . - 0v
Ut = {w o€ L |1(x1) ces 1(Xq+1)w 0y x1,...,xq+1 ¢€g}
( Up,q est 1'image dans Wr de la somme directe pour r + 2s =p + q et
1

r £ g des sous-espaces Ar(g*) ® Ss(g*) ). Le terme E?’q de la suite spec-
trale correspondant & cette filtration est nul pour p impair ou p> 2n , et
isomorphe & Hq(g,Sr) pour p =2r < 2n ; soit encore comme précédemment i

T

Hq(g,IS(g)) , Ol Ig(g) est l'espace des invariants symétriques de degré r sur

g {é1éments basiques de Wn pour la filtration (Up) ).

BErfir le morphisme ¢ : Wn - ¢*(a,k) induit un morphisme des premiers

termes de ces suites spectrales compatible avec les isomorphismes précédents.

Le théorsme 1 sera donc une conséquence directe de la proposition ci-

dessous. C.Q.F.D.

PROPOSITION 1.- Le morphisme ¢ : W - ¢*(a,k) induit un isomorphisme de la

sous-algsbre Pr des basiques de Wn sur la sous-algébre B des basiques de

c*(a,k) relativement 3 g(o) .
La démonstration de cette proposition, dont la version exposée ici est

due & J. Vey, fera l'objet du paragraphe suivant.
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3. Détermination des basiques de C*{a,k)

(2,) (£)
. q (—1) 1 r
Lemme 1.- Toute forme linéaire sur A-(g )® g ®..84¢ ,
1< 11 £ ... < lr , invariante par g(o) est nulle lorsque r<gq .

Démonstration. Soit w une telle forme invariante. I1 suffit de vérifier que w

est nulle sur les éléments de la forme
!q+1 1r$1
(“1" o A uq)® ('g1 ®v1)®...® (gr ®vr) P OU W TV

(1)

~ont des éléments de ¢ =E et 51,...,§r des éléments de g( N = E* .

T

On peut supposer que §1""’§r sont choisis dans une base §1,...,Cn

de E* . Désignant par €s-0e la base duale de E , on est ramené i vérifier

que ® est nulle sur tout élément Z de la forme
£1+1 1r+1
A LA ( i, < ...<i .
(ei/\ ei)®\§1 ®ej)® @(gr @ej),l1 i
1 q 1 r
Lorsqu'on a g > r une des formes gi ,...,gi , soit Qi , n'apparait
1 q k

pas dans la suite des gi correspondant & §1,...,§r . Dans ces conditions, si
X est le champ de vecteurs formel (., e, , on a [X,e.] =0 pour i # i,
lk 1k i k
[X,ei 1=- e, et G(X)Ei =0 pour i =1,...,vr ; et donc O(X)Z = - ¢Z ol
K k
¢ est un entier positif non nul.

Mais alors, cw(Z) = -w(8(X)2) = 8(X)w(Z) =0 .

C.Q.F.D.

Lemme 2.— On a BP = 0 pour p impair et 8P C~Ar(g(_1)) ® Ar(g(1)) pour p = 2r.

Démonstration. Puisque 2P?% est 1a somme directe pour p 1 + P, + ... =p des

p P
sous—espaces A _1(g(_1)) ® A 1(3(1)) ®... , on déduit du lemme 1 que B est

contenu dans la somme de ces sous-espaces pour lesquels p,1 < p1 + p2 + ...
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D'autre part, une cochalne basique étant invariante par o(H) , BP st
également contenu dans la somme de ces sous-espaces pour lesquels on a de plus
p_, =P + 2p2 + ... . Ce qui correspond & pi =0 pour i>1 et P, = P,

C.Q.F.D.

Lemme 3.- Soit ¢ un invariant symétrique de degré r sur g , et soient

P -1 P
LYTERETL N ACERERTA des éléments de g( ) et §1,...,§r des éléments de
g(_1) . On a

() ((u,A . A0 ) ® (Eov)®...0 (5 6v)) -
(-0)7 2" det(8(u)) o(5, @ v, ..., E B V) .

Ie . — 2 2 —_—
Démonstration. On a en effet H(ui,uj) = H(gi ® v, ,§j ® vj) =0 et

2 2 : "
H(ui ,§j ® vj) = [gj ® Vj’ ui] = - 2§j(ui)§j ® v.j . Bt par conséquent

p() (A nu)@ (8v)8 .. 0 (58 v))

S 2T (oe(moliluy, @ v )l 8 v )

or’ >tr ° '7r
T!037€6r

]

(=07 27 gt (g (u) o8, ® 7,8 @)
C.Q.F.D.

Lemme 4.- Soit B une cochalne invariante de degré 2r , et soit

2 2 (1)
7 = (u1/\ .../\ur)® (f;1 ® v1)® e ® (gre vr) N S TN AR

et &p.e8 €84y - Ona B(2) =0 si det(gj(ui)) =0.

Démonstration. On peut tout d'abord supposer que LOREREL sont les premiers

-1
éléments d'une base u,,...,u_de g( )

10 n , dont on désignera par ;1,...,§n la

base duale, et que ACERERTA M sont choisis dans cette base. Si det(gj(ui)) =0

on peut de plus supposer que §j(u1) =0 pour j=1,...,T .
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Soit alors X 1le champ de vecteurs formel §1u1 . On a [X,u1] =-u,,
[X,ui] =0 pour 1> 1 et G(X)Ej =0 pour j=1,...,r .
On conclut alors comme dans la démonstration du lemme 2.

C.Q.F.D.

Démonstration de la proposition 1. On déduit tout d'abord du lemme 3 que ¢ est

injective, et du lemme 2 qu'elle est bijective en degrés impairs et en degrés supé-

rieurs & 2n .
Soit alors B € B2r , T < n . Le lemme 4 montre que 1'on peut écrire
2 2
AN N = e coe
Bl(u A nu )@ (E8y)8...8(5 8v ) = det(E,(u )(E,, . )8, vypeenyv)

oW f est linéaire en les §i et vj et symétrique en les §i ® v,

C.Q.F.D.
Remarque 2.- Dans le cas o k est le corps des nombres réels, Gelfand et Fuks
ont donné 1'interprétation géométrique suivante de H*(a(n) ,R) [5] :

Soit M : E - BU(n, C) wun fibré principal universel de groupe U(n,C) ,
et soient X 1le squelette de dimension 2n du classifiant BU(n,C) et Xn
l'espace total du fibré induit par T sur X : la cohomologie réelle de Xn
est isomorphe & celle de H*(a(n),k) .

En effet, U(n, C) et ¢1(n, R) ont des algebres de Weil isomorphes, et
une connexion sur le fibré an détermine un morphisme de Wn dans le complexe

scingulier de Xn induisant un isomorphisme du deuxiéme terme de la suite spec-

trale de W
n

Mg -

sur le deuxiéme terme de la suite spectrale de Leray-Serre du fibré

78



421-11

4. Description de H*(u(n), k)

On rappelle tout d'abord les résultats suivants concernant le terme E

de la suite spectrale associde & la filtration de Wn [3] :

ta 2 2q -1 2q -
(1) il existe des éléments Uy € E?’ 4 =gt 1(Q,k) y 4= 1,...,0 , tels

que E? =z E?’p s0it isomorphe & 1l'algébre extérieure E[u1,...,un] du sous-
P

espace engendré par u .U

RPN

. 2q -
(ii) chaque uq posséde un représentant wq dans Uo’ a-1 tel que Cq = dw

q

3,

appartienne & U2q,o , et par conséquent soit un é1lément basique de Wn H

(iii) 1'algébre Pn des éléments basiques de Wn est isomorphe & 1'algebre

Pn[c1,...,cn] des polyndmes en CoperesC ol cq est de degré 2q , & coeffi-

cients dans k tronqués en degrés supérieurs & 2n .

Soit alors Vn 1'algébre gradude E[u1,...,un] ® Pn[c1,...,cn] munie du
cobord d déterminé par duq = cq et filtrée par les idéaux T_  engendrés par
les polyndmes de degrés au moins p en les cq . La correspondance u +— w

q
et cq — dwq détermine un morphisme de complexes X : Vn - Wn compatible
avec les filtrations et induisant un isomorphisme des premiers termes des suites

spectrales correspondantes, et par conséquent également des anneaux de cohomolo-

gie. Ce qui rameéne la description de H*(a(n),k) 4 celle de H(Vn)

Dans un travail non publié, J. Vey a plus généralement déterminé pour
toute partie I de {1,...,n} la cohomologie de la sous-algébre Vn I de Vn

engendrée par ¢

1,...,cn et les uq avec q € I .

Soit 3; 1'ensemble des suites croissantes finies (éventuellement vides)

d'entiers positifs dont la somme est inférieure & n . Pour une telle suite

79



421-12

3= (31,j2,...) , on posera |j| = jyti, ... eton désignera par j le plus

o

petit é1ément de j dans I s'il y en a un et +« sinon. De méme pour toute

partie i de I , on désignera par io le plus petit é1lément de i si i est

non vide et + ® sinon.

A toute partie i = (11,i2,...) y iy <i <, de I et & toute suite
c (s s .. ; 1416 = . . el )® e
J (31,32,. ) de Cfn on associe 1'élément vij (ul1A ulé\ ) (cj1cJ2 )

de V ;3 V.. est un cocycle de Vn

si et seulement si ona i + |j|>n .
n,I ij , I o lJ‘

THEOREME 2 (3. Vey).-vLes classes de cohomologie des cocycles Vij ,1CcI, j¢t J;

5 s PR . .
et ot |31 > n , vérifiant i, =3, forment une base de H(Vn,I)

Démonstration. La suite spectrale associde & la filtration de Vn 1 induite par
—_— ’

celle de V_ a ses différentielles d_ et 4d , T2 0, nulles.
n o 2r+1

On va alors montrer par récurrence sur T que 1l'on obtient une base de

E

PR prenant les classes des éléments vij vérifiant 1'une des deux conditions

suivantes :

P i< i ' i <3
Ar i r, i+ lil >n et i s ;

o
B :1 21 et jo 271 .

Pour r =1, E2 est isomorphe au gradué associé 2 Vn I’ et la condi-
’

tion B1 est satisfaite par tous les vij

On subdivise le type Br en quatre sous-types :

1
B :i =r,1i + |3]= i 2T
i =T, i |3] s n et ijzr o
2
B :1 = o+ i > ;2 s
- 1o r, o ‘J] n et Jo r
3 o 4 . A
B :41 >r et j =71 H B :1 >r et j >r .
r o} ¢} r o o
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La différentielle 4

4

or annule les classes des éléments vij de type A
B; R B; ou Br . D'autre part, si r n'est pas dans

T ’

1 2
I les types Br B Br et

3 e . .
Br sort vides, et par conséquent d2r est nulle. Mais dans ce cas, on a

T r+1 r r+1
S. r estdans I, soit v..=(u Au r ...)® (c. ...) un élément
= T 91
1 Cns . .
de type Br . La différentielle d2r envoie la classe de v.. sur celle de 1'é1é-
>J
mert (u, A ...)® (¢, ...c¢.,c ,c yo..) , O j_ est le dernier terme de
i I Je T o o
la suite § inférieur & r . La suite j' = (31, ..,ja,r 'ja+1"") est alors

dans j;A et vérifie jé =r . Ce qui montre que d2r transforme bijectivement

les classes de type Bl en celles de type Bi

Une tase du noyau (resp. de 1'image) de d2r est donc constituée par les
i 2 3 4 3 .
clances de types A , B, B et B (resp. B ) ; et on obtient une base de
r T r r T

o 2 . = 2
L2r+1 = E2r+2 en prenant les classes de types Ar et Br , ce qui coincide avec
. 4 _
Ar+1 , et de type Br = Br+1 .

Le résultat voulu est ainsi démontré, et le théoréme 2 s'en déduit immé-
dlaterent.

C.Q.F.D.

COROLLAIRE %.- La dimension de Hq(a(n),k) , 4> 0, est égale au nombre d'écri-

tures de 1'entier g de la forme 2(i1 SEETEEE I SR P P js) -r ou
11""’ir’ 51,...,33 sont des ertierc vérifiant les relations suivantes :
(i) 1<i,< ...<i £n ;

i r
(11) 1<, s S, sn o
{341) 3+ +3 s
(iv) Lyt + 3,75
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Par exemple, Hq(u(Z),k) est nul pour g # 0,5, 7 et 8 et respecti-

verent de dimensioa 2 , 1 et 2 pour g=5,7 et 8.
COROLLAIRE 4.- L'ecpace Hq(a(n),k) est nul pour 1< q<2n.

COROLLAIRE 5.- La structure multiplicative de H*(a(n),k) est triviale.

5. La cohomologie de 6 & valeurs dans les formes différentielles [6]

Soit U (resp. V) 1'algebre enveloppante de a (resp. ae la sous-algébre

(-1)

a de a ). Pulsque @ est une sous-algdbre commutative de @ supplémentaire
de ao , U est isomorphe (en tant qu'espace vectoriel) au produit tensoriel de

V et de 1l'algcbre symétrique de E . Par conséquent si M est un uo—module,

1'extension corntravariante N = HomV(U,M) de M est isomorphe & XK [E]]® M .

En particulier, si M est le uo-module déduit du g-module A(E*)  par
la projection de ao sur @§ , M est le a-module des formes différentielles
formelles sur E ; et H*(a,M) est isomorphe A H*(uO,M) [47.

Avant de déterminer cette derniere algébre de cohomologie, on remarquera
que le complexe C*(OO,M) est une algdbre différentielle bigraduée par les sous-
espaces CP(OO ,Ar(E*)) , et que 1'on a oAB = (_1>pq+rs 3r.a pour

o € cp(uO JAT(E*)) et 3 ¢ Cq(ao ,0S(ER)) .

29—
PROPOSITION 2.- 11 existe des éléments uy € H a4 1(uo,k) et ey € B a_, A%(EY) ,

q=1,...,n , tels que l'algibre de cohomologie H*(OO,M) soit isomorphe au pro-
o ; , N -

duit tensoriel E[u1,...,un] ® Pn[c1,...,cn] de 1'algébre extérieure E[u1,...,un]
en w,...u et de 1'algebre Pn[c1,...,cn] des polyndmes en CpoeensC EE

82



421-15

¢ est de degré g , tronguée en degrés supérieurs & n
q

Démonstration. La suite spectrale de Hochschild-Serre associée & la scus-algébre
g\o) de ao a son terme E?’q isomorphe & Hq(g,k) ® pP ou 0P est l'espace

des cochalnes de Cp(ao,M) basiques reldtivement i g(o) .

L'intersection DY N Cp(ao, AT(E*))  est isomorphe au sous-espace des é1é-

ments invariants par g de la somme directe des

P P
AT(EF) A 1(g(1)) ® A 2(3(2)) ® ... pour p, + D, + ... =D . On déduit donc de

1'étude du paragraphe 5 que P est isomorphe & l'eszpace BP des éléments inva-

rients de Ap(g(_1)) b Ap(g(1)) ; et plus précisément que 1'algdbre D des
Leoaiques de C*(aO,M) est isomorphe & 1'algébre B des basiques de C*(a,k) .
Ce qui montre que le terme E1 est isomorphe au produit tensoriel (non

gradué) de H*(g,k) et de D , et que les différentielles ds , s2 1, sont

nulles.

C.Q.F.D.

6. Cohomologies relatives [9]

Lorsque k = R , on identifie 1l'algébre de Lie gﬂn) des matrices anti-

symétriques & une sous-algdbre de g(o) , et on désigne par C*(a,0) 1le sous-

complexe des cochalnes de C*(Q,R) basiques relativement au groupe orthogonal
o(n) : C*(0,0) est l'ensemble des cochaines w invariantes par O(n) et telles

que i(Xw =0 pour tout X ¢ g(n) .

On introduit de méme le sous-complexe C’(c¢,S0) des cochalnes de c*(a,R)
bseiques relativement au groupe spécial orthogonal 50(n) , ainsi que les sous-

complexes WOn et WSO des éléments de Wr basiques relativement 34 C(n) et
n

1
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50(n) respectivement. L'homomorphisme § : Wn - C*(a,R) envoie WO dans

c*(a,0) et WSO dans c*(a,s0) .

On désigne par H*(a,0) , H*(a,SO) , H*(won) et H*(WSOn) les algtbres

de cohomologie de ces complexes.

PROPOSITION 3.- L'homomorphisme ¢ induit un isomorphisme de H*(WSOn) sur

B*(a,S0) et de H*(W0 ) sur H(a,0) .

Démonstration. La filtration (Ap) de C*(a,R) détermine une filtration de
c*(a,50) , et le terme E? de la suite spectrale correspondante est isomorphe &
H*(5,0) ® BP oh H*(g,s) est 1'algtbre de cohomologie des cochaines sur g 2

valeurs réelles, basiques relativement & g(n) .

De mére, la filtration (Up) de Wn détermine une filtration de WSOn ,
et le terme E? de la suite spectrale correspondant & cette filtration est nul
pour p impair et isomorphe & H'(g,0) ® Ig(g) pour p = 2r . La proposition 1
permet alors de co:iclure.

La vérification est analogue pour H*(WOP) .

C.Q.F.D.

PROPOSITION 4.- L'algebre de cohomologie H*(WOn) est isomorphe & 1l'algébre de

col.omologie du complexe Vn 1 o I est l'ensemble des entiers impsirs de
’

{1,...,n}

Démor.ztratior.. Le terme E? de la suite spectrale associde & la filtration de
WOn est nul pour p impair et isomorphe 3 H*(g,O) ® I;(g) pour p =2r . On
peut alors préciser la description donnée au début du paragraphe 4 de la fagon

suivante [1] :
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(i) pour q impair les reprdcentants wq € Uo,2q—1 des classes uq peuvent
&tre choisis dans WOn s
(1i) 8i 1'on désigre encore par w ,a=1,3,5,..., la classe de v

2g-1 N .
dans H-¥'(g,0) , H*(g,0) est isomorphe & 1'algdbre extérieure E[u1,u3,...]

On vérifie alors comme précédenment que 1l'homomorphisme X : V 1~ Wwo
n, n

déterminé par x(uq) =, Q €1, et x(cq) = dwq , 9=1,...,0, induit un iso-

orphisme de H*(Vn I) sur H*(woq) .
i <.

C.Q.F.D.

On déduit alors du théoréme 2 que, pour n pair, c est un cocycle de
Vn 1 dont la classe de cohomologie n'est pas nulle. On désignera encore par ¢
’

la clazse de coc.:omologie correspondante dans H*(won) .

PROPOSITION 5.~ L'algébre de cohomologie H*('wSOn) est isomorphe & H*(won) pour

. . s * 2 .
n impair et & H (WOn)[x]/(x - cn) pour n pair.

Démonstration. Lorsque n est impair la description donnée dans la dé onstration

précédente pour WOn est également valable pour WSOn . Dans le cas n =2r , il

faut la modifier de la fagon suivante [1] :

, 0,2q-1
(1) pour 9 =1,%,..., 2r - 1 , les représeutants wq e yod des classes
3y peuvent &tre choisis dans LI (en fait dans Wo_ )
27~ 0,2n-1
(ii) il existe un éléuqent v € ot ! et un choix de v, €vu o tel que
2
(av)© = au
n
(iii) sl 1l'on désigne encore par u o, 9= 1, 3,..., 2r=1 , la classe de W
dans H2q-1(g,g) et par x ¢ H2r(ghg) la classe de dv , H*(g,g) est isomorphe
a4 1l'algubre extérieure E[u1,...,u2r_1 s %X
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On vérifie alors que la correspondance uq — wq , cq — dwq et

2 \
X = dv détermine un homomorphisme du complexe Vn 1 ® R[x]/(x - cn) , ol
’
I = {1,3,...,2r -1} et d& =0, dans WSOn induisant un isomorphisme en coho-

mologie.

7. Appendice

Des résultats plus ou moins complets ont également été obtenus concernant
la cohomologie des algébres de Lie infinies transitives et primitives [117, [12].
Or sait qu'une telle algibre s'identifie & une sous-algébre d'une algdbre de Lie
de champs de vecteurs formels ; et dans la situation ol cette sous-algébre con-
tient 1'élément H , on peut montrer, comme dans la remarque 1, que sa cohomologie
est de dimension finie. Par contre, on ignore si la cohomologie de 1'algébre de

Lie des champs de vecteurs formels hamiltoniens est de dimension finie [8].

Signalons enfin que la cohomologie H*(a,R) joue un rble essentiel dans

la détermination de la cohomologie de 1'algdbre de Lie des champs de vecteurs dif-

férentiables sur une variété [7].
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