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LE PROBLEME MIXTE HYPERBOLIQUE

par Jacques CHAZARAIN

265

Séminaire BOURBAKI

25e année, 1972/73, n° 432 Juin r 973

"A ne lire qu’après s’ê±±e regardé dans un miroir déformant*’

La théorie du problème de Cauchy pour les opérateurs strictement hyperboli-

ques est maintenant assez bien comprise, du moins en ce qui concerne la question

de l’existence et l’unicité de la solution (Petrovski, Leray, Gårding) et celle de

la structure globale de la paramétrix (Hörmander). Dans cet exposé, on se propose

de rendre compte de l’état de ces mêmes questions, dans le cas plus complexe du

problème mixte hyperbolique. o

En deux mots, disons que le problème mixte concerne le cas où en plus des con-

di tions de Cauchy à l’instant initial, la solution doit vérifier des conditions aux

limites sur la frontière du domaine d’espace où elle est définie (penser à une
source lumineuse située dans une enceinte réfléchissante;.

La première partie de cet exposé est consacrée à la question de l’existence et

l’unicité de la solution. Bien que le problème ait été résolu depuis long temps quand

l’équation est d’ordre deux(Krzysanskiet Schauder [23]), s ce n’est qu’en 1962 qu’un

premier résultat est obtenu pour les opérateurs hyperboliques d’ordre quelconque

(Agmon [3]). Après de nombreux résultats partiels, une solution générale a été donnée
récemment par H. 0. Kreiss [22] (cas des systèmes du 1er ordre) et R ~ Sakamoto [31J9 9

~ 32~ (cas des opérateurs scalaires d’ordre quelconque). Ces deux auteurs utilisent

la technique des inégalités a priori et le point crucial de leurs travaux réside

dans la démonstration d’une certaine inégalité, dite d’éergie (cf. théorème 2.2 et

théorème 2.1)~

Une fois résolue la question de l’existence et l’unicité, le problème n’est pas

clos, au contraire il commence 1 En effet, on peut alors se poser la question plus

profonde de la description des opérateurs qui expriment la solution du problème mixte

en fonction des données, ou tout au moins une paramétrix de ces opérateurs . 

dès que l’on connait ces opérateurs, on peut résoudre toutes sortes de problèmes :



propagation des singularités, allure asymptotique des solutions, étude de l’existence

et l’unicité dans d’autres espaces fonctionnels,...etc. Cela fait l’objet de la

deuxième partie de cet exposé, et comme la question est encore très ouverte on se

restreint aux opérateurs du 2ème ordre du type des ondes. Sous une hypothèse de

"non diffraction" sur le domaine d’espace, on démontre que l’on peut construire une

paramétrix du problème mixte à l’aide des opérateurs intégraux de Fourier. De là,

on déduit l’extension au cas du problème mixte, d’un résultat bien connu pour le

problème de Cauchy, à savoir que les singularités des solutions se propagent et se

réfléchissent selon les lois de "l’optique géométrique" du système. Le point essen-

tiel de la méthode réside dans l’interprétation, en termes de transformations cano-

niques, de l’expérience usuelle des images successives d’un objet situé entre deux

miroirs !

1ère partie : Méthodes d’énergie

1. Enoncé du problème

On se place, pour commencer, dans le cas où la variable "spatiale" x parcourt

un demi-espace X = ((x , ... ,x ) j xn > 0~ , on note x’ , les points du bord

r = ~X , soit x la variable "temporelle", on pose x = (xo,x) E R x R et

03BE = (03BE ,03BE) la variable duale.
o

a) Le problème mixte consiste, étant donnés (f, g. , h ) , à trouver u , solution

de

où P = P(x , x, D , D) est un opérateur différentiel de degré m de partie prin-

cipale p(x,03BE) , (Dj=1 i ~ ~xj), Y .u - D D) sont

des opérateurs différentiels de degré m - 1 , tels que mj ~ mk pour j ~ k

et le coefficient de est non nul, on note la partie principale.



On fait les hypothèses suivantes :

(H1) Les opérateurs P , Bk sont à coefficients C et constants en dehors d’un

compact . de Rn+~ .

(H2) L’opérateur P est strictement hyperbolique en la variable x , c’est-à-dire

que le coefficient de est identique à 1 et l’équation en

p(x,03BEo,03BE) = 0

admet m racines réelles et distinctes pour (z,~~ 6 x (RB0) .

(H3~ Le bord F n’est pas caractéristique pour P , c’est-à-dire que le coefficient

de Dm ne s’annule pas.
- n 201420142014201420142014201420142014~2014

Sous ces hypothèses, l’équation en X p(x , ~o - ia , ~,’ , X) = 0 admet m

racines non réelles pour z = (x ; 03BE - iQ , 03BE’) ( X ((c" x Rn)B0) = Z où

C = (imaginaire  0) .

Soit r le nombre de ces racines dans C+ : : ?~~(z~,...,~r(z~ , alors r est

précisément le nombre de conditions au bord.

Reste à introduire une dernière hypothèse, dite de Lopatinski uniforme, qui

est analogue à celle qui intervient dans les problèmes aux limites elliptiques.

Pour cela on définit le polynôme en B

et on vérifie que ce polynôme garde encore un sens pour z E Z+ . La condition de

Lopatinski uniforme est définie par

(L) Les polynômes en A ~ (bk(z,?~)~k- ~ _ .. r sont indépendants modulo p+(z,~.)
pour tout z E Z .

On peut alors poser le

Problème.- Sous l’hypothése H = (H1 , H2 , H3, L) , étudier l’existence et l’unicité



de la solution de (1.1) dans des espaces convenables.

b) Tout d’abord, donnons diverses formulations équivalentes de la condition (L).

On définit pour z E Z+ le déterminant de Lopatinski du système (P, Bk) par

T

où Y+ désigne un lacet entourant + 1 fois les racines ~~,...,Ar .

PROPOSITION 1.1.- La condition (L) est équivalente â l’existence d’une constante

C > Cl telle que L( z ) I Z C pour tout z E Z+ avec |~| - 1 , où

La démonstration consiste à remarquer que si les ~~,...,~r sont distincts,

le théorème des résidus donne

L’équivalence est alors immédiate et le cas général s’en déduit par un argument de

continuité.

Une autre formulation s’obtient en considérant l’équation différentielle en

xn, obtenue en fixant z E (xn = 0) dans P :

On vérifie que les fonctions

forment une base de l’espace des solutions bornées de l’équation homogène, d’où il

découle la

PROPOSITION 1.2.- La condition (L) est équivalente à l’existence d’une constante C



telle que pour tout z E Z+ n (xn = 0) et tout g E Cr , l’équation (1.2) admet

une solution bornée unique U qui vérifie la majoration

On vérifie par exemple que, si on prend P = ~2 ~x2, - ~2 ~x2 , alors r = 1

J J

et la condition (L) est satisfaite si on prend B1 = 1 (Dirichlet), mais ne l’est

pas pour B1 = Dn (Neumann), ou plus généralement si on considère une condition

de dérivée oblique sur le bord (cf. Chazarain [10], Ikawa [20], Miyatake [26]).

c) Notons que parallèlement au cas des opérateurs scalaires, il s’est développé

une théorie pour les systèmes hyperboliques du premier ordre car ils sont très impor-

tants en physique (équations de Maxwell,...).

On cherche une fonction v à valeurs dans C qui vérifie

Avec les hypothèses analogues au cas scalaire :

(H1) Les matrices sont à coefficients C et constants en dehors d’un compact.

n

(H2’) Le polynôme p(x,03BE) = det(I.s + A.S.) est strictement hyperbolique en x .

La matrice An (x) est inversible en tout point, et B est une matrice rectan-

gulaire m x r .

On définit la condition de Lopatinski uniforme (L’) pour les systèmes, en reco-

piant la condition du lemme 1.2 pour l’équation différentielle :



"~ ~~ 

n-1

où M( z) = -A -1(03BE I + 03A3 A.03BE.). Enfin, indiquons une dernière formulation de
~ ° 

l ~ ~

(L’) introduite par Hersh [17]. On désigne par E (z) le sous-espace de Cm engen-
+

dré par les vecteurs propres généralisés de la matrice M(z) relativement aux va-

leurs propres X É C+.

PROPOSITION 1.3.- La condition (L’) peut se formuler de la façon suivante:

la matrice B(x) est un isomorphisme du sous-espace E+ (z) C Cm sur Cr

pour tout z £ Z+ n (x = 0) et son inverse a une norme majorée par une constante
n

indépendante de z É Z~ n (x = 0) et )q( = 1 .

En effet les solutions bornées de (1.2) sont de la forme

par conséquent les valeurs initiales V(0) parcourent l’espace E+(z~ qui est

l’ image de Cm par le projecteur f (x - M( z ~ } 
~ ~ .. .

Y..

d) Définissons enfin les espaces de Sobolev que l’on utilise.

Pour s E R , R , on pose X (Rn+1) = e03C3x0 H (Rn+1) norme par
s; ~ s

= J sur le bord x - 0 on désigne cette norme par u>s;03C3.
Enfin, H (Rn+1+) est l’ espace des restrictions à Rn+1+ = {x | xn > 0 } des dis-

tributions de H s;03C3(Rn+1) muni de la norme quotient .

2. Inégalités d’énergie

a) Le résultat crucial dans l’étude du problème mixte est l’existence d’une majo-

ration, dite inégalité d’énergie, par référence au cas particulier de l’opérateur
des ondes.



THÉORÉME 2.1 (Sakamoto [31]).- Sous l’hypothèse (E), il existe des constantes C

et OE telles que
- o

pour tout u ~ Hm ;03C3 (Rn+1+) et 03C3o .

Pour démontrer cette inégalité, on se ramène, en s’inspirant d’un travail de

Agranovic ~5~, ~ la situation d’un système du premier ordre, ce qui permet alors

d’utiliser la technique de démonstration introduite par Kreiss [22]. Pour cela,
on a besoin de définir une classe d’opérateurs pseudo-différentiels qui dépendent

du paramètre Ce seront des opérateurs sur le bord xn = 0 , aussi pour allé-

ger les notations, on pose

On définit les symboles 
a 

comme l’ensemble des matrices à coeffi-

cients C en (y,’~~ pour o’ assez grand et constants en dehors d’un compact de

,, de plus on demande que pour , il existe C

Au symbole A E À on associe l’opérateur e/t par

u ~ c~o ~ (Au)(y,03C3) = eixo(03BEo-i03C3)+ix’03BE’ A(y,~)(03BEo-i03C3,03BE’)d03BEo ° (2n)
par exemple, Ad(y,’~~ - I1~~d E /u, . &#x26; On a les théorèmes que l’on espère et que

l’on se contente de citer (voir Agranovic [5] pour plus de détails).

. A E i~d ~ 0 
~ C (u) 

~ 0 
avec une constante C indépendante

de 03C3 pour 03C3 assez grand, on dit que A est d’ordre d .

. A AB E ~d+d~ est d’ordre d + d’ - 1 .

. Si A* = B E alors ~~ - ~ est d’ordre d - 1 .

. Si A ~ Ao vérifie Re A ~ cI (avec c > 0 ) alors on a l’inégalité de



Gårding Re u ) 
o ; 03C3 

Z c’ avec c’ > 0 ; enf in, pour A E véri-

fiant pour 6 assez grand Re A z 03C3c I (avec c > 0 ), on a pour 03C3 assez grand:

On écrit les équations (1.1) sous la forme

où l’on a posé u. = D~u avec j = 0~...,m - 1 . Ce qui s’écrit encore sous
J n

la forme d’un système (pseudo-différentiel en y) d’ordre 1

où v - (u ... ,u ~) , , f est remplacé par A~1 f et les symboles définis par
o m-1 m

et Jif est un opérateur àe degré 0 qu’il est inutile de préciser.

On vérifie que le système (2.2) satisfait aux hypothèses suivantes :

(H"1) Les symboles M E &#x26;1 et B ~ &#x26;o dépendent de façon C du paramètre x

et constants en dehors d’un compact.

(H2") Le symbole p(x,03BE) = det(I03BE - M(y, x ,~)) est un polynôme strictement hyper-



bolique de degré m.

(H3) La matrice B(y, ~n,’~) est rectangulaire m x r où r est déterminé comme

dans (H).

(L") La matrice B(y , 0 ~) est un isomorphisme de E+(y, 0 ~) sur Cr avec

une norme bornée par une constante indépendante de (y ,~) pour |~| = 1 et

0 .

Soit (H") la conjonction de ces hypothèses.

On a alors le résultat suivant qui s’applique donc à la fois au cas scalaire

(1.1) et à celui des systèmes (1.1)’.

THÉORÈME 2.2 (Kreiss [22]).- Sous l’hypothèse (H"), il existe des constantes C

et Qo telles que

pour tout v E H1 ) et d z cT , avec Pv = D v - (M+A)v .

Remarque.- Sur la nécessité de la condition de Lopatinski. Sous les hypothèses

(H 1 , H2 , Kreiss montre que la condition (L") est nécessaire pour avoir

(2.1)’. Dans le cas de (2.1), on peut montrer qu’il en est de même, en se rame-

nant à un problème à coefficients gelés (cf. Agemi et Shirota [2]), puis en utili-

sant la caractérisation donnée dans [11]. Mais si l’on permet un peu moins de régu-

larité au bord dans (2.1) ou (2.1)’, il faut considérer une condition de Lopatinski

non uniforme ; mais il n’y a pas encore-de résultats englobant tous les cas connus

(cf. par exemple : Mizohata [27], Friedrichs et Lax [16], Agranovic [4], Agemi et

Shirota [2], Beals ~9~ , Chazarain et Piriou [11J, Sakamoto [33].

Revenons à la démonstration du théorème 2.2, elle est basée sur la construction

d’un certain symbole R , donné par le



THÉORÈME 2.3 (Kreiss [22] et complété par Ralston [28’]).- Sous l’hypothèse (H"),

on peut construire un symbole R(y, xn,~) E &#x26;o à valeurs matrices m x m qui

vérifie

(2.2) R = R~ ,

(2.3) Im c Q I avec c > 0 et pour tout 6 > 0 ,

(2.4) CIBw!2 avec c’ > 0 et C E R et pour tout w E Cm .

Montrons comment le théorème 2.3 entraine l’inégalité d’énergie (2.1)’. Soit

, l’opérateur de symbole R , on va estimer l’expression module

des termes du type Clvl2 que l’on peut toujours absorber quitte à augmenter T.

On a Im(v, = E + F + G où E = - Im(v, c’ ,

on a utilisé l’inégalité de Garding grâce à (2.3). Comme Jifest de degré 0 , on a

‘ = 1- . Enfin, une intégration par parties en xn donne

G = Im(v (v + 2 ( (~,~ - v) .
D’autre part, on remarque que (2.4) implique

il vient, pour (7 assez grand et avec c" > 0

d’où l’on déduit immédiatement l’inégalité d’énergie.

Tout le problème est donc ramené à la démonstration du théorème 2.3, c’est-à-

dire à un résultat purement algébrique. La démonstration de Kreiss est baste sur
une étude fine de la réduction à la forme de Jordan du symbole M(y, xn ,~) dépen-

dant du paramètre 03C3 , mais elle est trop technique pour pouvoir être résumée ici.

On trouvera aussi des généralisations dans Agranovic [6].

3. Existence et unicité de la solution

On développe maintenant les conséquences des inégalités d’énergie, en se con-

tentant essentiellement d’énoncer les résultats.



A partir de l’inégalité d’énergie (2.1), on en déduit, par un argument de dua-

lité, l’existence des solutions pour le problème (1.1) à données de Cauchy nulles.

COROLLAIRE 3.1 (Sakamoto [32]).- Sous l’hypothèse (H), il existe un nombre 03C3o tel

gs ; 6 (Rn+1+) , hk ~ Hm-1-mk +s ; 03C3
(Rn) , k = 1,...,r nuls pour

go  0 , il existe u E H m- +s - 6 (R+ n+1 } unique, nul pour go  0 et vérifiant

Pu = f , Bku - gk ; ; ceci pour tout et tout entier s 2: 0 . .

(Ce résultat avait été démontré antérieurement par T. Balaban [7], mais avec

une hypothèse restrictive sur les racines de P.)

Dans le cas des données de Cauchy non nulles, il est nécessaire d’étendre

l’inégalité d’énergie à cette situation, ce qui demande encore un peu de travail :

THÉORÈME 3.1 (Sakamoto [32]).- Sous l’hypothèse (H), il existe un nombre 03C3 et

une constante C tels que

pour tout u E H ( ~tn+~ ~ et OE Z OE , où n+1 - = Îl ( x > 0 , x > 0) et
.- m ~ s ++ t ~ Z ô , ou ~++ ~ x x o ? 0 , x n > ~ t

[ ]
s ; 03C3 

désigne la norme relativement â l’ ouvert £ (x1, ... , xn) | xn > 0} .

Pour énoncer le résultat dans le cas général, on introduit quelques notations

supplémentaires. Soit t ~ 0 , on suppose dorénavant que xQ E ~ 0, t~ et on définit

le cylindre f~ - ( ~, t~ X X , sa base T - ~ 0~ ~ X et la surface latérale

E _ [0, t] x r . On note m m-1+s le complété de l’espace Hm+s(03A9) pour la norme

~u~2m-1+s = |Pu|2s + Bku>2m-1-mk+s + [03B3ju]2m-1-j+s . Alors en combinant le

corollaire 3.1 1 et l’inégalité (3.1), J. Kato [21] démontre le

THÉORÈME 3.2 .- On fait l’hypothèse (H) et soit un entier s ~ C . Alors pour

f E ~S(~î~ , ~s+m-1_ ~~~ vérifia_nt les de com-



patibilité à l’ordre m + s sur T , il existe une solution unique u de (1.1)

dans d( m- 1 +s . En particulier, la solution est C 
, 

pour des données C~ compa-

tibles.

On introduit les conditions de compatibilité 
. 

naturelles sous la forme suivante :

si u vérifie Pu = f , 03B3ju 
= gj , j = 0,...,m - 1 , on en déduit, en dérivant

formellement en xo , une expression pour

(Dm+jou)|x=o = Cj(go,...,gm-1,f, coefficients de P) j ~N ,
o

et en reportant dans Bu , on obtient une expression pour

(DjoBku) |xo =o 

= Cjk(go ,...,gm-1, f, 
coeff. de P, coeff. de Bk).

Ce qui permet de poser la

DÉFINITION 3.1.- On dit que les données (f, gj hk) vérifient les conditions de

compatibilité à l’ordre m + s sur r si on a

Pour terminer, indiquons que dans le cas général où X est un ouvert de Rn ,

dont le bord r est une variété C s J. Kato [21] a démontré que le théorème 3.2

reste valable mot pour mot, si on généralise de façon évidente l’hypothèse (H) et

les conditions de compatibilité à cette situation.

Enfin, signalons que dans le cas des systèmes du premier ordre, on a des résul-

tats analogues Rauch [29], Rauch et Massey [30]).



Deuxième Partie : Paramétrix et propagation des singularités

pour le problème mixte

1. De quoi s’agit-il ? .

Après l’existence et l’unicité de la solution du problème mixte, se pose le

Problème.- Décrire la structure des opérateurs (ou paramétrix) qui expriment la

solution en fonction des données.

Pour résoudre ce problème, on propose une méthode (résumée dans [13]) qui
consiste à interpréter en termes de transformations canoniques les relations entre

un objet, situé dans une enceinte réfléchissante, et ses "images" successives.

On se restreint ici au cas des opérateurs d’ordre deux du type des ondes :

et on suppose les hypothèses (H~ , H2 , H~~ satisfaites relativement ~ un ouvert X

( es p ace objet) de R n dont le bord est une variété C~ , de plus, on

suppose les coefficients indépendants du temps xo . On considère sur le bord la

condition de Dirichlet, c’est-â-dire B - 1 , l’hypothèse (L) est donc aussi véri-

fiée (ceci peut être généralisé [13]).

On considère le problème mixte avec une seule donnée non nulle notée g

et on se propose de décrire l’application g - u .

Dans le cas particulier où P est à coefficients constants et à 2 varia-

bles d’espace, un premier résultat a été obtenu par Povzner et Suharevskii [28]

concernant les singularités du noyau distribution de l’application g- u .



2. Relations et optique géométrique du système

a) Tout d’abord, rappelons que pour le problème de Cauchy dans Rn+1, on a une

paramétrix (cf. Hörmander [18], Duistermaat [14] et aussi qui est un

opérateur intégral de Fourier E t I ~ - 1 /4 {~n+t , C ) vérifiant
o o

PEo = 0 , 03B3oEo = 
0 

, 03B31Eo 
= Identité ,

où = signifie module opérateur régularisant (on utilise les notation de

Duistermaat [14] pour les opérateurs intégraux de Fourier). Enfin, Co est une

relation canonique dans ~ ~ , ~.,.~.~n+ ~ ~ t- .~ ~ x ~~ e par

Hotons que lorsqu’on sait construire Eo , alors on sai t aussi construire la

paramétrix du problème non hon;vgène et l’ exact dans des cas généraux

( c f . Chaz ar l 2]).

b) On va définir une relation M dans (T~Rn+~~ 0) x (T~Rn+1B ~) que l’on

appelle "relation de réflexion". Pour cela, on rappelle que le fibré conormal

â E - R x r dans est défini par la suite exacte

On définit la relation réflexion M par

Il est immédiat de vérifier que la 2-forme symplectique

s’annule sur M , donc M est une variété involutive mais ce n’est pas une

variété lagrangienne au sens de Hormander [19] car sa dimension n’est que 2n+1 .



Remarque.- Le terme de réflexion est justifié par la propriété suivante. Soit un couple

~ (z , ~) ; (x E M , alors les variables conjuguées q = ~) ,

r = vérifient (d~ ~~c) , q).(dt (x) , 0 où j (z) - ~ désigne une

équation de la variété r . =

c) Relations canoniques " m-ième image " Sm (m~ 1) .

Introduisons quelques notations commodes pour décrire la situation relative

à la réflexion des bicaractéristiques dans le miroir r . . On désigne par N les

deux composantes connexes de la variété N = p (0)B0 c- Pour a E N ,

on note D(a) la bicaractéristique de p passant par ce point et on précise

D:J:( a) , selon que . Dans le cas d’un point (z, ~? ~ T*XB0 , on note

D±o(x,03BE) la bicaractéristique où x = (O,x) , 03BE = (03BEo,03BE) avec tel

que S E N± . On rappelle que la bicaractéristique passant par a est définie par

l’équation différentielle

On a donc ~o - constante, xo - 2~o.s + constante et, par conséquent, pour

0 , la bicaractéristique coupe ~xo - 0~ en un point unique. D’autre part,

on remarque que la projection sur des bicaractéristiques de P sont les

bicaractéristiques relatives au symbole p(x, 1 , ~~ = 1) .

Pour exclure le "phénomène de diffraction", on fait dorénavant l’hypothèse

suivante sur l’ouvert X .

(D) Toute demi-bicaractéristique de P(x , 1, D ~ , issue d’un point
x

(x,~) E , cou e r transversalement en un point unique.

On peut montrer que cette condition entraîne que l’ouvert X est pseudo-

convexe ( au sens de [15]) pour l’opérateur P( x , 1 , D ) .
x



Dans ces conditions la demi-bicaractéristique issue du point

(x, ~~ E 0 , coupe R X r en un point a E Q avec 0 ,

soit b le point réflecté ( ( a, b~ E M~ , on définit la bicaractéristique réflé-

chie Dt(g,~? - On définit ainsi de suite les bicaractéristiques 

issues de (x,03BE) après m réflexions.

On peut alors définir les transformations , m ~ 1 .

DÉFINITION 2.1.- A tout point (x,~) : on associe le point B (x,~) E T~

qui est l’intersection de avec (x = 0) .

PROPOSITION 2.1.- Sous la condition (D), les applications B sont des transformations
201420142014-20142014201420142014201420142014 -2014201420142014201420142014.2014201420142014 m ~2014’2014’ "’ ’

canoniques homogènes de dans T ~, P nB B0 ~ en fait à valeurs dans 

où Y = X . On note S le graphe correspondant, alors la relation S est une
- 20142014201420142014 m 201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014 2014201420142014201420142014201420142014201420142014 m -2014201420142014

relation canonique homogène.

La méthode, pour démontrer que la 2-forme symplectique



n

(dy . n dz . ~ d~ . ~ s’annule sur S , consiste à écrire S comme composée
1 J J J J m m

de relations où ceci est vrai.

Remarque (où l’on se regarde dans un miroir !).- A la transformation canonique m
on fait correspondre, au moyen de la transformation de Legendre relative à l’hamil-

tonien p(x, 1 , ~~ , une transformation 9 de TXB0 dans TYB0 . Alors
m

l’application 6 correspond en optique (cf. Luneburg [24]) à la relation entre

l’objet et son image dans le "miroir déformant" r . L’aberration est la mesure

dont 91 s’écarte d’une application tangente.

3. Paramétrix du problème mixte

On utilise la notation suivante : soient deux ouverts U et V et un opéra-

teur linéaire A : ~’(U~ -~ ~?’(V~ , alors on écrit A ~ 0 sur U pour indiquer

que A C C (V~ .

L’étape essentielle est donnée par le

THÉORÈME 3.1.- Sous l’hypothèse (D), on peut associer aux relations canoniques S

(m ~ 1) des opérateurs intégraux de Fourier 1 (R , X ; S ) qui vérifient

(3.1) tr.Eo.03C6m-1 + tr.Eo.03C6m ~ 0 sur X pour 1 ,

où par définition 03C6o = identité, et tr est l’opérateur de trace sur la partie

de R x r qui est atteinte par les bicaractéristiques Dm-~(x,~~ et 

avec ( x , ~ ~ E 

Principe de la démonstration. On commence par construire ~~ , aussi on pose
provisoirement ~i - ~ et S = S~ . °

Tout d’abord on vérifie facilement l’égalité au niveau des relations canoni-

ques. Ensuite, on détermine ~ sous la forme d’un développement asymptotique

et les conditions



où R . est un opérateur intégral de Fourier de degré ~ -j - 1 .

-J

Cela se traduit par un système d’équations linéaires sur les symboles prin-

cipaux, ce qui permet de les déterminer par récurrence.

Enfin, on construit j 
m 

à partir , comme on a construit j.
à partir de J 

o 
= 1 .

Revenons maintenant au problème mixte (1.1). On définit, pour m ~ 1 , les

opérateurs

car on vérifie que l’on peut composer les relations C et S grâce à (D).
o m

D’ailleurs, on a une description très simple de

D*autre part, on vérifie d’après la construction que pour
m

u ~ les distributions

forment une famille localement finie, ce qui permet de définir l’opérateur

E = I E en tant qu’opérateur de ?’(x) dans J~’(R x x X) .

Alors, il découle facilement du théorème 3.1 que E est une aramétrix

du problème (1.1), en ce sens que l’on a le

THÉORÈME 3.2.- Sous l’hypothèse (D), l’opérateur E = 03A3 E vérifie sur X
~~ 

m~ 0 ~
les conditions suivantes :

Remarque.- On peut étendre ce théorème au cas où toutes les données sont non

nulles, ceci pourvu que leurs supports ne rencontrent pas la frontière r , car

sinon il faut définir des conditions de compatibilité, ce que l’on ne détaillera

pas ici.



Du théorème, il découle, compte tenu des propriétés des opérateurs intégraux

de Fourier (cf. Hörmander [19]), le résultat suivant sur la propagation des singu-

larités.

COROLLAIRE 3.1.- Pour g E ~ ’(X) la distribution u = Eg a son spectre singu-

lier (noté S.S.(u) ou WF(u) ) contenu dans la réunion des bicaractéristiques

réfléchies Dt(~,~) , m ~ 0 , issues des points (~,~) E S.S,(g) ,
2014,.2014201420142014- m 201420142014201420142014201420142014201420142014

Terminons en indiquant une possibilité d’application de cette paramétrix E

à l’étude du comportement asymptotique du spectre du Laplacien sur une variété à

bord dans l’esprit de Balian et Bloch [8].

ADDITIF.- Après que ce texte ait été tapé, T. Kawai m’a signalé une note de

D. S. Mogilevskii [34] concernant une question analogue à celle de la deuxième

partie de cet exposé, mais dans une formulation beaucoup moins précise.
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