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Sémiraire BOURBAKI 428-01
25e arnée, 1972/73, n° 428 Février 1973

L'INVARIANCE TOPOLOGIQUE DU TYPE SIMPLE D'HOMOTOPIE
(d'aprés T. CHAPMAN et R. D. EDWARDS]
par Laurent SIEBENMANN

§ 1.

Les efforts de 1'école américaine de topologie en dimension infinie fondée
par R. D. ANDERSON ont abouti en 1972 & cette conclusion définitive : la classi-

fication des complexes (localement finis) au type simple d'homotopie prés coin-

cide avec la classification & homéomorphisme prés des variétés (topologiques,
-]
métrisatles) modelées sur le cube de Hilbert Q = [-1,1] . Plus précisément,

on a

1.1. THEOREME DE TRIANGUIATION DE CHAPMAN [cny) [Cng).- Toute veriété M modelée

sur le cube de Hilbert est homéomorphe & un prcduit X X Q ol X est un complexe

simplicial localement fini.

DY

D'ailleurs, on sait dé3jk selon WEST [W] (voir § 3.4) que, pour tout CW com-
plexe localement fini X , le produit X X Q est une Q-variété. (Est-ce vrai

pour X un AMR localement compact ?)

1.2. THEOREME D'INVARIANCE DE CEAPMAN [Ch4] [cn6].- Soit h:XXQ - Y XxQ

un heméomorphisme, o X et Y sont des CW complexes localement finis. Alors

1'équivalence d'homotopie propre h0 : XY qui s'en déduit (Q étant compact

et contractile) est une équivalence simple.

D'ailleurs, on sait selon WEST que, si f : X = Y est une équivalence sim-

ple (propre) de complexes localement finis, alors fx(id|Q) est proprement

homotope & un homéomorphisme XXQ = Y¥YXQ .

Ce théoréme d'invariance marque la premiére epparition importante en dimen-

sion infinie d'un invariant plus subtil que le type d'homotopie propre (ordinaire),
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et la premiére contribution éclatante de 1'étude des variétés de dimension infi-
nie aux problémes posés en dimension finie. Jusqu'd ce jour, il n'y a aucune
autre méthode pour démontrer la conjecture de J. H. C. WHITEHEAD, créateur de

la théorie des types simples : Tout homéomorphisme h : X = Y de CW complexes

finis est une équivalence simple. On s'étonne que ni la K-théorie algébrique

(reflet algébrique de 1'idée de type simple), ni les grosses machines de la
géométrie algébrique et de la topologie algébrique n'aient su offrir une preuve.
Signalons, néanmoins, que F. WALDHAUSEN a esquissé depuis 1971 une preuve (*) pour
X et Y des complexes simpliciaux, basée sur une généralisation -poussée des
formules de [S1]. D'autre part, trés récemment, R. D. EDWARDS [E] en a trouvé

une autre (voir § 9) qui part du cas bien connu depuis KIRBY-SIEBENMANN [KS1],

[KS2] o X et Y sont des variétés topologiques.

Cet exposé apporte force simplifications de technique aux exposés originaux
mais en conserve intégralement les idées fondamentales. Je tiens & remercier
vivement L. GUILLOU dont 1'aide efficace et experte m'a donné la force d'obtenir

ces simplifications.

§ 2. Les types simples

Sauf indication du contraire, un espace sera pour nous localement compact,
métrisable et o-compact ; une application sera continue et propre (i.e. 1'image
inverse de tout compact est un compact) ; une équivalence sera une équivalence
homotopique. Symboles : =~ indique homéomorphisme, = équivalence homotopique,

X abrége X X Q . Pour des sous-espaces A , B de X, A CC B veut dire KCZ% ’
i.e. AdhX A C Intx B . Un complexe X est toujours sous-entendu lccalement
fini, et aussi simplicial si 1'on omet CW. Ici X localement fini veut dire
que X est une réunion localement finie de sous-complexes finis. Un polyedre

est un espace avec un atlas PL compatible de triangulations. ( PL signifiant

pseudo-linéaire ou linéaire par morceaux).

Une inclusion Y & X de CW complexes est une expansion élémentaire si on a

f:8-7Y ( " = n-disque) et X = (Y l_i_Bn X [O,1])/I(x,1) =f(x), x EBn} = M(f) ;

(*) Waldhausen me signale qu'il n'a jemais vérifié les détails [Wa].

187



428-03
X - Y consiste en deux cellules : B2 x 10,1 =~ Rn+1 et ce qui reste (= Rn) .

ast

=~ R

Cette opération en engendre d'autres de fagon bien connue [Co] [51] ¢ expansion
33225 (par composition finie), expansion (par somme disjointe et "pushout") et
finalement éguivalence (d'homotopie) simple, par compositions d'expansions ou
de leurs inverses & homotopies prés. Un homéomorphisme PL est simple. Une expan-

sion de polyedres est par définition une expansion simpliciale pour une triangu-
lation PL convenable.

2.1 THEOREME (BASS-HELLER-SWAN et STALLINGS).— Une éguivalence f:X~-Y de

CW complexes est simple dés que X est connexe, n1(X) est libre ou abélien

libre et X est compact ou X =P XR avec P compact, cf. [S,, p. 484].

1’

2.2. THEOREME DE SOMME [s1, p. 482].- Soit f (x;x1 ,x2) - (Y;Y1 ,Y2) une
équivalence de triades de CW complexes avec X = X1 U XZ , Y = Y1 U Y2 . 51

X1-—f>Y

f
1 12 —£9 Y2 et X1 n X2 —_ Y1 n Y2 sont simples, alors

f : X—+Y est simple.

Un espace simple est un espace X muni d'un type simple lequel est repré-
senté par une équivalence f : X —= X' vers un complexe. On admet que, pour une
équivalence simple g : X' - X" vers un complexe, gf : X —= X" représente le
méme type simple sur X . Par exemple, 5 est un espace simple pour tout polyé-
dre X . Parallélement, on définit une triade simple et on remarque que le

théoréme de somme entraine sa version pour les triades simples.

2.3, LEMME (de localisation des déformations formelles combinatoires).— Soient

X & Y ~—2X' des expansions et U< X' un ouvert relativement compact. Il

1
inclusions X & Y1 Pn) X{ qui sont des expansions finies.

existe des sous-complexes Y, et X; de Y avec U ouvert dans X; et des
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Preuve. On vérifie, d'abord, que toute expansion A < C se décompose en deux
W b oo
Acy Bcy C o i, , i

1 5 sont en "bosses", i.e. pushout d'une somme disjointe

d'expansions finies (voir (a)). I1 s'ensuit qu'on peut décomposer X' <3 Y en
I Iz

expansions X' Co Y2 = Y de sorte que j2 soit une expansion finie et que

U soit ouvert dans Y2
k

expansions X Cal Y1 Co Y de sorte que k

(voir (b)). Ensuite, on peut décomposer X C»Y en

1 soit une expansion finie et que
T, contienne le compact U U Ath(Y - YZ) ; voir (c). On pose

X; = Y1 n Y2 ; voir (d). Alors Xi (@S Y1 est une expansion finie parce que

Y1 - X; =Y - Y2 , et que Y2 5 Y en est une. Aussi, U est ouvert dans X;

car U est ouvert dans Y2 et Uc Y1 .

O T — —._ — - \C
LN o A

V. W !
(b) < e  — N ~ X Y
()] . 7 7 7 7 7 7 77 7 7 77 7 7 7 7 N =3y
— v,/
1 U N )
@ o XX 3 ~t- XX XXX\ LYK

§ 3. Q-variétés (lire 1l'excellent exposé de CHAPMAN cn,1)

Soit M une Q-variété, i.e. un espace dont tout point admet un voisinage

ouvert homéomorphe & un ouvert de Q = [—1,1]°° . Alors, on a les propriétés sui-

vantes :

3.1. STABILITE.- .
(ANDERSON-SCHORI ) .

M X Q~ M, par un homéomorphisme homotope & la projection
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3.2. THEOREME DE POINCARE.- M compact et contractile entraine Mas @ (CHAPMAN).

3.3. DENOUEMENT.- Soient fo , £, ¢+ X = M deux plongements dont 1l'image est un

1
Z-sous-ensemble de M . [Une Q-variété A fermée dans M est un Z-sous-
ensemble si et seulement si A admet un collier dans M .] Alors, si fo': f1 ,

il existe une isctopie ambiante Ft de Fo = idlM (homotopie & travers des

homéomorphismes) telle que f1 = F1fo .

3.4. THEOREME DE WEST [W].- Soit donnde f : @~ M et soit M(f) DM son cylin-

dre d'application. Il y a alors un homéomorphisme h : M- M(f) homotope &

1'inclusion.

D'ailleurs si f(Q) € U ouvert < M, l'homotopie peut fixer ¥-U.

La démonstration est délicate. Le résultat est fondamental ; il entraine
les résultats de West cités dans 1l'introduction par une chasse simple aux défi-
nitions ; il est essentiel aux théorémes de CHAPMAN. Tout CW complexe est sim-
plement équivalent & un complexe simplicial (par approximation simpliciale et

reconstruction) ; donc ce théoréme de WEST raméne le théoréme d'invariance des

types simples au cas des complexes simpliciaux.

2

9 =I . XI _X..., X=XXQ . On aduet aussi B = I"c R",
n n+1 n+2 =

@
On utilisera les notations : I =[-1,1] , Q=1 = I1 XI, X ...=1I0x% Qn .

B = 1-1,1(" et AB" = [-A,0]%, ete...

1

§ 4. Scindement homotopique

On considere Y =Y X Q ol Y est un polyédre. La locution " stabilisation
de Y " indique : remplacement de Y par Y X b , pour un entier n convena-
ble, suivi par l'identification naturelle de (v % In) X Q avec

Y xQ=YxI%x Qn par l'homéomorphisme standard.
P est un bon sous-polyédre d'un polyeédre Y si P est compact et si

(1) P est de codimension O (i.e. sa frontiére topologique 8P est identi-

que & la frontiére de son intérieur),
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(1i1) 6P = 0 X §P admet un bicollier R X 8P dans Y .
Si f: Y- (0,0 est PL, f-1([0,x]) est bon pour presque tout A € [0,»[

(viz. sauf pour les sommets quand f est simpliciale).

Par abus du langage de WHITEHEAD, nous appellerons déformation formelle de

Y & support compact dans un ouvert UcC Y , un homéomorphisme h : Y= 1Y' ,

ol Y' est un polyédre, tel que, aprés stabilisation de Y et de Y' , il y
ait des bons sous-polyédres compacts Y1 CY et Y; C Y' de compléments

fermés notés Y2 et Yé tels que §1 cU et

(1) h(gz) =Y et Y, Ay ¥} soit de la forme (isomorphisme PL) X id|Q ,
(ii) 1, by I} soit une équivalence simple.

On dira aussi que h est strict si aucune stabilisation de Y ou Y' n'est
nécessaire et si Zz “25,¥é est 1'identité (done Y2 = Yé ).

Soient Y et P des polyedres, P compact, et soit h : R X z i

=<
E

plongement ouvert.

4.1. LEMME DE SCINDEMENT HOMOTOPIQUE.- On suppose P connexe avec m P libre ou

1

Alors, il existe une déformation formelle h' : Y= Y' de Y 2

abélien libre.

support compact dans h(Rixg) et un sous-polyédre compact P'CY' ayant un voisi-

nage bicollier tel que P' & h'h(R X g) soit une équivalence d'homotopie

(non—progre).

Ce lemme sert & étsblir le théoreme de la couronne stable (cf. § 5).

La démonstration nécessite trois lemmes dont le premier est une conséquence de 3.4 :

4.2, LEMME DE WEST.- Soient Y wun polyedre et U un ouvert de Y . Soit Y& 2

une équivalence telle qu'il existe un sous-polyedre compact Z1 de Z tel que

Z=YU Z1 , et UD Y1 =YnN Z1 , et Y1 C;Z1 est une équivalence simple. Alors,

il existe un homéomorphisme h : Y - Z qui est 1'identité hors de U . (On dira

que YG Z

est un homéomorphisme simple & support compactdans U .)
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4.3. Lemme d'insertion.- Soient Y ur polyédre, W un ouvert de Y X Q et

K un compact de W . Il existe slors n € N et un bon sous-polyédre YO de

Y x I® tel que Kooy xQ CW.

Preuve. C'est vrai pour K = K1 U K.2 dés que cela est vrai pour K1 et

K2 . Mais c'est trivial pour K un point et on conclut par un raisonnement

standard de compacité.

L'éme PL W d'un ouvert WC Y X Q : Grace au lemme, on peut écrire
k(n)

W= E An R Anc:c An+1 y An = Bn X Qk(n) , avec Bn boncC Y XTI et

k(1) < k(2) < ... . On forme g : W= [0,o[ telle que

(a) Vn,d g ¢ Bn - [0, , PL telle que, sur An , g soit

T0j g
A B-'-J—) Bn —‘rl) [0,0[ ’

(b) gl -4 ) clk(n+2)=l .
Soit P, W - [0,0[ (non-propre) égale & 0 sur g~1([0,i—1]) , égale & 1
sur g_1([i,m[) et telle que wi(x) =g(x) - (4 -1) pour x ¢ g71([i—1,i]) .

On pose W =‘Wg ={(y,q) EWCY X Q]V i, Iqu < ¢i(y,q)} . Alors W est un

polyedre réunion des sous-polyeédres W; =Wnyx . Ce W; est un ouvert de

T =‘Wk u (Y x ™ W) qui est un polyddre inclus dans Y X 1* 3 complément

relativement compact dans W .

4.4. Lemme.— W Cy W est une équivalence et Yk S Y X Ik est une

équivalence simple & support compact dans Yk nw.

Preuve. On voit en effet une rétraction par déformation naturelle

r:W-W telle que, pour x €W , r—1(x) soit un point ou un cube.

Ce r induit une rétraction similaire Y X Ik - Y laquelle est PL. La

k
simplicité résulte d'une récurrence sur les squelettes de Y X Ik .
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Démonstration du lemme de scindement homotopique.

Soit W = h(R X g) cY, et soit W une &me de W . Par composition, on a
une équivalence R X P - ¥ qui est simple selon § 2.1. Donc on a des expan-
siors WCs E <R X P , et d'aprés le lemme de localisation § 2.3, il existe
des expansions finies w s Z 4.-3?1‘* oh W* contient ]-1,1[ X P comme ouvert

~* . z ’y
tel que O XP G W  soit une équivalence (non-propre).

On choisit un ouvert Zo C Z relativement compact tel que Z0 contienne

1'adhérence compacte de (2 “WU (2 -9 u (0 x P) . Alors, en posant
B =~ /A W =W : s s v W .
Wo vn o et Wo wn Zo , on a des expansions finies WO Cp Zo oo Wo ;
er effet, on retrouve W G Z (Dw* en rajoutant exactement V- Wo a chaque

terme. D'autre part, ?fo est relativement compact dans W et dans W .
(OXP

Une double application du lemme 4.2 de WEST donne une déformation for-
melle stricte 6 :io - i’; . Pour k grand, 'W'o étant un ouvert de po
cn prolonge © par l'identité & une déformation formelle stricte

6 :Y¥ -~ X‘}: , & support compact dans Eo . De méme @ :A‘il' - g* . De nouveau,
selon 4.4 et 4.2, il y a une déformation formelle stricte
@ (Y x I‘) X Q - Yk X Q telle que, en identifiant Q & Qk , ¢ soit

a support dans W , et WD WD go . En composant, on obtient une déforma-

. k ® 6 * *
i LY = X . ''= ]
sion formelle h': Y =Y X I X Q‘k — X] _ -¥k On pose Y Y' et

Pr =0 XP Cw: c Y‘; . I1 reste seulement & vérifier que P' Ch'W et que

1l'irclusion est une équivalence. Ceci résulte du diagremme commutatif A homo-

topie preés (homotopies non-propres & gauche 1) :

=
T ¥ \nat
J » J N
x ~ <
zt <, ¥ .? .V—EQ C'.,qu vw
@
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§ 5. Le théortme de la couronne statle

5.1. THﬁORﬁME.— Soit h s Bn = Y un plongement ouvert, 23 Y est un Rolxé-

dre. Il existe une déformation formelle h' : Y — Y' de Y & support com-

pact dans h(Bn) et un bon polyédre compact B' < Y' , tel que h'h(gn) =B' .

(En_bref, aprés une déformation formelle de Y & support dans h(Bn) , On a

un bon B' C Y tel que nE® = B! .)

Soit ™ wun tore, disons Rn/BZn , et soit Tﬁ c ™ 1e complément de

4D , ob AD est le disque ABY + (4,4,...,4) .

5.2. LEMME.- On considére un plongement ouvert ho H 22 - Z, Z étant un

o
polyddre. Alors, aprés une déformation formelle de Z 2 support dans h0(§n) ’

N

il existe un homéomorphisme 8 : gn - En homotope & 1'identité, et un bon

B ©Z +tel que hoe"§“ =B C

e

Preuve du lemme. Selon le lemme de scindement, apres deux déformations

) °n n & 4
1 j01 . - -
formelles de 2 a4 supports disjoints resp. dans ho(g ég ) et ho(g 22) ,
1 P2 2 bicollier dans Z , et des inclusions

et n'P
0 =

on a des sous-polyédres P

1

- n
ho'P, G

I 1
- 2B

]
1 . 2 .
& D - 2D, qui sont des équivalences non-propres.

Itd o

2

Soit B1 (resp. B2 ) 1la composante connexe fermée dans gn du complément de

h;1g1 (resp. de h;122 ) qui contient égn (resp. ég ).
. B ~ B, .
Selon 3.2, 1zQ . = gn S fup)
1
n_(e,)
]
(B"- 4B

0 [ _
D'ailleurs, M = gn - (B1 U BZ) est triangulé, en effet M = ho1§ , pour un bon

K < Z . Par rétraction, on a une équivalence

(M3 88, U 8B,) = (1" - (B u D), 88" usD) ,
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simple selon 2.1, que WEST sait déformer & un homéomorphisme & (2 1'aide du

n
dénouement 3.3). On prolonge © en envoyant B, sur B et }32 sur D

1 = =
(dénouant encore), pour obtenir 1'homéomorphisme voulu & : ;l"n - Zn . La défor-

o
mation formelle voulue est celle & support dans ho(gn - :.5_13_11) , C.Q.F.D.

le lemme entraine le théorime par la célébre méthode d'immersion et de
déroulement du tore introduite par KIRBY [K] [KS1]. [Voici un fil d'Arisne :

Démontrer directement le théoréme de la couronne en dimension finie par cette

méthode, en supposant connu un anaslogue du lemme. L'homéomorphisme Q ~ cdne(Q)

sera utile pour remonter en dimension ® .J}

§ 6. Triangulation et invariance ; cas compact

6.1. Triangulation : Une Q-variété est un ANR. Donc toute Q-variété compacte
M est dominée par un complexe fini et il est possible d'attacher successivement
un nombre fini de cellules e ...,,eu1 4 M pour former un ANR

M =MU e1 U ... U em contractile et compact. Selon WEST, M' X Q est une
Q-variété, d'olh M' X Q= Q selon CHAPMAN (3.2) donc M' X Q est trivialement

triangulable. Par récurrence, on vérifie que Ma~ M X Q@ est aussi triangulable.

En effet, supposons que Iilk My e, U ... U ek) X Q —31 ol Y est un po-

lyedre. On identifie ek a Rn (n convenable) pour obtenir un plongement

ouvert h : Bn = Y . Selon 1le § 5, aprés une déformation formelle de Y ,

ona h(B") = B' pour B' bon< Y de complément fermé noté Y, . Alors

1
on h on s Z
(Hk -B ) — 171 , et selon WEST, 51:-1 a2 (ylk -B ) ce qui achdve la récurrence.

En bref, on a poingonné m fois Q pour trouver une triangulation de M .

Pour le cas non compact on utilisera le

6.2. THEOREME DE TRIANGUIATION REIATIVE.- Soient M une Q-variété compacte,

L un polyédre compact et f : L — M un plongement sur un Z-sous—ensemble

de M . Alors, il existe un polyddre K> L , et un homéomorphisme

F:K - M prolongeant £ .

Preuve. On a M = 111 pour un polyeédre L1 ; soit K 1le cylindre de
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1'application naturelle L - L1 (rendue simpliciale). On déduit F de WEST

et d'un dénouement (3.3 et 3.4).

6.3. Inveariance. On a h : g - Z , un homéomorphisme de polyédres épaissis
(voir fin du § 3). Pour prouver que h est simple, on fait une récurrence sur
le nombre k de simplexes de X en commengant trivialement avec k =1 . On
identifie de maniére PL standard un simplexe maximal de X avec rR? , pour n
cocrvenable, afin d'obtenir un plongement ouvert h : 5n - z . Selon le § 5,
aprés une déformation formelle de Y , h(gn) =3B' ol B' est un bon sous-
complexe de Y de complément fermé noté Y2 et h induit une équivalence de
triades (é ;En X - én) - (E ; B ,32) . L'inclusion X1 =X-R"a X - B
est une expansion de polyeédres qui, selon WEST, est homotope & un homéomorphisme

o [
simpie §1 ~ X - Qn . Par récurrence, 1'homéomorphisme (X - §n) - I, est done

simple et par le théoréme de somme X N Y aussi. C.Q.F.D.

§ 7. Triangulation ; cas non-compact

La triangulation de M se fait en trois étapes : ™

1) Si K, et K2 sont des compacts de M admettant des voisinages ouverts

1
triangulés, resp. Ui ~ X ,1=1,2, alors K1 U K2 admet un voisinage

=i
triangilé.

Preuve. Notons 9y ¢ 51 - U1 y 9yt 52 - U2 les homéomorphismes de

triangulation. Aprés stabilisation de X1 , on peut trouver, par insertion

(4.3), un bon zZ, X de frontikre 6Z, , avec

1’ 1
K1 n K2C:C ¢1(§1) c U1 n U2 . Ensuite, aprés stabilisation de X2 , on trouve

un ben Z, € X, de frontiere 522 , avec ¢1(£1)C:C ¢2(§2) cU

> > n Ué . Alors

1
o
Mo= w2(£2) - ¢1(£1) est une Q-variété compacte.

(*) Plus directement, on peut remarquer que la premiére étape est relative (a K1),
ce qui permet de conclure par une induction sur un recouvrement par des compacts

contenus chacun dans une carte.
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Le théoréme de triangulation compacte relative (6.2) procure un polyddre
compact K contenant la somme L = 621 l_l 522 , et un homéomorph:.sme
¥ o 5 = M, tel que y égal 9, sur 621 et égal %, sur 652 .
Alors, en posant Xé = Z1 UKuU (X2 - %2) (identifiant les deux exemplaires de
52, et de 8Z,), ona une nouvelle triangulation
w5 = (012 ViU G,lK, - B) L=

Maintenant, aprés stabilisation (simultande) de X1 et Xé , on peut trou-

ver (par insertion 4.3) de bons sous-polyédres Y1 de X1 et Y2 de Xé tels

que ¢1(Zt) et ¢é(£2) soient des voisinages disjoints des compacts
[ o
K - ¢1(£1) et K, - @1(51) . Alors
[ [+ 0
1
(@, L) U (9,2) U (935,)

() o
est un voisinage ouvert triangulé de K1 U K2 , car ¢1|g1 = ¢é|§1 ; C.Q.F.D.

2) Tout compact de M posséde un voisinage triangulé : étant vrai pour un point,

c'est une conséquence de 1).

3) Conclusion : d'aprés 2) et le lemme d'insertion 4.3, on peut écrire M
comme une réunion de variétés compactes emboltées M1C:C MZC:C ... telles que

la frontiére 6Mi de Mi admette un bicollier dans Mi+ . On conclut alors par

1
le théordme de triangulation relative 6.2.
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§ 8. Invariance ; cas non-compact

On choisit des filtrationms X1CC XZCC ... de X et Y1CC YZCZC e

de Y par de bons sous-polyddres tels que h)=(1CC LCC h§2CC ZZCC oo o

Soit M 1'espace sous-jacent & Y . Gréce au théoréme de triangulation rela-
tive (cf. triangulation, cas non-compact), on forme un polyédre Z contenant
la somme disjointe des 6Xi et 6Yi et un homéomorphisme 8 : Z —~ M tel

que & =h sur 651 et 8 = identité sur GIi .

Affirmetion. € : Z —~ Y et h_19 :Z2 — X sont des équivalences

simples d'espaces simples.
] [+]
. i = - X. .= L. - = =

Preuve. Soient A =X -X ., B =Y -Y ., (X, =Y =§ pour
i< 0) . Remarquons ensuite que (par construction) 9—1héi = Ai et
9-1§i = §i pour des sous-polyédres Ai et B{ de Z . Par le théoréme

n'e ]

d'inveriance (cas compact), é{ R éi et §£ __,§i sont des équiva-

lences simples. La simplicité de 6 et de h-19 (et donc de h ) découle
maintenant de 1l'astuce classique consistant & regrouper les blocs d'indices
pairs et impairs (ef. § 9, cas de dimension infinie) adjointe au théorime de

somme 2.2.

§ 9. La démonstration d'invariance de R. D. EDWARDS [E]

S'inspirant des idées d'épasississement et de scindement dans la preuve de
CHAPMAN, EDWARDS a trouvé en novembre 1972 une jolie démonstration pour les

homéomorphismes de polyedres.

Cette démonstration a fait surgir pour la premiére fois la bonne notion
topologique de voisinage tubulaire (analogue su " PL prebundle " de KATO =
" pseudo-fibré " de MORLET = " block-bundle " de ROURKE et SANDERSON).

J'ai eu le plaisir d'avoir une correspondance avec Edwards dans laquelle

nous avons apleni les difficultés techniques.
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9.1. THEOREME.- Tout homéomorphisme h : X =Y entre des complexes simpliciaux

localement finis (polyddres) est une éaquivalence simple.

Edwards utilise

9.2. THEOREME (KIRBY et SIEBENMANN (ks, , §4, §51).-

(1) Toute variété topologique X (de dimension finie, éventuellement & bord

3X ) est dotée d'un type simple bien défini par la rdégle suivante :

On plonge X dans une variété PL quelconque W (par exemple R? ) de

facon que X ait un fibré normal en disques D C W tel que D soit une sous-

variété PL de W . L'inclusion X & D représente le type simple de X .

(2) Si, par ailleurs, X est aussi un complexe simplicial, alors X Ca D

est une éguivalence simple, c'est-a-dire les deux types simples coincident.

COMPLEMENTS.~ Vu la forme de la reégle en (1), on a :

(a) Un homéomorphisme h : X - Y entre variétés topologigques est une équiva-

lence simple.

(b) Toute inclusion Xo Cy X d'une veariété Xo corme section nulle d'un fi-

bré en disques X sur Xo est une équivalence simple (car D sera aussi

fibré en disques sur Xo par double projection D = X = Xo ).

“(c) Dans tout 9.2, on peut substituer au mot "variété" le mot s-variété.

( X s-variété veut dire que X X R" est une variété pour un n 2 0 assez
. . + . 2 .
grand. C'est possible puisque X X B" ! est alors une vraie variété, ce qui

nous raméne au cas des variétés.)

Edwards rencontre partout des applications CE.

DEFINITION (ef. [L], [82}).- Une application propre entre deux ANR_ (= rétracts
absolus de voisinage) est CE (resp. LCk ) si, pour tout ouvert NO de N, la res-
triction f-1No = N de f est une équivalence ordinaire (resp. induit un isomor-
phisme ﬂi(f’1No) - ni(No) pour i=0,1,...,k). Ailleurs ¥ est noté WE

’
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k

et CE vaut "cell-like" ou de ou UV” . On sait que f est IC si f—I(y) est

k-connexe pour tout y € N, ceci du moins dans le sens de "shape" de Borsuk.

9.3. THEOREME D'APPROXIMATION (SIEBENMANN (S, , Thm A et 3.10]).- Soit

2 1
f : M= N une application CE entre variétés topologiques de dimension 2 6

telle que f(3M) C 3N et que oM L, 3N soit 1c' . Alors f est homotope

4 un homéomorphisme f1 : M> N (et d'ailleurs par une petite homotopie

ft : M-N, 0s ts< 1, telle que fO =f et que T

pour t> 0 ).

4 soit un homéomorphisme

Ces deux résultats se démontrent avec les techniques toriques entrevues
au § 5, et reposent d'ailleurs, au pire, sur la théorie des anses (essentiel-
lement sur le théoréme du s-cobordisme, sous la forme DIFF ou PL au choix du

lecteur).

DEMONSTRATION DE L'INVARIANCE (9.1)

A) Réduction au cas ol dim X < ®

Voici tout d'abord le lemme qui permettra d'apprivoiser 1'inhomogénéité
de Y .

9.4. LEMME (d'homogénéité le long d'un simplexe).- Soient K wun complexe loca-
lement fini et g € KX un simplexe (formellement) ouvert. Soit L = link(c,K) .
Alors, il y a un voisinage ouvert U de & dans K et un homéomorphisme

naturel h : ¢L X - U tel que h(v X3) =& . Iei & = (L x[0,1[)/L X0

et v est 1l'image de L X O dans le quotient.

Preuve. Si x indique le joint, on a, pour Ao C A gquelcongue,
AxL-A L = (A-A)xeL.
o ]
Prendre maintenant U =g % L -30 * L = & x &L , C.Q.F.D.
In .
Pour un espace K , on pose K = {x ¢ K[ tout voisinage de x est de

dimension > n} . C'est un sous—complexe d'aprés le lemme si K est un com-

plexe, donc un sous-pclyadre si K est un polyedre. On pose aussi
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Kn] = Adh(K - KJn) ; c'est 1'adhérence dans K des points x ayant un voisi-

nage de dimension < n .
On forme ensuite K' C K X [0,0[, K* =U (Kn] - int Kn—1]) x[n,n+1] .
n
Si K est un polyddre, K* est un sous-polyddre de K X [0,8[ , car

K® - int @1 _ 2l n gt La projection K* — K est une équivalence sim-

ple puisque, & homotopie prés, elle se factorise en deux expansions

K*c.u(x-intx“"]) X[n,n+1] QK X0
n

WY A

[/
/////1 K X0

V7777 ya

Vu le caractére topologique de ces définitions, h X id[Og»[ induit un

*
homéomorphisme h* : X* - Y qu'il suffit maintenant de prouver simple.

Chacun des polyédres

K; = L) (Knjl - int Kn-1]) X [n,n+1]

n pair

et K.[* = U (Kn] - int Kn_1]) X [n,n+1]

n impair

est une somme disjointe de polyddres de dimension finie et h* donne un homéo-

morphisme
* ¥* * * * *
nt e (XX, X)) - (Y15, 1)
Donc, si 1l'on suppose 1l'invariance vérifiée en dimension finie, la simplicité

de h* découle du théoréme de somme (§ 2), C.Q.F.D.
B) Cas o dimX =n<am

On va raisonner par récurrence sur n , en commengant trivialement par
n =0 . Soit X = {x ¢ XI X n'a pas de voisinege homéomorphe & Rn} . Par le
lemme d'homogénéité, X et Y  sont des sous-polyedres de dimension < n ,
et hX =Y . Par définition X -X_ et Y -Y sont des variétés topolcgi-

ques de dimension n sans bord. (Personne ne sait si elles sont nécessairement
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des variétés PL.)

On plonge de fagon PL le polyédre Y dans Rz , q grand, de telle maniére
que YN Rq-1 =Y , ou Rq-1 = BRE . On fixe ensuite une triangulation (E,E_)
de (R:‘, Rq—1) telle que Y , Y et E_ deviennent des sous-complexes pleins.
On imposera plus tard quelques autres conditions sur cette triangulation.

Pour € dans J]O0,1[ , on considére 1' e-voisinage de Y dans E

v, ={x ¢ EIXY(X)Z 1 - €}

ou XY(x) est le poids total de Y en x € E donné par des coordonnées bary-
centriques : xY(x) =%{v(x) | v un sommet de Y } . Rappelons que
o{v(x) |v un sommet de E} =1 . Ve est ce qu'on appelle un voisinage régulier
de Y . (Y plein équivaut & x}1(1) =1,)

Posant Y = {c ¢B | o NY =pg} = (complément simplicial de Y dans E ),
on remarque que tout x s'éerit x =xY(x).y + ¥ c(x).z avec y €Y, z € Y°© ,

Y

et que si xY(x) £0 (i.e.. ch(x) #1.), alors y = y(x) est uniquement déter-
miné par x et en dépend continfiment. Donc r : x +— y(x) est une rétraction

Vc — Y . On la prolonge en l'unique surjection r : V25 ad V2£ (2e < 1) B

qui respecte chaque rayon [y(x),z(x)1 n V,. et qui applique
[y(x), z(x)]N (V25 —VE) linéairement. Posons V)'\' = v)\ NE , x€10,1[ . Clairement,
r induit r[ : Vz'e - V2-'€ qui rétracte V; sur Y . Pour tout y €Y,
r_1(y) CV,, est contractile, en effet r*1(y) =y » L , pour un sous-complexe
fini LcY® .

On forme maintenant We = (V2—€ x [-1,0] _I_I_ VE)/{ (x,0) = x , pour x¢€ V;]
plongé naturellement dans RZ = R xRro Ri . On prolonge r sur W, par

(r]) x id[_hO} pour définir

r:W - Vo x[-1,00UYCV
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v; x [-1,0]

11 est maintenant commode d'épaissir en considérant (pour m grand) le

couple (V,V_) = B8" x (VE, V;) , ainsi que ‘V_ = (28M) x V;e et

W = VYUV x[-1,0] ¢ (213”1)><wE

Si 9 : 28" = 28" écrase B" sur O , on prolonge r , de We =0 X WE a

tout W , comme restricticn de € X r .

|
2 xu X (EWe) ooy
€ €
u u
W — T ., ¥ x[-1,0]UY.

Lla situation reste qualitativement inchangée.
r:W = v x [-1,0] U Y jouit des trois propriétés suivantes :

(i) W est une variété ;
(1i) r est CE ;

(1i1) rfoW est 1c'

Preuve de (i) : WE est par construction une s-variété, sa frontiére

ayant un bicollier 6W dans r? ( 8W est visiblement le bord formel de W ).

Preuve de (ii) et (iii). Pour y € Y , r-1(y) n (We ,5We) = (cL,L) ;
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alors r-1(x) n (W,BW) = (<:(Sm—1 * L), Sm-1 * L) avec cSm-1 = g% , en vertu
de 1'identification standard cA X cB = c(A » B) .

Soient X1 un voisinage régulier de X dans X et X2 =X - X1 ,

On connait depuis 1961 beaucoup d'exemples (de MILNOR) ol Xo n'est
EE pas simplement équivalent au sous-polyédre similaire Yo CY . Clest la

premidre obstruction & trouver une démonstration banale de 1l'invariance.
Il sera essentiel de modifier r pour avoir, en plus :

(iv) r-1(Y - Y )‘—39 Y - Y_ est une projection de fibré en disques sur 1'image

réciproque d'un voisinage de hX2 .

Idée importante d'Edwards : les propriétés (i) - (iii) assurent que cette

rétraction CE sur la variété Y - Y est 1l'analogue topologique d'une rétrac-
tion de voisinage tubulaire différentiable de MIINOR. Donc, par un théortme (')
d'unicité de voisinages tubulaires topologiques qu'Edwards sait démontrer, la
modification de T : W -'?; x[-1,0J U Y sur r—1(Y - Y_) est possible - des
qu'il existe un fibré en disques quelconque normal & Y - Y dans W - ce qui
est bien le cas pour m grand. Finalement Edwards a su trafiquer r & la main,

téche que nous reportons.

L'ensemble Xo = X1 n X2 < X a un bicollier dans X donné par les coordon-
nées barycentriques ayant servi & construire X1 , (ef. VE ) ¢ done Xo et X2
sont des s-variétés et on pourra appliquer 9.2. Ces mémes coordonnées fournis-
sent une rétraction CE p :,X1 - X_ . Certainement le fibré Wo = r_1(h(xo))
sur h(Xo) de fibre BUT4-R , qui est assuré par (iv), sera une variété ainsi
que W, = r‘1(h(x2)) et W, = Adh{W - wz) .

(1) (Edwards, 6/1973) Ce théoréme inédit permettra une démonstration simplifiée

valable aussi pour les CW complexes de dimension finie.
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}?f_ x [-1,0]

h induit une équivalence de triades munies de types simples

(X;}[1 ,12) i> (W,"I1 ,WZ) , cf. [KSZ, § 5.3, § 5.10]. On va vérifier que

Xi —ha. Wi ,i=0,1, 2, est une équivalence simple. Alors X —h->W sera

aussi simple d'aprés le théoréme de somme (§ 2), mais alors YC VW étant sim-

A . h .
ple (et méme une expansmn), on saura que X —> Y est simple.

or, X, —h> Wooet X, i>w2 sont simples selon 9.2. Pour X, L} W

1
on utilise le diagramme commutatif & homotopie prés :

h
% | > W

expansion 1\ JLP CE

X_ hi> ¥t o ¥ x[-1,0]

simple ~  expan.

En bas h est simple par hypothése de récurrence ; et p est la composition

de deux rétractions CE :
s W, 55T x[-1,0 LA
p W, —V_x[-1,0]Un(X) — V_x[-1,0],

5h p' est la rétraction telle que, pour x € X, , p'(x) = hPh-1(X) . Done
p est CE (cf. [1]). De plus

(p]) = v, .—iLa(Tr_ x [-1,0]) U n(x,) _ﬂ; o x [-1,0])

est composition de r| qui est Lc1 et p'| qui est CE ; donc
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3w, = (¥ x[-1,0]) est Lc'

Maintenant, selon le théoréme d'approximation 9.3, p est homotope & un
homéomorphisme et donc simple (§ 9.2). On voit donc sur le disgramme que

X1 —h;. \'11 est simple, ce qui établit la simplicité de X —}-1-»Y .

I1 reste & trafiquer r : W =~ ?_ x [-1,0] U Y, pour gegner la propriété
(iv). Soit (N1 , Y1) un voisinage régulier de (Rq—1,Y_) dans (E,Y) tel que
T, N bX, = # et de frontidre (No s Yo) dans (RE,Y) admettant un voisinage
bicollier (respectant Y ). Soit (N2 , YZ) son complément fermé.

Alors, pour m grand, il existe un fibré en disques € normal &
(Y2 , Yo) dans B® x (N2 , No) , selon le théordme d'existence stable (relatif)
de HIRSCH-MAZUR [H] [K52,§ 5], un résultet qui comporte sa version pour les
s-variétés. (La platitude locale de (Y2 ,Yo) dens BT x (N2 , No) (KLEE) est

une partie de ces raisonnements (voir MIINOR (M, p. 63].)

On impose maintenant & la triangulation E de R_E , qui a défini Ve , de
rendre Ni et Yi des sous-complexes pleins. Alors Ve —1:-> Y induit une

vi X

rétraction CE e — Yi de voisinages réguliers de Yi dans Ni . On pose

Vi = 8% x Vi' . On impose ensuite & € 1la condition : E(%\Yg) = V2 (per une
compression radiale). On pose W* =¢»f_ x [-1,0] U V1 U E(§|Y2) et on définit

une rétraction CE r* : W = ¥ x[-1,00 UY, per r*(x) = r(x) pour

x EV_ x [-1,0] U V, , et par ™(x) = rro(x) pour x € E(§|Y2) y ol T est

une rétraction CE E(§|Y2) - E(g]Yo) UY, que le lecteur aura le plaisir de
construire & partir d'un collier Yo X I de Yo dans Y2 - hxz y un isomor-
phisme §|(Yo X 1I)= (§|Y°) x I, et une fonction de rayon pour & , cf.

(ks,, § 4], - selon le diagramme
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1eére rétraction 2

S il
| N [T
VAN -

P 4

———

E(ghr(J x I)

Y — B x X
0

Ce ™ : W* = 7_ x [-1,0] UY posstde les propriétés (i) - (iv).

D'ailleurs, la simplicité de Y G W* est assurée par 9.2(b)(c) et par le théoreme

de somme. Donc le raisonnement ci-dessus établit le théoréme d'invariance 9.1.
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