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Séminaire BOURBAKI 404-01
24e année, 1971/72, n° 404 Novembre 1971
LE THEOREME DES IMAGES DIRECTES DE GRAUERT

[d'aprés XIEHL-VERDIER]

par Adrien DOUADY

1. Introduction.

Soient X un espace C-analytique séparé & base dénombrable et F un faisceau
analytique cohérent sur X . On sait que, pour tout ouvert U de X , 1l'espace
vectoriel E(U) est de fagon naturelle un espace de Fréchet nucléaire. Si V
est un ouvert relativement compact de U , ce gue nous écrirons V CC U , la

restriction  p : F(U) - F(V) est nucléaire, donc compacte [6].

THEOREME de finitude [1].- Si X est compact, les espaces vectoriels Hn(X; F)

sont de dimension finie sur C .

La démonstration de ce résultat utilise les ingrédients suivants :

THEOREME de perturbation.- Soient E et F deux espaces de Fréchet, f : E » F

un morphisme surjectif et u : E - F un morphisme compact. Alors Coker(f - u)

est de dimension finie et séparé.

De ce théoréme, on déduit facilement :

COROLLAIRE (L. Schwartz).- Soient E° et F° deux complexes d'espaces de Fréchet

et £ : E' = F' un morphisme induisant un isomorphisme sur 1'homologie et tel

que £ soit compact. Alors les espaces vectoriels H (E') et H (F') sont de

dimension finie,
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Pour démontrer le Théoréme de finitude, on prend deux recouvrements finis
V= (Vi) et W = (Wi) de X par des ouverts de Stein tels que W, G V.
pour tout i . Posons E" = C°(X,V;F) et F" =C'(X,W;F) . D'aprés le Théo-
réme B de Cartan et le Théoréme de Leray, on a H'(E') = 1P (F) = 1Y (x; F) .
Comme la restriction p : E° - F' est compacte, le Théoréme de finitude découle

du résultat de Schwartz.

On notera qu'on utilise seulement la compacité de p , non sa nucléarité.
Le Théoréme des images directes est une "version relative" du théoréme de

finitude :

THEOREME des images directes.- Soient X et S des espaces C-analytiques sépa-

rés, mTm: X - S un morphisme propre et F un faisceau cohérent sur X . Alors

. n P
les faisceaux R mMF sont cohérents,

n . . 2 oo
Rappelons que R m,F est le faisceau sur § associé au préfaisceau

U - 5 ()5 F) .

Une démonstration de cet énoncé a été donnée par Grauert en 1960 (cf. [2]).
Une tentative a été faite pour l'exposer au Séminaire Bourbaki en Mai 1961. En
fait, la démonstration de Grauert était extré&mement pénible et comportait de nom-
breuses erreurs de détail. Il a fallu attendre 1969 pour que Knorr [3] donne une
démonstration correcte, mais toujours pénible. Au Congrés de Nice, en 1970, Kiehl
a exposé le principe d'une nouvelle démonstration. Cette démonstration a été réa-
lisée par Kiehl-Verdier [4]. Forster-Knorr [5] ont également obtenu une démons-

tration élémentaire.

C'est la méthode de Kiehl-Verdier que nous rapportons ici. Elle suit le plan

de la démonstration du Théoréme de finitude, mais en considérant des modules de
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Fréchet sur des algébres de Fréchet, et en exploitant la nucléarité. Il faut
introduire une notion de nucléarité relativement & une algébre (1l'algébre 0(S) ),
notion qui décrive les propriétés des restrictions p : F(U) - F(V) pour
VCUCX et V relativement S-propre dans U . Ceci nécessite de continuels

changements d'algébre, qui correspondent 3 des rétrécissements de la base S

A titre d'application, nous indiquons a la fin une démonstration du théoréme

de semi-continuité.

2. Les foncteurs ék et Tgrﬁ

Dans ce n° et le suivant, A désigne une algébre de Fréchet nucléaire, i.e.

un espace de Fréchet nucléaire sur € muni d'une multiplication bilinéaire con-
tinue qui en fait une algébre commutative associative et unifére, On appelle

A-module de Fréchet nucléaire un espace de Fréchet nucléaire E sur C muni

d'une loi bilinéaire continue A x E -» E qui en fait un A-module., On dit

qu'un A-module de Fréchet est nucléairement libre s'il est isomorphe A un

Py

A-module de la forme A® V , o V est un espace de Fréchet nucléaire sur C .

Soit E wun A-module de Fréchet nucléaire ; on appelle résolution nucléaire-

ment libre de E wune suite exacte

d
n

...-—»Ln >Ln_1-—>...—>LO-—>E—+O,

de A-modules de Fréchet, ol les Li sont nucléairement libres. Une telle réso-
lution est dite directe si, pour tout n , 1l'image de dn

admet un supplémentaire

topologique dans L, comme espace vectoriel sur C (pas comme A-module).

PROPOSITION 1.- a) Tout A-module de Fréchet nucléaire admet une résolution nucléai-

rement libre directe.
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b) Soient L. et L! deux résolutions nucléairement libres directes d'un A-

module E . Il existe un morphisme de L+ dans L. unique & homotopie prés.

Démonstration. a) Elle répond & la question, la "résolution standard" de E ,

qu'on obtient en posant Ln =A® ... ® A® E , la structure de A-module prove-

nant du premier facteur, et

i
dn(ao®...®an®x) = Z(-1) a ®...8a a

®...02a ®x + (-1)"'a ®...8a ,®a x;
i i1 n o n-1 n

un opérateur d'homotopie, C-linéaire seulement, est donné par ti+— 1 ® t .,

b) Si L = A ®Vv, ona LA(L 3 F) = LC(V; F) pour tout A-module de Fréchet
F , donc L est projectif au sens suivant : si F - G —- O est une suite
exacte, directe (sur C), de A-modules de Fréchet, lLA(L i F) - LA(L ; G) est

surjectif. L'assertion b) en résulte de fagon classique.

Soient E et F deux A-modules de Fréchet nucléaires. On pose
E‘.@AF=Coker(d :ERARF o EQ®F), ol dx®a®y)=ax®y - x® ay .
L'espace E @A F est un A-module non nécessairement séparé. Il est séparé si

E est nucléairement libre, car si E = A @c V,ona E ®A F=V ®c F .

Pour tout n , on définit Tarﬁ(E , F) de la fagon suivante : on prend une
résolution L. - F nucléairement libre directe de F et on pose
Tarﬁ(E , F) = Hn(E ®A L.) ; c'est un A-module non nécessairement séparé qui, 3
isomorphisme canonique prés, ne dépend pas du choix de L. ; on a

AA Py
TorO(E,F) =E®AF .

On a Tar‘:(E ,F) =0 pour q>0 si F est nucléairement libre, car on peut

alors prendre L. réduite 3 LO=F .51 0 = E1 - E2 - E3 - 0 est une

suite exacte courte de A-modules de Fréchet nucléaires, on a une suite exacte

® L. » E,® L. » E,® L. - 0

"o
courte de complexes 0 = E‘I " > @ 3 @, , d'ou une
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suite exacte (algébrique) longue des Tor_ . En prenant pour L. la résolution

B

standard de F , on obtient E ®A Ln -E®A® ...8 A®F , et on constate la

—
n
symétrie des bifoncteurs Tarﬁ . De tout cela on déduit que l'on peut calculer

~ A . L . . .
les Torn(E , F) en prenant une résolution nucléairement libre non nécessaire-

ment directe de F .

3. Transversalité.

DEFINITION 1.- Soient E et F deux A-modules de Fréchet nucléaires. On dit

que E et F sont transverses si E @A F est séparé et si Tarﬁ(E ,F) =0
pour q> 0,
Si E est nucléairement libre, il est transverse & F pour tout F .

Soit 0O = E1 - E2 - E3 - O une suite exacte, si F est transverse

E E2 et E3 , 11 est transverse & E1 .

Soient A = A1 - A2 des homomorphismes d'algébres nucléaires et E un

A~module de Fréchet nucléaire. Si A1 et A2 sont transverses & E sur A

alors A2 est transverse 2 A1 ®AE sur A

’
9 .

PROPOSITION 2.- Soient SO un espace de Stein, Uo un ouvert de Stein de C"

et F un faisceau analytique cohérent sur So X Uo . Soient S CCSO et

U CCUO des ouverts de Stein, et S' un ouvert de Stein de S . Alors 0(S')

et F(Sx U) sont transverses sur 0(S) .

Démonstration. L'espace de Fréchet 0(S x U) = 0(S) ® 0(U) est un module nu-
cléairement libre sur 0(S) . Soit L. —» F une résolution libre de F sur
S x U (une telle résolution existe d'aprés le Théoréme A). D'aprés le Théoréme B,

L.(S x U) est une résolution de F(S x U) , nucléairement libre sur 0(S) . On a
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o(s") é’o(s) o(s x U) = o(s") ®c o(u) = o(s' x U) , d'ou

o(s") é’o(s) L.(8x U) = L.(8" x U) . Mais L.(S' x U) est une résolution de

F(5'x U) , d'ou 0(s") ®o(s) F(8x U) = F(s' x U) et Tar—g-(s)(g(s') ,F(sxU))=0
pour q >0 . C.Q.F.D.

PROPOSITION 3.- Soient E°® wun complexe borné 3 droite de A-modules de Fréchet

- . s n .
nucléaires, et F un A-module de Fréchet nucléaire, transverse aux E . Si

E' est acyclique en degré 2 k , il en est de méme de F @k E® .

Démonstration. Les suites exactes 0 - Z (E') - E° - Zn+1(E') - 0
montrent par récurrence descendante que Zn(E') est tramnsverse & F pour

n2k-1.,Ces suites restent donc exactes par ék F .

COROLLAIRE.- Soient E° et F° deux complexes bornés 3 droite de A-modules de

Fréchet nucléaires, f : E° = F' un morphisme et M wun A-module de Fréchet

s n n . . . . .
nucléaire transverse aux E et aux F ., 81 f induit un isomorphisme sur

1'homologie, il en est de méme de 1 ® f : M®A E' - M®A F .

S'obtient en appliquant la proposition au "mapping cylinder" de f .

4. Applications A-nucléaires et A-sous-nucléaires,

DEFINITION 2.- Soient A wune algébre de Fréchet, E et F deux A-modules de

Fréchet et f : E - F vune application A-linéaire., On dit que f est A-

nucléaire s'il existe une famille équicontinue (gi) d'applications A-linéaires

de E dans A , une famille bornée (yi) d'éléments de F et une famille

absolument sommable (xi) de nombres complexes telles que, V x € E ,

£(x) = & A Ei(x) vy o-
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On dit que f est A-sous-nucléaire s'il existe un A-module de Fréchet M
et un diagramme commutatif

M
hL
E

ou h est surjectif et g est A-nucléaire.

-

F

Si u: E =-» F est A-nucléaire, et si f : E1 - E et g:F - F‘1 sont
A-linéaires continues, g o u o £ est A-nucléaire. Si V et W sont des

espaces de Fréchet nucléaires et u : V -» W une application C-nucléaire,

1A Qu: A®V - A®W est A-nucléaire. Par exemple :

PROPOSITION 4.~ Soient S un espace de Stein, U et Vv deux ouverts de Stein

de €' tels que V CCU . Alors la restriction p : 0(Sx U) = 0(Sx V) est

0(S)-nucléaire. Si S ccs et UccUu , ou S et U, sont de Stein, pour

—_— 0 —

tout faisceau analytique cohérent F sur SO X Uo , la restriction

p:F(Sx U) -» F(Sx V) est 0(S)-sous-nucléaire.

Soient E et F deux A-modules de Fréchet et f : E - F wune application

A-linéaire. Soit F, un sous-A-module fermé de F tel que f(E) CF

1 et notons

4

E1 l'application X = f(x) de E dans F1 . Si f est A-nucléaire, f

n'est pas A-sous-nucléaire en général (meme si A , E et F sont nucléaires).

1

Cependant :

PROPOSITION 5.- Avec les notations ci-dessus, supposons A , E et F nucléaires.

Soient B wune algébre de Fréchet nucléaire et p : A - B un homomorphisme

C-nucléaire d'algébres. On suppose que B est transverse sur A a3 E , F et

F‘/F1 . Alors, si f est A-sous-nucléaire, 1B® £

= = 1

B®AE - B®A F1 est

B-sous-nucléaire.
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Lemme 1.- Si f est A-nucléaire, p®f1 : E - B®A F1 est C-nucléaire.

Démonstration du lemme. Ecrivons £(x) = E)\i §i(x) y; comme dans la défini-

Py

tion 2, et factorisons p en A = A1 _ B1 - B, ou A, et B sont des

1 1

espaces de Banach et ? est nucléaire, Alors p® f : E - B @A F se factorise
en E % e”(A1) —R> P (B1) A B@.AF yoll u est dorinée par les ., v par les

yi , et R = Z)\i z,i o Py o n‘i est nucléaire. Donc p ® £ est C-nucléaire de

E dans B ®A F . Grace aux hypothéses de transversalité, B ®A F1 s'identifie

3 un sous-espace fermé de B éA F et p® f applique E dans ce sous-espace,
1l'application induite étant p ® f, . Comme E est nucléaire, il en résulte que

1

pPe® f1 est nucléaire.

Démonstration de la proposition. Soit

un diagramme commutatif ot h est surjectif et g est A-nucléaire., Alors ¢

induit une application g4 ¢ M - F1 , et on a un diagramme commutatif
R 1,® (p®9,) R R
B®C —_— B®C (B ®A F1)
| !
B® E s ® B®, F
> A1

qui montre que 1_ ® f, est A-sous-nucléaire.
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5. Perturbations A-sous-nucléaires.

THEOREME 1.- Soient A une algébre de Fréchet nucléaire, E et F des A-

modules de Fréchet nucléaires, f et u deux morphismes de E dans F

.o

suppose que u est A-sous-nucléaire, et que f est surjectif., Soient A

1

une algébre de Fréchet et p : A - A1 un homomorphisme d'algébres qui se

factorise A& travers une algébre de Banach B . On suppose A1 transverse sur

-~

A 2 E et F . Alors le conoyau de 1® (f - u) : Ay ® E - A éﬁ F est un

A1—modu1e de type fini.

(La conclusion de ce théoréme est purement algébrique ; le conoyau en ques-—

tion n'est pas nécessairement séparé.)

Lemme 2.- Soient B une algébre de Banach, M un B-module de Fréchet et

v :M - M un morphisme B-nucléaire. Alors Coker(1M - v) estun B-

module de type fini.

Démonstration. Ecrivons v(x) = T A gi(x) y; comme dans la définition 2 et
factorisons v en M %y e1(B) NV , ou (%) = (xi §i(x)) et B est défini
par les y, . Posons W =0 o : 61(B) - 61(B) . L'application w est B-
nucléaire car @ 1l'est, et on a Coker(1M - v) & Coker(1 1 - W) . On est donc

¢ (B)
ramené au cas ou M est un module de Banach.

Si M est un module de Banach, on peut mettre v sous la forme v' + v"
ou V' est de rang fini sur B et ”V"ll< 1. Alors 1 - v" est un automorphisme

et 1 -v=_1-v")-v' aun conoyau de type fini.

Démonstration du Théoréme. a) On peut supposer que u est A-nucléaire et E

nucléairement libre.

81



404-10

b) On peut alors factoriser u en fo v, ol Vv :E - E est A-nucléaire.
En effet, écrivons u(x) = E)‘i gi(x) y; comme dans la définition 2, et
)\i = )\i)\'i' avec ()‘:‘1) sommable et ()\;) tendant vers 0 . Quitte & remplacer
yi par )\'J.Zyi , on peut supposer que les yi tendent vers O . On peut alors
écrire vy = f(xi) , ou les X, tendent vers 0, etona u=+fo v, ol
v(x) = TN §i(x) X .

c) On peut supposer que F = E et f = 1E . En effet, si u=fov, f
donne une application surjective de Col<er(1E - v) sur Coker(f - u) , et de

méme apres ®A A1 .

d) Supposons donc que p : A - A1 se factorise a travers une algébre de

Banach B , que E = A ®. V , ou V est un espace de Fréchet nucléaire et que

c
u: E - E est A-nucléaire. Alors B éA E=B ®C V est un B-module de Fréchet,
et 1B ®u: B éA E - B éA E est B-nucléaire, donc le conoyau de 1 - (1B®u)

est un B-module de type fini. Autrement dit, il existe relN et h: Br—>B®AE tel que
(1,8 (1-u), ) : B@AEeBr ~» B® E soit surjectif. Alors

r

(1, ®(1-u),1, ®n): A& ESL -~ A ®, E est surjectif.
1 1

C.Q.F.D.

6. Un Théoréme "a la Schwartz".

La démonstration du Théoréme 2 comporte une récurrence utilisant le Théoréme 1
et la Proposition 5, donc un grand nombre d'extensions des scalaires. Ceci nous

améne A poser la définition suivante :

DEFINITION 3.- On appelle chaine nucléaire d'algébres un systéme inductif

t! N 2 ‘o
A= ((At) , (pt ))te [0,1] ou les A, sont des algébres de Fréchet nucléaires
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A\
et ou, pour t< t' , pt : At - At' est un homomorphisme d'algébres, C-nucléaire

et se factorisant A travers une algébre de Banach.

Si E est un Ao—module de Fréchet nucléaire, on dit que A est transverse

a E si At est transverse a E sur AO pour tout t .

m

Exemple.- Soient S un sous-espace analytique d'un ouvert Q de C ,

r = (r1,...,rm) tel que Dr ccQ, ou Dr est le polydisque ouvert de poly-
rayon r , et s = (51,...,sm) o 0< s, <r, . Alors les 0(S N Dr—ts) forment
une chaine nucléaire d'algeébre. Si UO et U sont des ouverts de Stein de Cn

tels que U CCZUO et F un faisceau cohérent sur S x UO , cette chaine nucléaire

d'algébre est transverse & F((s N Dr) x U) .

une chaine nucléaire d'algébres, E° et

THEOREME 2.- Soient A = (A.) [0,1] et

F' des complexes de Ao-modules de Fréchet nucléaires, bornés a droite, et

£* : E° - F' un morphisme de complexes. On suppose que f' induit des isomor-

phismes sur l'homologie, que les M sont Ao-sous—nucléaires et que A est

n n . . .
transverse aux E et aux F . Alors, il existe un complexe L de A1—modu1es

tel que Ln soit libre de type fini sur A1 , et un morphisme de complexes

h: L - A1 ®A E* qui induit un isomorphisme sur 1'homologie.
o

Lemme 3.- Soit t, < 1, soient E' et F° deux complexes de At -modules de
o
Fréchet nucléaires bornés A droite et acycliques en degré > n , et soit

£* : E° - F° un morphisme de complexes. On suppose que £ est At -sous-
[0

nucléaire, que £’ induit un isomorphisme Hk(E') - Hk(F') pour tout k , et

k .
que At est transverse a Ek et F pour tout k et tout t 2 to . Alors il

4

existe t, < 1 tel que Hn(E; ) et Hn(F; ) soient des modules de type fini
SXiste = e == ;

A, . - a . . d .
sur At y Ou Et At 8% E et Ft e méme

1 1 1 t 1
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. . 1, ..
Démonstration. Les suites exactes 0 - Zk(E )y - X o () » o
montrent par récurrence descendante que At est transverse 2 Zk(E’) , et de
méme 2 Zk(F') , pour k 2n . L'application £ induit une application A -

o
sous-nucléaire Z°(E') dans F° , dont 1'image est contenue dans Zn(F') .
. . n,_. n,._.

D'aprés la prop. 5 , pour t< t'< 1, l'application Z (Et') - 7 (Ft,)
induite par 7 est At,—sous—nucléaire. L'application

(@, £ : F271 ® Zn(Eé,) - Zn(Fé,) est surjective, et (0,£%) est Ap-

sous-nucléaire, donc pour t' < t1 < 1 1l'application 4d : F2_1 - Zn(Fé 1)
1 -
a un conoyau de type fini sur At . C.Q.F.D.

1

Démonstration du Théoréme. On va construire par récurrence descendante

t <1, un A-module libre de type fini Ln sur At , des morphismes

s

n
at ot oo Lrt1+1 et n' - E} tels que :
n n
1) L(n) 0 - 1" o L:+1 - ... so0it un complexe et h' wun morphisme de
n
ce complexe dans E° ;
2) le "mapping cylinder" M(n) de ce morphisme, défini par M%n) = Ek 2} Lk+1

pour k2n -1, soit acyclique en degré 2n .

Supposons Lk , etc. construits pour k 2n + 1 . Le "mapping cylinder"
N(n4-1) de f° o h® est également acyclique en degré > n , et le morphisme

de M; dans N; donné par f° est A ~-sous-nucléaire en chaque
(n+1) ( tn+1

degré et induit un isomorphisme sur 1l'homologie. D'aprés le lemme 3, il existe

n+ 1)

tn < 1 tel que Hn(M; ) soit un At -module de type fini. On peut alors trou-
n

n
ver un At -module libre de type fini 1" et un morphisme
n
n" n n n+1 n
( n) P O " E, @ Lt+ dont 1'image est contenue dans Z (M') et tel que
d n n
1'image de g + LM soit Zn(M') . Le module L™ , muni de (n%, dn) répond
2 la question. C.Q.F.D.
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7. Démonstration du Théoréme des images directes.

Soient X et S des espaces C(C-analytiques séparés, m : X = S un morphisme

propre, F un faisceau analytique cohérent sur X et s, un point de S . On

. n . R
va montrer que les faisceaux Ry E sont cohérents au voisinage de So . On peut
. . m
supposer que S est un sous-espace analytique fermé d'un ouvert () de C et

so = 0 . On peut trouver un polydisque DR c () et des familles (Xi) ,

iel
(‘Pi)ie I telles que I soit un ensemble fini, que (Xi) soit un recouvrement

ouvert de n_1 (DR N S) et que P; soit un isomorphisme au-dessus de () de Xi

sur un sous-espace analytique fermé de D
n,
de € 1 . On peut trouver Dr Cr.‘.DR et des ouverts de Stein wi Ct:Vi CCUj_
o

R X Ui , ou Ui est un ouvert de Stein

tels que, en posant V., = qu‘I (D x V.,) et W, de méme, les W, forment
i,r i r i i,r 1Ty

-1 .
un recouvrement de ¢ (DrO ns) . Soit s = (51 ,...,sm) tel que s, < roi R

(v, . ) et W_ de méme. Alors
t

posons r_=r-ts, A_=0(D ns), V
-—rt - t

t t t = Vi,

les At forment une chafne nucléaire, et les complexes de cochafnes alternées
C(Ko 3 F) et C'(Wo ; F) satisfont aux hypothéses du Théoréme 2 en vertu du

Théoréme B, du Théoréme de Leray et de la Proposition .

Par suite, il existe un complexe L' de faisceaux libres de type fini sur
s N Dr1 et un morphisme h : L°(S N Dr1) - C'(V,3F) qui induit un isomor-
phisme de H™(S N Dr1) sur Hn(cp_‘| (s n Dr1) ; F) pour tout n , en notant }_-I_n
le faisceau d'homologie du complexe de faisceaux L° . Il résulte de la Prop. 2
et du Cor. de la Prop. 3 que, pour tout ouvert de Stein S' de S contenu dans
SN Dr1 , le morphisme h donne un isomorphisme de H'(S') sur Hn(qa_‘l (8")3F) .

N P . . n . 2 n
Par suite, h définit un isomorphisme de H" , qui est cohérent, sur R m, F ,

au-dessus de S N Dr , ce qui démontre le théoréme.
1
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*
8. Le Théoréme de semi-continuité., ()

Avec les hypothéses et notations du Théoréme des images directes, pour s € S,
posons X(s) = n_1(s) et F(s) = QX(S) 8@X F .

THEOREME 3.- Si F est plat sur S, pour tout k € N , l'ensemble des s € § tels

que dim H*(X(s) ; F(s)) = k est un sous—ensemble analytique de S .

Démonstration. Reprenons les notations du n° 7. Il suffit de voir que, pour

sesND , le morphisme h : L'(s n D ) - c‘(v1 ; F) , qui induit un isomor-
1 1 -

phisme sur 1'homologie, définit un isomorphisme de H (L°(s)) sur M (X(s) ; F(s)) .

Or cela résulte du Cor, de la Prop. 3 et du lemme suivant :

Lemme 4.~ Avec les notations de la Prop. 2, si F est plat sur SO , le module

F(Sx U) est transverse 2 Qs,gﬁﬂs pour tout s e S .

La démonstration de ce lemme est analogue & celle de la prop. 2, en remarquant

que L,(s) est une résolution de F(s)(U) car F est plat.

* . . . . A e s . p
( ) La rédaction de ce numéro distribuée lors du séminaire contenait un énoncé

faux du Th. 3. Je remercie P. Siegfried de me 1l'avoir signalé,
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