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Séminaire BOURBAKI 417-01
24e année, 1971/72, n° 417 Juin 1972

TRAVAUX DE KEMPF, KLEIMAN, LAKSOV
SUR LES DIVISEURS EXCEPTIONNELS
par Lucien SZPIRO

1. Enoncer le théoréme de Kempf

Scit C wune courbe réduite, irréductible, de type fini et propre sur un

corps algébriquement clos k . Pour tout entier d , soit Pd le schéma de

Picard de C qui "paramétrise'" les Gb faisceaux inversibles de degré d .

Pd est, non canoniquement, isomorphe a la jacobienne PO de C . Soient Ld

le faisceau de Poincaré sur C x Pd , r: Cx Pd - C et p: Cx Pd - Pd
les projections, Soit g 1le genre arithmétique de C . Pour tout point ration-
nel sur k , x dans Pd(k) , on note Ld(x) = r*(Ld ® p*(k(x))) . La corres-
pondance X b Ld(x) de Pd(k) dans 1'ensemble des eb faisceaux inversibles
de degré d est une bijection.

Si r et d sont deux entiers, on note Gg 1l'ensemble des Gb modules

inversibles . , de degré d tels que dimk HO(C,X) 2z r + 1 ; Gg est formé

de diviseurs exceptionnels si d - r< g, i.e, si H1(C , L) % o .

1.1. Construction des schémas Gg

Avec Kleiman et Laksov [7], on va construire un schéma &

r
d 1
tel que l'ensemble Gg(k) de ses points rationnels sur k soit égal &2 G

fermé dans P
r
q -

d 1

Lemme 1,- Il existe deux qP faisceaux localement libres F et G , de rang

d
constant égal respectivement & d+1 et g, et un qp homomorphisme
st y —
m: G- F, tels que, pour tout GE faisceau cohérent Q , on ait des isomor-
d

phismes, fonctoriels en Q :

p*(Ld ® p*Q) ~ Ker(mv ® Q)

R' px (L, ® p*Q) = Coker(m’ ® Q) .
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417-02

Fixons 2g points lisses, rationnels sur k , distincts M1,...,M2g 1,1’1.

Posons E=M1 + «eo+ M., D=E+ M, et, pour tout diviseur X sur C :

*

L(K) = L,®r eb(x - E)
* . .

Ll( = L(1 ® r GE+K si E + K est effectif.
De la suite exacte fondamentale

0—»GC(D)->GC—>GD—»O,
on déduit la suite exacte

0—>L(—M)-—>Ld—> Ly > 0,

et donc la suite exacte

5 o1 1 1
Pu(L(-M)) = p(Ly) = puly —>R p (L(-M)) = R pye(Ly) = R pu(Ly) -
Du théoréme de Riemann-Roch et du fait que p est propre et plat, on
déduit (EGA2 7) :

. p(L(-M) ® p¥Q) = 0 pour tout Gp  faisceau cohérent Q .

. R‘ P*(LM ® p*Q) = 0 pour tout GPZ faisceau cohérent Q .

. p*(LM) est un faisceau localement libre sur G‘Pd de rang d+ 1, constant.

. R1 p*(L(-M)) est un faisceau localement libre sur G(P de rang constant
égal a g . ¢

. La suite suivante est exacte, pour tout Q faisceau cohérent sur OPd

1
(x) 0= p(Ly®0%) ~ oL, ®0Q 22 Rlp (1(-M)) ® 0

i
:
R py(Ly ® p¥Q)
i
0

v 1 Y
Prenant G = R p,(L(-M)) , F = Pxly et m' =8 , on obtient le lemme.

Notons maintenant E' = Md+1 + oeee + M2g—1 y, D'=D+E', M =E'+ M;

on obtient le diagramme commutatif suivant, dont les lignes sont exactes :
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0 - GC(—D) - GC > & - 0
I ! '
0 -, (D)~ o6(E)~ 0, - O.

On en déduit un autre diagramme commutatif dont les lignes sont exactes en appli-
quant le foncteur Ld ® r* . Donc un troisiéme diagramme commutatif de la méme

espéce
0 - p*Ld = Px M—6‘> R1p*(L(—M)) - R1P*Ld - 0
! ! I !
0 = el = p*LM.—3R1p*(L(—M)) - R1p*LC'1 - 0 ou Ly =L(E' +E) .
On a les propriétés suivantes :

. p*LM - p*LM, est scindée ;

. p*LM, = H est un faisceau localement libre de rang constant égal & 2g
sur G H
q
R1p L' = 0
. *Ld .

Du morphisme surjectif ¢ : H — e , on déduit une section « de B = Grassg(H)

sur P. , i.e. o : Pd - B ., On a donc un diagramme commutatif

d
v
F__", &
\ A
H
r d+l-1r v
et xePy(k), xeG; sietseulement si A m¥(x) = 0 . Soit c}+1(F )

le schéma spécial de Schubert définit dans B par F.et r.

z r -1 v
DEFINITION,- €, = o (crr+1 (F)) .
1.2 Propriétés de Gg
Gg est donc le sous-schéma fermé de Py définit par l'annulation de
d+ 1 d+ 1

A F - A ¢ . soient Q = Coker(m) et D, = Fp (Q) . Ssoit gq 1la projec-
d

. . ‘e . o
tion naturelle de Dd sur Pd . Elle se factorise & travers l'immersion de Gd

341



417-04
dans Pd par un morphisme que nous noterons s ; Dd "paramétrise" les divi-

seurs effectifs sur C de degré d ; Dd est lisse et connexe,

THEOREME 1 (Kempf),- Soit d un entier naturel tel que 0<d < g-1 , Le mor-

phisme s : Dd - GZ est birationnel ; Gg est un schéma irréductible, lisse

en codimension 1, de Cohen-Macaulay, en particulier normal, de dimension d .

8i d est non nul, le cycle de Gg dans 1'anneau de Chow de Pd représente

la (g-d)-iéme classe de Chern de R1p*(Ld) . De plus, si x est un point

o

rationnel sur k de Gd

, la multiplicité de Gg en x est égale au coeffi-

cient binomial :
. 1
dim (1 (C, L,(x)))
. o
aim (#°(C, L,0))) =1/ .
On va maintenant domner deux propriétés attachées 3 la situation décrite qui
permettent de montrer le théoréme.

La suite exacte, pour tout point X € Pd(k) :

2 2
0~ m/m - GPd,x/mX - k(x) -» o0
ou m. est le faisceau d'idéaux des fonctions dans %P qui s'annulent en x ,
!

donne lieu a deux homomorphismes de k-espaces vectoriels :
o 1 2
D, : H (C,Ld(x)) - B (C, Ly(x)) ®mx/mx
2\ 1
C, : (m’x/mx) - H (c,&c) .
Cx est un isomorphisme.

On a d'autre part l'accouplement de Yoneda, qui donne lieu & la dualité de

Serre sur C

Y, s u°(c, Ly(x)) ® H' (c, &%) - H' (Cy1q(x)) .
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Lemme 2.- Le diagramme suivant est commutatif (analyse du morphisme Div - Pic)
o 2y
H (C, Ld(x)) ® (mx/mx)

f
ec, AE:Y

1°(c, Ly(x) ® v (c, e.) H1(C , Ld(x))®mx/mi ® (mx/mi)v

Yx \ V] /@ Trace

H' (c, Ld(x)) .

DEFINITION.- Soient Xk un corps, U,V,W trois espaces vectoriels ; un homomor-

phisme bilinéaire

(eh ™
Ux V ')>w

est appelé un accouplement régulier si ueV , veV,u ;! 0o, v ;é 0 , alors

(u,v) £ 0.

Lemme 3,- Soit § wun faisceau inversible sur GC , 1'homomorphisme bilinéaire déduit

de 1l'accouplement de Yoneda,

Ho(c v &) x H1 (c Hr')v - H1 (c, G'C)v

est un accouplement régulier.

Soit b un élément non nul de HO(C ,L) ;5 on a une suite exacte

0 - B’C LL - K - O
ou le support de K est fini, on en déduit que l'application H' (c, GC) - H1(C y &)

est surjective,

2. Démontrer le théoréme de Kempf

Soient Y un schéma et m: G -» F un &Y homomorphisme de GY modules

localement libres de rangs constants, finis, g et f . Soit

P = Proj(SymOY(F)) = PY(F) , et soit t la projection de P sur Y . Soit

n : GP(—1) - ©, 1'homomorphisme déduit de mP(-1) et de 1'homomorphisme cano-
nique FP(—1) - &P . Soit X 1le sous-schéma fermé de (}P défini par 1l'annula-

tionde n , i.e. X = PY(Q) oW Q = Coker m . On appellera q la projection
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de X sur Y . Soit Z le sous-schéma fermé de Y défini par l'annulation de
£ £ v

Aee AF - o, .

Kempf étudie la relation entre X et Z .

2.1. Une vue fonctorielle sur le complexe de Eagon et Northcott [3]

Considérons le complexe de Koszul défini par n : GP(—1) - O»P

g i
K (n) : /\GP(—1)—>...—> /\GP(-1) = aee -)GP(-1) _n50-P .

Si on regarde les hyper images directes de K (n) par t , Hk(t , K (m)),

on obtient une suite spectrale convergente
. J -
i -
Rt (A (Gp(-1))) = w7, x (0) .

Mais cette suite spectrale est trés simple car
; j t=3=0
Rt (AG(-1)) = Ac @, R, (0,(-3)) £ 0 ®<4 ou bien
¥ i=Ff-1 et £ j<g.

On en déduit le complexe suivant si g = f
- g _ J _ £
E ,(m) * rE 1t*(/\ GP(—1)) - .o R 1t,(_(/\ GP(-‘I)) - ..o R 1t* /\GP(—1)
d

e, .

Y
t48p

Lemme 4 (Fonctorialité en m pour les triangles commutatifs, cas particulier).-

Le diagramme suivant est commutatif

£ N £
Acer' e, (0 (-0)) —=—> BT (Ag(-1) _
£ e N ££0
Am®1da | Rty (mp (1)) 4 > 0 = 6
£ £ d
NFre Rf—1t*(®P(—f)) —~ s t (A FP(—1 )) - Tdg

Ce lemme se déduit du diagramme commutatif

m

G — F
m\s F/{dF
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Remarque.- Le complexe E_ (m) ressemble déja beaucoup & celui obtenu dans [3]

par Eagon et Northcott,
£-1 i i i-f _\V £ v
En effet R AG(-1) =~ AG® (sym ™ F)Y ® AF' et le lemme 4 implique

d = .
Coker - Gi

Considérons le morphisme de complexes
n

K.(n) - o

ou Gk est un complexe concentré en degré zéro. Si on prend les hyper images

directes de ce morphisme par t , on obtient le diagramme commutatif suivant :

Rt Ac (-1) LI
* P —> 7P
) )
R1t L 0 t, &
*y > *Vx

et donc le lemme :

Lemme 5.- La projection q : X -» Y se factorise par l'immersion i : Z - Y

en un morphisme s : X -» Z tel que le triangle suivant soit commutatif

x 4y
N
z .

Rappelons qu'on dit que X est localement intersection compléte de codi-

mension g dans P si H'(X (n)) =0 pour i £ 0.

Lemme 6,.- Supposons que X soit localement intersection compléte de codimension

g dans P , on a alors les propriétés suivantes
4

a) 0 =0 et  Rite, =0 si ifo0.

si i£0.

C'est la fonctorialité des th* car le morphisme de complexes K.(n) - Gk

b) B(E.(m) =6, et H(E(m) -0

n

induisant un isomorphisme en homologie, le morphisme th*K.(n) - th*GX aussi.

Lemme 7 (Indépendance de la présentation de Coker m = Q ).~ Supposons qu'on ait

un carré commutatif de @Y modules localement libres de rang constant
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G = F
a ib
G M, F

tel que

- les fléches verticales soient surjectives ;

- le morphisme Ker a — Ker b soit un isomorphisme.

Alors, 1l'hnomomorphisme de complexes E.(m) - E.(m') induit un isomorphisme

en homologie,

COROLLAIRE.- Supposons g 2 f ; soit y un point de Y , On a les séries d'équi-

valences suivantes ;

a) Il existe un entier i , tel que f-g-1<i<0 et H'(E,(m)®k(y)) =0

& m(y) est surjective
@ il n'y a pas de point de X au-dessus de vy .

b) dimk(y) H

@ ou bien dimk(y) Coker m(y) =1 oubien f=g et yeZ.

£-0-1 (g (m)@x(y)) = 1

c) dimk(y) Coker m(y) = 1

@yeZ et s : X - Z estun isomorphisme au voisinage de y .

Dans ce cas 7 est défini par g - f + 1 équations au voisinage de y .

2.2. La question de savoir si Z est Cohen-Macaulay

DEFINITION (Macaulay !).- Un OY module M est dit parfait s'il existe une suite

exacte

0 ~-» K. -» K. S eeem K, - K -» M - O
i i-1 1 [¢)

ou les Ki sont des QY modules localement libres de rang fini, telle que la

suite duale
0> » o> .Y, - kY
o 1 i-1 i

soit aussi exacte,

M est de torsion, l'entier 1 est parfaitement déterminé, on 1l'appellera

la dimension projective de M ,
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Lemme 8.- Supposons g 2 f et que Gi soit un GQ module parfait de dimension

projective g - f + 1 , Alors :

a) E,(m) fournitune résolution projective de GZ .

b) 8i Y est de Cohen-Macaulay, Z aussi.

c) S8i 2z estun point de Z et si Y est Gorenstein en z , alors Z est

Gorenstein en z si et seulement si, ou bien, £ = g , ou bien,

dimk(z)(Coker mv(z)) =1 . Dans tous les cas Z est une intersection compléte

en z .,

Exemple 1.- Soient Y , G, F comme précédemment. Posons Y = A(G ®e§ FV) . On a
un homomorphisme canonique m : G - F , les GY homomorphismes m : G - F
correspondent biunivoquement par image réciproque aux sections ¢ de la projec~
tion Y - Y . Faisant les constructions précédentes, on trouve que

P~ P(F) x, Y et que X est défini par des équations homogénes de bidegré (1,1).

De plus, X est localement intersection compléte de codimension g dans P .

Par le lemme 6, on déduit que HI(E_(EQ) =0 pour i £0. E,(m) étant obtenu

par spécialisation, on a

COROLLAIRE.- Pour tout entier i , H'(E,(m)) est un &, module.

Remarque.- Le complexe obtenu par Eagon et Northcott dans [3] est le cas particu-

lier de E,(m) ou Y = Spec(k) est un point.

On voit donc que dans l'anneau S = k[xij]' , avec f =z g, 1l'idéal

i=1,.404,Ff
j=1v-'0vg
J  engendré par les g mineurs de la matrice g = (xij) est tel que S/'Jg soit

de Cohen-Macaulay de codimension (f-g+1) . Il n'y a pas longtemps, on ne savait

pas encore si S/'Ji , ou Ji est 1'idéal de S engendré par les i mineurs de
£, qui est de codimension (f-i+1)(g-i+1) , était de Cohen-Macaulay. Il sem-
blerait que Eagon et Hochster l'aient montré dans [2]. En tout cas, on a mainte-
nant le résultat plus général suivant dQt & D, Laksov pour la partie Cohen-

Macaulay.
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THEOREME 2 ([6], [8]).- Soient k un corps, n et g deux entiers naturels,

Ay eeerdy une suite croissante d'entiers naturels, telle que a4 <n ., Soit Gé

(a1,...,ad) . Alors 1'idéal gradué Ja , qui définit o, bour le plongement de

Plucker, est tel que 1l'anneau k[X1,.T.,X(n)]/Ua soit -
g a —

- intégre ;

- lisse en codimension un ;

- Cohen-Macaulay (donc normal) ;

- d(d+1} + 1) .
2

- de codimension (I ay

Igusa dans [4] avait montré ce résultat pour les grassmanniemnes. Malheureu-
sement, & ma connaissance, il n'y a pas encore de résolution projective naturelle de

Ja . Revenons A nos moutons.

PROPOSITION 1.- Supposons que Y soit lisse, quasi-projective, réduite, irréduc-

tible sur un corps algébriquement clos k et que g soit supérieur ou égal & f .

Alors, si la codimension de Z dans Y est au moins g-f+1 , le cycle de Z

dans 1'anneau de Chow modulo équivalence-rationnelle est égal 3 la (g-f+ 1)-iéme

classe de Chern de Coker(mY) .

De par la fonctorialité des classes de Chern, on peut se réduire au cas
"générique" de 1l'exemple 1. Alors Y , X et P sont quasi-projectives et lisses.

Dans ce cas, s envoie birationnellement chaque composante connexe de X sur

une composante comnexe de Z , et donc Cycle(z) = t,(Cycle(X)) .
a) Calculs dans 1l'anneau de Chow de P
(1) cycle(X) = g-iéme classe de Chern de §¥(+1) = coefficient de tJ dans
e (e(6))/e(ey(-1))

(ii) Si h est la lére classe de Chern de 6@(1)

-1

g

* \" nn

t (c(F)/c(op(-1)) = 7 (c(F)) SE BT
b) Calculs dans 1'anneau de Chow de Y

on a t,h" = 0 si 0sn<f -1,
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f-1
et t,h =1,
Appliquant la formule de projection a (ii), on trouve :
v -1
c(F) . e, (1/e(og(-1)) = 77 .

Si on applique la formule de projection & (i), on obtient le résultat cherché,

2.3, BEtude infinitésimale de s : X » Z

Dans ce paragraphe, les points seront rationnels sur k algébriquement clos,

et les schémas de type fini sur k ., On garde les notations du début de 2,

Soient y wun point de Y et my le faisceau d'idéaux de OQ des fonctions

qui s'annulent en y . La suite exacte

Y . R
donne lieu & un homomorphisme :
D Ker(m¥(y)) - Coker(m¥(y)) ® my/ms .

Si X est un point de X et z = s(x) € Z , on désignera par x 1'élément de

Ker(m(2z)) = Q¥(z) correspondant x par 1'égalité X, = e(Q(z)) .

Pour tout schéma S et s un point de S , on désignera par TS(S) 1'espace

tangent de Zariski de S en s , On a une suite exacte de k-espaces vectoriels:
0 - TX(XZ) - T (X) - T(Y) .
Lemme 9,-
dim  Image (TX(X)) = dim TZ(Y) - rang Dz(z) .
On entend par rang Dz(i) , le rang de 1l'homomorphisme de k-espaces vectoriels

(my/mif - Coker(m¥(z))

qui s'en déduit.

Lemme 10.- Supposons que Y soit lisse de dimension n . Soit x un point de

X, z=-s(x) €2 ; les énoncés suivants sont équivalents :

a) X est lisse de dimension n-14+f-g en x ;

b) 1l'espace tangent en x a X est de dimension n-14+f-g ;

c) DZ(E) est de rang égal 2 dimk(z)(Ker n¥(z)) ;

v
d) 1'accouplement Ker(m'(z)) ® Coker(m¥(z)) - mz/mi , déduit de D, est
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un accouplement régulier.

Ce lemme se déduit du précédent aprés qu'on ait remarqué que XZ est un

espace projectif de rang égal a dimk(z)(Ker mv(z)) -1.

PROPOSITION 2.- Supposons g2 f , Y 1lisse de type fini de dimension n sur un

corps algébriquement clos k ., Supposons que X soit lisse de dimension

n-14+f~-g et irréductible, Alors Z est irréductible, lisse en codimension

un, Cohen-Macaulay, de dimension n-14+ f-g , de plus, le morphisme s : X = Z

est birationnel,

Cette proposition est la somme des lemmes précédents de la section 2.

2.4. Un exemple instructif

Exemple 2,- Soient Xk wun corps algébriquement clos, U , V , W trois k-espaces
vectoriels de dimension finie uw, v, w, Soit R : U - v’ ®k ¥V un k-
homomorphisme tel que l'accouplement Ux V - W qui s'en déduit soit régulier,
Notons Y = Ak(w) et m: U, - v; 1'homomorphisme de &, modules déduit de R.
D'aprés la proposition 2 et le lemme 10, on voit que le schéma X correspondant
est lisse et que X est un fibré vectoriel de rang W - u sur @(V) . Supposons
u2v, alors le schéma Z correspondant est irréductible, rationnel, lisse en
codimension un, Cohen-Macaulay, de dimension w - 1 + v - u , Notons

v
Y' =@, (W) et X', 2' les schémas correspondants & m' : UY,(—1) - Vg .

Lemme 11,.,- La multiplicité de Z' dans Y' est égale au coefficient binomial

u
(v—1 )
. v . 5 .
En effet, soit m' : UP(W)(—1) - P (W) le q@(W) homomorphisme déduit de
R qui définit 2Z' . D'aprés la proposition 1 Cycle(Z') est égal & la
L -v4+1
(u-v+1)-iéme classe de Chern de UP(W)(1) , i.e. au coefficient de ntmvr

dans (1 + h)u ou h est la classe d'une section hyperplane.

Lemme 12.- Soient U, V , W des espaces:vectoriels de dimension u , v , w

sur un corps k algébriquement clos, et U XV Z5W un accouplement régulier.

Alors w2 u+v-1.

Considérons le cbne K défini par 1l'image de U XV dans U® V dans

A(U® V) ; il est de dimension u + v - 1 ; dire que a est régulier, c'est
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dire que le cdne défini par le noyau de U® V - W ne rencontre K qu'a l'ori-

gine. Le résultat n'est donc que la formule des codimensions d'intersection.

Remarque.- Si on applique le lemme 12 et le lemme 3, on trouve le théoréme de

Clifford, & savoir : supposons d - r < g , alors, si Gg(k) n'est pas vide,
2r s d .

PROPOSITION 3.- Gardons les hypothéses de la proposition 2, Soit 2z wun point de

Z ; alors, le cBne tangent de Z en 2z est le cdne défini dans l'espace tangent

de Y en z par 1'image de 1l'accouplement régulier induit par DZ

Ker(n¥(z)) x Coker(m¥(z)) = mz/mi .

Soit K 1le cdne défini ainsi par Dz ;s le cdne tangent T de 2Z en =z
est contenu dans K , Le cdne tangent T de Z en 2z est de dimension
n-14+f-g d'aprés la proposition 2. D'autre part, on vient de voir que X
est de dimension n - 1 + dim Ker(m¥(z)) - dim Coker(m'(z)) =n -1 4+ £ - g .

Comme T et K sont tous deux irréductibles, on a montré la proposition.

Le théoréme 1 se déduit de la prop. 2, de la prop. 3 et du lemme 11, en pre-

nant Y = Pd et, F et G comme dans le lemme 1,

3. Appliquer le théoréme de Kempf

3.1. 81 d=g-~-1, GZ__1 est le diviseur théta ; on obtient le thécréme sui-

vant dQ A4 Riemann : la multiplicité du zéro du diviseur théta en un point de la
jacobienne est égale 3 la dimension d'un systéme linéaire complet de degré un

de moins que le genre de C . [9]

3.2. Riemann a aussi montré que, si 2(d - 1Yy2g et d-1<g, GL n'est pas

vide, Kleiman et Laksov, dans [7], montrent qu'en général si (r + 1)(d - r) 2 rg
etsi d-r<g, Gg n'est pas vide, Pour ceci, ils utilisent le théoréme de

Kempf, qui dit, en particulier, que ¢« : Pd - Grassg(H) est g2nériquement

4t . o
transversal & chaque cycle spécial de Schubert qui correspond aux Gy -

o A
' G2 a une singularité

unique correspondant 2 un 92 ., La variété projective correspondant au cone tan-

3.2. Si C est lisse, hyperelliptique, alors, si g = 3

gent en ce point correspond & l'image de la courbe dans p(E°(C, wc)) . Cette

351



417-14

courbe est lisse, rationnelle, de degré (g-1) . Ily a 7g-1)(g-2)/2 quadri-

ques linéairement indépendantes qui s'annulent sur cette courbe.

3.4. Si C est lisse, non hyperelliptique, g 2 4 , alors Gg a une singularité
unique correspondant au gg . La variété projective associée au cdne tangent de
Gg en ce point correspond & une surface rationnelle, réglée de degré
(g-2)(g-3)/2 . 11y a (g - 2)(g - 3)/2 quadriques linéairement indépendantes
qui s'annulent sur cette surface, Par le théoréme de Noether, ce sont les seules

quadriques qui s'annulent sur l'image de la courbe dans ®(H°(C yw~)) . [1]

3.5. Soit F un polyndme irréductible, homogéne de degré d = 6 , en 3 variables,

qui définissent une courbe lisse dans Pi . Le cdne tangent i Gg au point

correspondant au gi fourni par la situation est le cdne défini par 1'accouple-
ment régulier Ai x Ad—4 - Ad—3 , ou Ai désigne 1l'espace vectoriel des poly=
ndmes homogeénes de degré i en 3 variables,
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