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Séminaire BOURBAKI 415 - 01
24e année , 1971/72, n° 415 Juin 1972

FORMES AUTOMORPHES SUR GL2

(Travaux de H.Jacquet et R.P.Langlands)

par Alain ROBERT

Le probléme étudié par Jacquet et Langlands dans [J-L], se rattache de trés
prés au suivant. Soit G le groupe unimodulaire réel SLZGQ) et | son sous-groupe
discret SLZCZ) formé des matrices 3 coefficients entiers. La représentation réguliére
gauche de G dans 1'espace LZ(G/F) des fonctions (complexes) de carré sommable sur le
quotient G/T pour une mesure invariante sur cet espace homogéne (déduite d'une
mesure de Haar de G) est unitaire et se décompose comme suit. Puisque G/I' est de
volume fini, la représentation unité de G intervient une fois (dans le sous-espace
formé par les fonctions constantes sur G/I') et

LE@/r) =t e f H ds © °Zwmy
Re(s)=}

avec une partie continue isomorphe a 1'intégrale hilbertienne sur la série principale
de G (pour la mesure de Lebesgue), et une partie discréte avec multiplicités finies
dans le sous-espace invariant fermé des formes paraboliques 0LZ(G/F) défini par les
" . . - 7"

€quations intégrales

f f(g(i 111)) du = 0 pour tout g € G
R/Z

La question est de savoir quelles représentations unitaires irréductibles de G

(on les connait toutes) interviennent effectivement dans cette partie discréte

(et quelles sont les multiplicités ?). Ce probléme se pose naturellement aussi si

1'on remplace I" par un sous-groupe de congruence principal TN , correspondant a un

revétement G/l"N — G/T" et donc & une inclusion LZ(G/F) — LZ(G/FN) préservant
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415 - 02

les sous-espaces de formes paraboliques. Pour traiter simultanément tous ces
groupes, il convient de passer a la limite N = o . Or ang/FN = SLZMA)/SLZ(Q),
ol A désigne 1'anneau localement compact des adé€les de Q ; par conséquent le com-
plété de 1'espace de préhilbert réunion des LZ(G/TN) s'identifie 3 1'espace
LZ(SLZ(AQ/SLZ(Q)) . I1 s'impose alors de décomposer la représentation réguliére
de SLZQA) D G dans cet espace, et particuliérement dans le sous-espace 0L2 formé
des formes paraboliques définies par

f F(g((l) 111)) du = 0 pour tout g & SLZ(A) ,
A/

qui se décompose 3 nouveau discrétement avec multiplicités finies (sous SLZQA)) .
Pour des raisons techniques, Jacquet et Langlands considérent GL2 au lieu
de SL2 et nous adopterons leur point de vue, de sorte que désormais 1'abbréviation
G désignera GL2 (au lieu de SLZGR) comme ci-dessus) . Il est guére plus difficile
de traiter le cas plus général d'un corps de nombres k ou d'un corps de fonctions
d'une variable sur un corps fini (corps globaux) au lieu du corps des rationnels Q.
Nous nous placerons ainsi comme [J-L] dans le cas d'un corps global quia un anneau
d'adéles A = Ak et on examine la représentation réguliére droite (sic) de QA =

GLZUN) dans OLz(Gk\GA ,w) (avec un caractére fixé w sur le centre, trivial sur k™).

Dans ce cas, [J-L] prouve que les multiplicités des représentations unitaires

irréductibles de GA qui interviennent effectivement dans la décomposition de cet

espace de formes paraboliques sont toute &gales 4 1. Un résultat principal dudit

article étant un critére, 4 1'aide de fonctions zéta (et L) pour qu'une représenta-

tion donnée de QA apparaisse dans la décomposition de 0LZ(Gk\G ,W) . Nous énoncerons

ce critére aprés 1l'introduction des facteurs locaux associés aux représentations
irréductibles des groupes p-adiques G’ = GLz(kf). Les sections suivantes donnent
des applications. Etant donné 1'ampleur du mémoire [J-L], le lecteur ne sera pas

étonné de ne pas trouver de démonstrations dans le résumé de résultats qui suit !
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1. Représentations admissibles de GL2 sur un corps p-adique.

Soit G un groupe localement compact totalement discontinu, V un espace vec-
toriel sur un corps k. Une représentation w de G dans V est dite admissible
lorsque 1l'action m: G x V —= V qu'elle définit est continue pour la topologie
discréte sur V, et que pour tout sous-groupe ouvert (donc fermé) H <« G , le sous-
espace VH de V formé des vecteurs laissés fixes par tous les opérateurs m(h) (h & H)
est de dimension finie : V = U VH . Un opérateur qui commute & tous les opérateurs
d'une représentation admissible irréductible doit laisser les sous-espaces VH
invariants, donc avoir une valeur propre, et &tre une homothétie si k est algébri-
quement clos (lemme de Schur). En particulier, dans une représentation admissible
irréductible (sur un corps k algébriquement clos), les opérateurs T(c) correspondant
a des €léments du centre C de G doivent &tre scalaires, et w induit un homomorphis-
me C — k™ . Un exemple de représentation admissible est fourni par la représenta-
tion naturelle de G = Gal(Rsép/k) dans 1'espace vectoriel V = l-(sep (c1l8ture sépara-

ble de k) sur k. Par la suite, nous ne considérerons que le cas k = € (et omettrons

en conséquence de préciser chaque fois qu'il s'agit de représentations complexes) .

Soit K un corps local de caractéristique résiduelle p. C'est un corps loca-
lement compact dont la topologie peut étre définie 3 1'aide d'une valeur absolue,
le module d'un &lément a € K™ étant défini 4 1'aide d'une mesure de Haar quelconque
dx sur le groupe abélien localement compact K par d(ax) = |a|dx . Comme on sait,
1'anneau R des entiers de K, défini par |ajg 1, est local, d'idéal maximal P,
défini par |a|<1 (c'est un id€al principal). Le quotient R/P est un corps de carac-
téristique p, donc ayant pour nombre d'éléments q une puissance de p. On suppose
fixé un caractére additif de base \I/ # 1 de K de sorte qu'on peut identifier K a

son dual de Pontryagin a 1'aide de ¢ . L'orthogonal de R dans cette identification

(relativement a ) est un sous-groupe ouvert compact de la forme P_d, et nous

297



415 - 04

supposerons le caractére de base choisi de facon que son ordre, 1l'entier d = d(¢)
soit positif : d » 0. Ce choix &tant fait, il convient de normaliser la mesure de
Haar additive sur K de fagon que la transformation de Fourier soit une opération
unitaire (mesure autoduale pour ¢} . Cette normalisation est donnée par le volume

q_d/2 = J. dx pour le sous groupe ouvert compact R.
R

Un premier résultat de [J-L] consiste en une classification compléte de

toutes les représentations admissibles irréductibles de GLZ(K) . D'abord, il est
facile de voir qu'une telle représentation, si de dimension finie, est de dimension
un et de la forme g > X (det g) avec un quasi-caractére (ou caractére généralisé)
X : K* — €. I1 s'agit donc de considérer les représentations de dimension
infinie. Pour cela, introduisons 1'espace EW de toutes les fonctions sur le groupe
G = GLZ(K) ayant la propriété de transformation

1 u
(1 Wi(, &) = pww(e) ueK,gel ,
espace qu'on considére comme espace de représentation de G a4 1'aide des translations

a droite (représentation non admissible).

Théoréme 1. Toute représentation admissible irréductible de dimension infinie 7t

de G est équivalente 3 une sous-représentation unique ﬂyfw) de ﬂ* induite sur un

sous-espace invariant irréductible formé de fonctions localement constantes sur G .

Le sous-espace H*(n) muni de la représentation définie par les translations

d droite sera appelé modé€le de Whittaker de T . Si pour W e E?Cm) on pose
fw(a) = W(g 2) , on obtient un espace de fonctions sur le groupe multiplicatif K™

du corps, appelé modg&le de Kirillov de m. Il a les propriétés caractéristiques

données par le théoré&me suivant.

Théoréme 2. Toute représentation admissible irréductible de dimension infinie Tt

de G est équivalente a une représentation (unique) agissant dans un espace de

fonctions localement constantes sur K* nulles en dehors d'un compact de K et
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satisfaisant

@ T DEO = P £@x) (aek’bek .

De plus cet espace JC*('n:) contient le sous-espace C:(K") des fonctions localement

constantes a support compact dans K* avec une codimension inférieure ou égale a 2.

Inversément, on passe du modé€le de Kirillov au modéle de Whittaker en posant
Wf(g) = 1(g) £(1) . La classification des représentations admissibles irréductibles
de dimension infinie s'effectue alors comme suit. La représentation m est dite

a) supercuspidale lorsque J(q,(n) = C:(K") (codimension nulle) ,

b) spéciale lorsque la codimension vaut 1 ,

c) dans la série principale lorsque la codimension vaut 2

On remarquera que dans cette terminologie, il n'y a pas lieu de distinguer entre
représentations de la série principale et supplémentaire (& ce niveau elles jouent
toutes le méme rOle puisqu'on admet des représentations non unitaires) . De plus
la relation (2) montre que si 1'on connalt le quasi-caractére donné par jt sur le
centre et 1'espace J(ny(") , la représentation sera complétement déterminée par la
connaissance du seul opérateur T((_c_fL cl)) (en effet G est engendré par les matrices

1) dite de Wey1) .

triangulaires supérieures et cette matrice w = (_01

Chaque représentation admissible m a une contragrédiente Tt admissible
PP v t_, -1 V. P v *
définie par m(g) = (g ) dans 1'espace V() formé des vecteurs v e V()
(formes linéaires sur V() ) stabilisés par un sous-groupe ouvert de G. En d'autres
termes, V(i) est 1'espace somme (non directe) des duals des VH :

_ _ V.o * . s *

v = vy = [vH et VG =) V, (@in(Vy = dim(V)<eo) .
On dit qu'une représentation admissible irréductible m de G est dans la série
discréte (ou est de carré intégrable) lorsque les intégrales

v v v

[ v ¥ vy de WeVm , VeV )

sont absolument convergentes sur G modulo son centre. Pour une représentation Tt de

la série discréte, il existe une constante d. (dépendant de la mesure dg sur G)
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appelée dimension formelle de T, telle que

[ arov iy fevye = W, vev,VeD .

Théoréme 3. Les représentations de la série discréte de G sont les représentations

supercuspidales et les représentations spéciales. Pour toute représentation admis-

sible 7w, sa contragrédiente X est équivalente 3 T® w;l oll W est le quasi-

caractére induit par ®m sur le centre, considéré comme représentation g —> Q“(det g)

de G .

=

La série discréte de G peut se construire a partir des représentations
irréductibles du groupe multiplicatif D™ de 1'algdbre a division D de dimension 4
sur K (cette algébre de quaternions sur K est déterminée 3 un isomorphisme preés).

Notons simplement N et T les nomme et trace réduites de D sur K, x —> x 1'anti-

A
automorphisme involutif de D sur K et F —> F 1la transformation de Fourier

Ty - fD F() Y 0) dx yen ,

en prenant q}D = \poT pour caractére de base , et pour dx, la mesure autoduale rela-

~
tivement 3 ce caractére : F(0) = / F(y) dy . Le module laID d'un élément a ¢ D est
D

défini de la fagon usuelle par d(ax) = ]a[Ddx . I1 existe alors une représentation

T de SLZ(K) dans 1'espace C':(D) des fonctions (complexes) localement constantes

et 4 support compact sur D avec

) mE LOFE = faly F@o , ek,
b) ﬂ(i li)l?(x) = Y(bNX)) F(x) , (wek) ,

0 mOOF@ = P =

Cette représentation est réductible, mais soit d une représentation irréductible de
D dans un espace V = V(d) (nécessairement de dimension finie car D™ modulo son
centre K* est compact), et &tendons la représentation précédente aux fonctions
vectorielles C:(D,V) = C:(D) ® V trivialement sur le second facteur. Notons gl la

restriction de d au sous-groupe compact Dl = {k eD : kk = N(k) = 1} et regardons
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le sous-espace invariant (de 1)

c2m,d") = {F eCD,V) : Fek) = () , keD'} .

Dans ce sous-espace invariant, la représentation v de SL2 (K) se prolonge en une

représentation 1 de GLZ(K) 3 1'aide de la formule

O 1,00 PP = bl ldmFey) . b eD

Puisque D contient toute extension quadratique séparable de K (& isomorphisme prés)
tout élément a « K~ est norme d'un élément y de D™, défini a un élément de D1

prés, de sorte que T q est bien définie (GLZ(K) est engendré par des matrices des
formes ci-dessus, et ;1 s'agit de voir que les opérateurs que nous venons de définir

satisfont bien aux relations de définition liant ces matrices entre elles).

Théoréme 4. La représentation it d ainsi construite est admissible et se décompose

en somme directe de d = dim(d) représentations irréductibles équivalentes 1(d) de

G. Lorsque d = 1 la représentation obtenue est spéciale, tandis que si d > 1, w(d)

est supercuspidale. On obtient de cette maniére toutes les représentations de la

série discréte de G (types & et b ci-dessus).

Les représentations admissibles de G fournissent naturellement des représen-
tations de 1'algébre de Hecke C?(G) (pour le produit de convolution) si 1'on pose
n(f) = j n(g)f(g) dg  (intégrale faible, £ €CJ(G) ) -
I1 résulte méme de la défgnition d'admissibilité que les opérateurs ainsi définis

sont de rang fini, et ont donc une trace. Le caractére de 1 est par définition la

distribution ¥, sur G définie par <me> = Tr (f) . On dénotera alors par G' la
partie ouverte dense des €léments réguliers de G (ceux qui ont des valeurs propres
distinctes). Un élément régulier g € G' engendre dans M = MZ(K) , soit 1'anneau des
matrices diagonales, soit une extension quadratique séparable L de K dont le groupe
multiplicatif L™ < G peut &tre considéré comme sous-groupe de Cartan elliptique

(ou anisotrope) de G. On notera encore L' =L NG 1'ensemble des éléments régu-
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liers de L, et pour toute extension quadratique séparable L de K on choisit des

isomorphismes de L dans M et D. D'aprés le théoréme de Skolem-Noether, ces plonge-

ments sont définis 4 des automorphismes intérieurs preés.

Théoréme 5. Si T est une représentation de la série discréte de G, son caractére

distribution est donné par une fonction centrale localement constante sur 1'ensem-

ble des &léments réguliers G' de G, et localement intégrable sur G :

(K £) = T () = fG Xn(8)E(g) dg -

De plus, si T = m(d) est construite par le procédé précédent a partir d'une

représentation irréductible d de D*, la valeur de X SUr les €léments réguliers

des sous-groupes de Cartan elliptiques est opposée de la valeur du caractére ¥ a

de la représentation d sur les €léments correspondants :

Xn(b) = —)(d(b) si bel' , L/K quadratique séparable .

Comme les deux caractéres sont des fonctions centrales, leurs valeurs
X‘rr(b) et X d(b) sont bien définies, indépendamment des isomorphismes de L dans
M et D choisis. Les caractéres de la série discréte vérifient encore des relations
d'orthonormalité que nous ne détaillons pas faute de place, et pour lesquelles
nous renvoyons au texte de Jacquet et Langlands. Normalisons néanmoins simultané-
ment les mesures additives de D et M en requiérant qu'elles soient autoduales
par rapport aux caractéres respectifs \l/D = PoT et Yy = yodet . Choisissons &
partir de 13 les mesures |N(x)|;<2dx sur D* et ]det(x)llzzdx sur G . Alors les

dimensions formelles de d et m(d) sont &gales pour ces choix de mesures : dd=d1t@) ,

donc égales a dim(d) si le caractére de base ‘4’ est choisi judicieusement.

(Plus précisément, [J-L] ne démontre 1'égalité précédente que lorsque m(d) est
supercuspidale, soit lorsque dim(d) > 1, en constatant qu'il serait tout de méme
surprenant que cette €galité ne soit pas valable pour les représentations spéciales
aussi ; ce dernier cas doit résulter des travaux récents de A.Borel sur les

représentations spéciales des groupes de Chevalley.)
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La série principale (ainsi que les représentations spéciales) peut s'obtenir

par le procédé d'induction 3 partir d'un quasi-caractére du groupe triangulaire

supérieur. Soient donc et vy deux quasi-caractéres de K* et « la représenta-
p coient donc pu et q et x,, 248 representa

tion (admissible) réguliére droite de G dans 1'espace des fonctions localement

constantes sur G satisfaisant la loi de transformation

3 £(C Do - p@y®pnfE (@b ek*, xek, geb) .

t1
Alors T, , est irréductible lorsque W /vy # l...]"" et fournit une représentation aussi

4

notée m(u,v) , de la série principale de G. Lorsqu'au contraire m/v = || , elle

admet un sous-espace invariant irréductible de codimension un sur lequel la représen-

-A
tation LA induit une représentation w(p,v) spéciale. Finalement, si M /¥ = || ,
elle admet un sous-espace invariant de dimension un, et la représentation w(pu,v)

induite sur le quotient est irréductible et spéciale.

Théoréme 6. Les représentations w(u,v) de G construites de cette maniére fournissent

toutes les représentations spéciales et de la série principale (lorsque p et v

parcourent 1'ensemble des quasi-caractéres de K) de G. On a les &quivalences

(et les seules) m(p,») ¥ w(V,un) , tandis que la contragrédiente de T(p,v) est

équivalente 3 r:(p._l,v_l) .

Indiquons peut-étre que dans 1'espace défini par (3), et si w/v = ll s
le sous-espace de codimension un sur lequel la représentation spéciale Ti(i,y) agit

est défini par
ff(w'l(l dx = 0 ,
» K (0] 1

. . -1 . . 2
tandis que si p/v = l) , le sous-espace de dimension un engendré par la

1 .
fonction g > p(det g)ldet g‘z est invariant pour les translations a droite.
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2. Facteurs locaux associés aux représentations de GL2 .

Rappelons d'abord briévement les définitions et propriétés des facteurs
locaux associés aux quasi-caractéres de GL,(K) = K™ (These de Tate [C-F] ou [S.L]).
Si w est un quasi-caractére K — €™ de la forme XHS (décomposition non univo-
que avec x unitaire et s complexe), on définit pour toute f € C:(K) la fonction
zéta (ou L)

Lf(w) = Lf(x,s) = fK“f(a)a)(a)d"a = ‘/1‘(" f(a)x'(a)lalsd"a .
Cette intégrale converge absolument dans le demi-plan Re(s) > 0, se prolonge en
une fonction méromorphe de s avec 1'équation fonctionnelle

L@ = yOLW o1 B =K@l = Jajua)
(%\ dénote bien entendu la transformée de Fourier de f) avec une fonction méromorphe
K(“)) = x(x,s) indépendante de £ (Y = e_l avec les notations de Tate ou Lang, tandis
que Godement utilise dans [G] un facteur X qui serait notre X(-l)x) . On introduit

alors le facteur eulérien
1 si w est ramifié (i.e. X’ramifié)
LWw) =

1 -em) ™ = 1 -xma " sinon (o0 P =nR) .

I1 existe pour chaque X une fonction fo [~ C:’(K) avec Lfo (X’S) = L(x,s) et ce
facteur contient tous les pdles de Lf(x,s) :

Lf(X’S)/L(X’s) est entie€re en s pour toute f € C:’(K) .
De plus, on a les équations fonctionnelles

LA@/L®) = EWLW/LW avec €W = £(xys) = Y @LW/LEA) -
Ce facteur € est une fonction entiére sans zéro (= Y si w est ramifié). Plus
précisément, cette fonction est une exponentielle de la forme
© Exos) = ey -atdrDES)
oud = d(l?) 7 0 est 1'ordre du caractére additif \P fixé, f = f(X,) > 0 est 1'exposant
du conducteur de X, (égal au plus petit entier f 3 1 tel que X est trivial sur

1 +Pf si X, est ramifié) et £(X) est une racine de 1'unité, = 1 si X est non
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ramifi€ et donnée par une somme de Gauss si X est ramifié. En particulier, on voit
que € dépend de k{) et vaut identiquement 1 lorsque X est non ramifié (f = 0) et
lorsque \P est d'ordre nul (d = 0).

On peut alors passer au cas de GL2 . Nous désignerons toujours par 7t une
représentation admissible irréductible de G = GLZ(K) ol K est un corps local p-adique
(et les normalisations de la section 1 sont encore en vigueur en ce qui concerne la
transformée de Fourier pour la mesure autoduale relativement 3 LP sur K). De fagon
générale, si X : K* — €™ est un quasi-caractére, on 1l'identifie a4 la représentation
(admissible) g > x(det g) de dimension un de G, et on note par conséquent Tt®x
la représentation g > x(det g)m(g) de G dans V(). On définit alors les fonctions
z&ta (1égérement décalées)

(5 Lix»s) = fK* f(a)x(a)la]s-%d"a - /1-<’< W ({)%a)la\s_%d" = Ly (x»9)

pour chaque fe K () et W = Wf € W(r) (noter que f n'est plus nécessairement locale-
ment constante sur K de sorte que ces fonctions ne coincident pas avec celles
définies sur GLl) . Ces intégrales convergent dans un demi-plan Re(s) > So et se
prolongent en fonctions méromorphes avec des équations fonctionnelles. I1 suffirait
d'ailleurs de considérer le cas X =1 car We W(r) implique W-Xe ﬂ(n‘@x) (et il
s'agirait de remplacer T par 7[@7(1) , et par abus, nous omettrons les ' et ' pour

simplifier les notations. Appelons de facon générale facteur eulérien (local) une

fonction de s de la forme l/P(q_S) avec un polyndme P de terme constant normalisé

P(0) = 1 (dont le degré est appelé degré du facteur eulérien). Alors, il existe un

facteur eulérien unique Ln(x',s) = 1/Px(q_s) de degré dépendant de X plus petit

ou égal a la codimension de C:(K") dans K (t) avec les propriétés caractéristiques

a) Lw(x,s)/Ln(x,s) est entiére en s pour toute W € W(r) et tout X

5 . - o
b) Pour chaque caractére X 1l existe une W~ e W(n) avec I’W‘J(X’S) = Ln%s)
De plus, si W' dénote la translatée a droite de W par w = (_01 Cl)) (correspondant a

f' =xw)f € K, et si Wy dénote le quasi-caractére induit par T sur le centre
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de G, on a les équations fonctionnelles

€) Lyt (/o »1-5) /L (X/0 5 1-5) = € (X5) *Lyy(X,5) /Ly (x»S)
avec un facteur local 5“(;(,5) qui est une fonction entiére de s (prendre W = w°
comme ci-dessus) de type exponentiel. Ce facteur local dépend de 41 (bien que les

facteurs eulériens L n'en dépendent pas) et nous devrions le noter 5‘:;(')(,5) ;

cependant, cette dépendance ne joue pas de r6le ici. On remarquera qu'il résulte

aisément des définitions que L @,s) = me(l,s) =1 (1,0) et de méme

T@x®l-I
En(x,8) = Ensx(l,s) = en@xoLl‘(l’o) que nous pourrions donc noter resp. L(T® x@l...\s) ,

a(nox@l...\s) . Pour rendre 1'analogie avec le cas GL1 encore plus frappante, il est
mieux d'utiliser une notation intermédiaire, a savoir L(m®X ,s) et E(II@)(’ ,S) ou
on peut d'ailleurs se limiter au cas X = 1 (en remplagant 7t par T[®X ) . Nous

noterons aussi L(W,s) au lieu de Lw(l,s). L'équation fonctionnelle ci-dessus pour

Voo -
X = 1 s'écrit alors, compte tenu de 1'équivalence T= 7t® w,tl

-1

(6) L(W'w,1-5)/L(%,1-5) = €(,s)-L(W,s)/L(T,s)

(noter que W € W(rt) implique bien W'uo;r1 EE(‘\IIC) ). On peut alors énoncer un résultat.

Théoréme 7. Deux représentations (admissibles irréductibles) T et induisant

2

A . -~ ¥ - .
le méme quasi-caractére W sur le centre K° de G sont équivalentes exactement

lorsque les fonctions & (x,s) -L}/c (7—(',1—5)/L1t (X,’S) de s coincident pour i = 1,2
i i i -

(pour tout caractére ) de K

En particulier, les facteurs Ln(x,s) et ¢ TL(x,s) caractérisent T univoquement
parmi les représentations induisant le quasi-caractére w sur le centre (se rappe-
ler de 1'équivalence T n@w;l). Ces facteurs locaux sont donnés comme suit

pour les représentations non supercuspidales.
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Théoréme 8. Si T = m(M,v) est dans la série principale, on a

L(w,s) = L(u,s)L(¥,s) (facteur eulérien de degré 2), &(w,s) =¢&(u,s)e(v,s)

avec dans les second membres, les facteurs locaux de Tate pour GL en particulier

1 5
£(m,s) =1 lorsque p et vy sont non ramifiés et d = d(\y) = 0. Lorsque T =m(u,v)

est spéciale avec p = ')(H% et v = XH‘% on a

L(t,s) = L(u,s) (de degré 1), &(m,s) = €(u,s)e(v,s)E(R,v,s)

avec 1si X est ramifié

-1
E(}L,V,S) = L(p ",1-s)/L(y,s) = { -5 l-g
-v(Mq ~ = -X(r)q® ~ sinon .
(Le lecteur ne confondra probablement pas la représentation ; avec le générateur

aussi noté ™ de P <R <K ... ni d'ailleurs avec le nombre T = 3,14... !)

Appelons sphérique une représentation (admissible irréductible) qui posséde
un vecteur fix& par le sous-groupe (ouvert) compact maximal GL2 (R) de G. Dans une
représentation sphérique, 1'espace des vecteurs fixés par GLZ(R) est toujours de

dimension 1 .

Théoréme 9. Les représentations sphériques de G sont les représentations 7t(u,v) de

la série principale avec deux caractéres u et v non ramifiés. Si 1 est

sphérique, et si le caractére de base \y est d'ordre nul, d('{/) =0, alors il

existe une seule fonction W° dans le modéle de Whittaker EY(T[) invariante a droite

par GLZ(R) et telle que Wo(e) = 1. Pour cette fonction on a

L(W,s) = L(,s) et g(m,s) = 1

.Comme les représentations supercuspidales se construisent a 1'aide de repré-
sentations associées a 1'algébre de quaternions D sur K, on peut comparer leurs
facteurs locaux. Plus précisément, si d est une représentation irréductible de D”
dans un espace V(d) (de dimension finie), on considére les fonctions z&ta a

valeurs opérateurs

(1) Zg(d,s) = zf(@\‘..\f{%) =f f(a)g(a)lN(a)hS(*%d*a (intégrale faible)
D"
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pour chaque f e C"C"(D) . Ces intégrales convergent pour Re(s) suffisamment grand,

se prolongent en fonctions méromorphes de s, et il existe des facteurs eulériens

L(d,s) de degré < 1 univoquement déterminés par les propriétés correspondantes a

celles indiquées ci-dessus pour GL

27 et un facteur scalaire g(d,s) = eq’(c_i_,s) de

type exponentiel donnant des équations fonctionnelles

Q) Zer@d,1-5)/L(d,1-5) = - €(d,5)-2(d,5)/L(d,S)

avec la transformée de Fourier f'(y) = /f\(—y)=f f(x)tyD(xy)dx de £ . Lorsque d
D =
est de dimension > 1, le facteur eulérien L(d,s) = 1 est de degré 0.

Théoréme 10. Soit d une représentation irréductible du groupe multiplicatif D* de

1'algébre de quaternions D sur K dans 1'espace V(d) et m(d) la représentation de la

série discréte de G qui lui correspond. On a

L@(d),s) = L(d,s) , LOUA),s) = L(d,s) et e(n(d),s) = £d,s) -
On en tire Tt@) = 1?@) et r(dex ) = n(g)*&x oll le quasi-caractére X : K'— ¢~
est identifi€ a la représentation XN de D™ dans la notation d®x . (Notons
explicitement que ce résultat est encore valable pour les représentations spéciales

m(d) associées aux quasi-caractéres d de D* .)

Mentionnons sans entrer dans le détail, que des facteurs analogues L(T,s)
et ¢g(w,s) peuvent &tre définis similairement sur les corps archimédiens R et C .
Dans ces cas, les facteurs L sont des produits de fonctions gamma et d'exponentielles
tandis que les facteurs € sont indépendants de s (le lecteur est renvoyé a [J—L]

ou a [G], ce dernier contenant une expression un peu plus explicite p 2.29).
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3. Théorie globale.

L'idée de base exploitée par Jacquet et Langlands consiste 3 remarquer que

la transformée de Mellin

00
Me(s) = 1) | fan) ey - L an™
0 nl

d'une forme automorphe holomorphe parabolique (donc périodique de période 1 tendant

vers 0 a4 1'infini sur les bandes verticales)

£(z) = Z arle27r1nz

nyl

est une fonction ayant un comportement semblable aux fonctions zeta sous la trans-
formation s = 1 - s ou k - s qui correspond & 1'inversion w(z) = (__01 cl)) (z) = -1/z
du demi-plan de Poincaré (cette idée avait déja été systématiquement étudiée pas
Hecke). Si on désire que cette fonction z€ta Mf(s) puisse s'exprimer sous forme de
produit infini (eulérien), on sait qu'il faut supposer que f est fonction propre
des opérateurs de Hecke. En sortant du cadre holomorphe, et dans le formalisme

adélique, on est conduit i faire les calculs (semi formels) suivants.

Soit k un corps global (un corps de nombres ou un corps de fonctions d'une
variable sur un corps fini) A = Ak son anneau d'ad€les (c'est un anneau localement
compact dans lequel k se plonge discrétement avec quotient A/k compact). On regarde
la représentation réguliére droite de GA = GLZ(A) dans 1'espace Lz(Gk\GA) des
fonctions de carré sommable sur le quotient de GA par le sous-groupe discret
Gk = GLz(k) . (éette représentation se décompose d'abord en somme hilbertienne
"'continue' Lz(Gk\GA ,w)dw selon les caractéres w du centre A de gA (triviaux

sur k). Le sous-espace des formes paraboliques OL2 (Gk\G ,w) défini par

1 u
£(( )g)du = 0 (g €Gy)

est invariant par la représentation réguliére droite de GA et se décompose en

somme de représentations irréductibles (inéquivalentes d'aprés ce qui suit) de la
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~ ~
forme = ®Tl'? induisant sur le centre A précisément le caractére w=Q®

be

trivial sur k*, avec des représentations admissibles irréductibles 11:7 des groupes

G? = GLZ(k'f) . Pour qu'un tel produit tensoriel infini puisse €tre défini, il faut
que toutes les K'f sauf un nombre fini (au plus) soient sphériques (le lecteur inté-
ressé par le détail de ces notions pourra se reporter a [J-L], [G] ou [S-T]). Donc
presque toutes les 1{45 sont dans la série principale Tt(p’,v?) avec deux caractéres

'1, et v, non ramifiés. Pour simplifier (et éviter la discussion des places archimé-

diennes) nous supposerons maintenant que k est un corps de fonctions (de caracté-

ristique p # 0). Prenons une fonction F 0LZ(Gk\GA ,w) dans la composante irréduc-
tible équivalente & T et invariante par un sous-groupe ouvert de G/A (pour 1les
translations a droite). Ces fonctions engendrent (vectoriel-topologiquement) 1'espace

en question. Plus briévement, nous dirons que F est une forme parabolique (de type m).

Puisque le terme '‘constant'" de la série de Fourier de u —> F(((l) 1i‘)g) s'annule par
définition, il s'impose de calculer les autres coefficients. Fixons un caractére
additif ¢ non trivial de A/k : tout autre caractére est donc de la forme

X —= ql(xx) avec ye k. Alors

-1
- 1 u _ 1 y u
Fye) L\A F((; p8)ylywdu L\/A F((, ¢, )8 pdu

-1 -1
Mais ((1) Xlu) = (Xo (1))(3) ll))(g i’) , de sorte que Fx(g) = Fl((g g)g) , et tous

les coefficients de Fourier se calculent 3 partir du premier F. . La série de Fourier

1

en question s'écrit ainsi

© R e Zk* B Doy

(convergence vers F car cette fonction est localement constante). En particulier,

pour u = e, on obtient
_ o
(10) Fe) = L R De)
Xek

qui montre que F est déterminée par F) . Cette fonction F, sur le groupe est dans
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une composante algébriquement irréductible H!’(n) équivalente 4 m pour la représen-

tation réguliére droite de GA dans 1'espace E‘P des fonctions W sur le groupe se

transformant selon

WG Do) - yNE) weh, geG) -

On a donc F1 € E‘f’ﬁr) c K‘P et les notations sont judicieuses car l'unicité des

modéles de Whittaker locaux montre que le sous-espace _V!Y(T() est lui aussi déterminé

univoquement par T . D'ailleurs cet espace est isomorphe a & W, (w,) en tant que

Yyt

GA-module : c'est de ce résultat que provient la multiplicité 1 de m dans 1'espace

OLZ des formes paraboliques. Le théoré&me de Riemann-Roch pour k permet de voir sur
la . formule (10) que F est nulle en dehors d'une partie compacte de Gk\G,A//A" et
que cette série n'a - sur tout ouvert suffisamment petit de GA - qu'un nombre fini
de termes non nuls. (Si k &tait un corps de nombres, la situation serait plus
délicate : F serait seulement d décroissance rapide sur le quotient Gk\ GA/A".)

Inversément, prenons une fonction W e W‘y(rc) ol MT®T, est une représenta-

¢
tion (admissible irréductible) de GA induisant le caractére w sur le centre A~ et
trivial sur k™. Supposons que la série Z W((g (i) g) converge (nous procédons a
3

yek

des calculs formels). Sa somme Fw = Fw(g) sera invariante a gauche par le groupe

triangulaire (supérieur) rationnel Pk ; seule vérification :

~1
R Do =2 wd D¢ L 9 9o -

o

= ) yaow® Do) - R (ek),
car Pk est engendré par les matrices de la forme

C.C 9, ¢ (xeks rex).

sera

La décomposition de Bruhat Gk = Pk V) Pkak avec w = (_01 (1)) montre que F

W
invariante (@ gauche) par Gk dés que
(11) Fy(wg) = Fy(g) (g € Gy)

(oui, tout est 13...). Nous désirons exprimer cette condition sur W. Pour cela,

311



415 - 18

effectuons une transformation de Laplace-Mellin le long du tore déployé

(12) f R Dox@da - [ B(CE Doy@da
k,\AxWolx kaA,Wolx

(o0 yx parcourt 1'ensemble des quasi-caractéres de A° triviaux sur k*). Dans le

membre de gauche, on utilise

WG D mwG D= ow= G D¢ Dw

et on trouve 1'intégrale

-1

a™t o o -1

[ r( @ Owprox@ea - f F(C Dwg) (00 (a)da

Revenant 3 la définition de FWApar sa série de Fourier (10) a l'aide de Fl =W,

et utilisant J Z ee = f ... , on trouve que la condition (11) est
k‘\A" kx *®

équivalente a

(13) jA* W Dwg)x/w (a)labf' da = f W((0 l)g)x(a) lal d'a

pour tout quasi-caractére de la forme XI...IS (avec y wunitaire et s complexe).
Comme des relations analogues doivent \étre valables pour toutes les W & ﬂ?(n) et
que cet espace est stable par les translations a droite, il suffit de considérer

le cas g = e (remplacer W par la translatée par g_l a droite). Remplagons encore

~

Wex, par W (ce qui revient encore a changer m en n:@f)—( qui apparait aussi dans

oLZ ) » et notant W'(g) = W(gw) , on obtient

1

(14) L(W'w ~,1-s) = L(W,s) pour toute We Ny (s €D

avec la définition

(1) L(W,s) = f W@ Oyl da - fk‘\Aka;.. - fk‘\w B O 0

~

Puisque Fw est 4 support compact (mod Gk a gauche, et le centre), on voit que cette

fonction est entiére en s . Finalement, on peut prendre W de la forme @ W, avec

?
W e W (T(?) et WA} = W; pour presque toute place ’} , de facon a obtenir un produit
eulerlen pour la transformée de Mellin L(W,s)
(16) L(W,s) =J TTJ W ( 1)|a 15" zda WL(W , s)

n
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En utilisant les équations fonctionnelles locales satisfaites par les L(W, ,s)

(section 2) et nous souvenant que L(W,;) »S) = L(n:’ »S) e""f(rt? , 8) = 1 pour presque

toute place y, on trouve alors la condition unique

(17 '[TL(n ,s) = &(m, s)]TL(n 1-s)

avec un facteur e,(rr,,s) défini par un prodult f1n1 e(m,s) = TTC H 11:?, s) qui se

révéle &tre indépendant du caractére additif de base ¢ choisi sur A/k (c'est bien

entendu la formule du produit MA = 1 pour y € k™ qui donne cette indépendance).

Théoréme 11. 8011: (rc,)

k&

unitaires (i.e. agissant de facon unitaire dans des espaces préhilbertiens), presque

une famille de représentations admissibles irréductibles

toutes sphériques. Alors on peut définir le facteur global L(,s) par un produit

infini L(m,s) = TTL(TC';, s) convergeant dans un demi-plan Re(s) > S0 et le facteur

g(m,s) = W&‘l"f’(ny, s) est en fait un produit fini (presque tous ses facteurs

sont identiquement 1) .

Les calculs qui précédent visent a montrer que si T intervient dans la

décomposition de 0L2 , son facteur L(w,s) se prolonge en fonction enti€re de s

avec une équation fonctionnelle L(mw,s) = e(n,s)L(T\f,l-s) . Remplagant T par
oY ol X est un caractére de A* trivial sur k* , on obtient aussi

(18) L.(>8) = €{y»5) L (/w5 1-5)

pour ces représentations. Ces conditions sont suffisantes. De fagon plus précise,

on a le théoréme suivant.

S
Théoréme 12. Supposons que T Z®T, est une représentation unitaire irréductible

4 3

(décomposable) de GA , avec des représentations w g admissibles de dimension

infinie de G‘j . 8i 1 induit un caractdre w sur le centre A, qui est trivial sur

~

k* , alors, pour que m soit équivalente 3 une sous-représentation (unique) de

°L2(G\Gy ») , il faut et il suffit que

a) L (X,s) T[-L (X‘f, s) se prolonge en fonction entiére de s, bornée

dans les bandes verticales si p=0, pour tout
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caractére x de A*/k*, (rationnelle en q_S si F ck),

b) les équations fonctiomnelles L (x,s) = Eﬂ(x,s)-Ln(;_(/w ,1-s) aient lieu

ur tout caractére de R* /K¢
po X

Dans ces deux théor@mes, le corps de base peut €tre aussi bien un corps de nombres
qu'un corps de fonctions, 3 condition d'utiliser les valeurs des facteurs locaux

pour les places archimé&diennes (que nous n'avons pas données).

4. Applications.

Comme dans le numéro précédent, k est un corps global et A son anneau

d'adeéles. Supposons donnée tout d'abord une algébre de quaternions D sur k (corps

gauche de dimension 4 sur k). Alors DA =D ®A (= WD produit restreint des

=D % k? ) est une algébre dont le groupe d unltes D/A est de fagon naturelle un
groupe localement compact contenant D* comme sous-groupe discret, avec quotient
D"\Dx compact modulo le centre A . La représentation réguliére droite de D>< dans
L (lY‘\ ) se décompose selon les caractéres w du centre A (triviaux sur k)

L2 (D\A) = IL (D\ ,w)dw
Chaque espace L (D"\DlA » W) est maintenant somme directe hilbertienne de sous-espaces
invariants fermés minimaux sur lesquels les translations a droite fournissent des
représentations unitaires (topologiquement) irréductibles s décomposables sous la
forme @S,, avec des représentations admissibles irr&ductibles 5 des D; . Or par
définition du discriminant A de D sur k, on peut fixer des isomorphismes
Q; : G? = GLZ(k}) = D; si 4 ne divise pas A

Pour ces places Y on peut transporter les représentations S 3 1'aide des 6

b4

et obtenir des représentations T\;} = 8;}' 9? de G, . Puisque tout automorphisme de

~

G,} est intérieur, ‘rr? = n}(%) est bien définie a équivalence pré&s. Au contraire,
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lorsque ? divise le discriminant A, considérons la représentation irréductible
T[? = 71;}(8;}) construite dans la section 1 (4 partir de la représentation irréductible
de dimension finie 8:, de D;) . (I1 est vrai que nous n'avons pas expliqué cette

correspondance pour les places archimédiennes, mais elle subsiste de fagon essen-

tiellement analogue.)

Théoréme 13. Avec les notations ci-dessus, et si aucune des représentations by

b

pour ?TA n'est de dimension 1, ® =7 (5) = @KA’({}) apparait dans la décomposi-

tion de 1'espace oLZ(Gk\G , ) des formes paraboliques sur Gk\GA .

Cela résulte du critére global (Th.12) aprés identification des facteurs
locaux L(T(A’ ,S) = L(S? ,s) car la formule de Poisson montre que les fonctions zéta
globales d'une algébre de quaternions D (associées aux représentations de D/; )
satisfont des €quations fonctionnelles du bon type. Noter que par la loi de produit
d'Artin, D est ramifi€e en un nombre pair de places, de sorte que les signes des
équations fonctionnelles locales (8) (section 2) se compensent dans le produit

global ! L'hypothése signifie que les Tt?= 79;(5 ) sont toutes de dimension infinie

b

(et il semble qu'elle est satisfaite dés que § n'est pas de la forme x > X(N(x))

avec un caractdre y de A°/K™).

Comme deuxiéme application, considérons une extension séparable
L du corps global k et soit W(L/k) Le groupe de Weil correspondant. On a donc une
suite exacte
1) — L; JU —= W(L/k) — Gal(L/k) — (1)
Pour toute représentation complexe semi-simple & de dimension 2 de W(L/k) ,
¢ : WL/k) — GLZ(GI) , on essaie de définir une représentation admissible irréduc-

tible décomposable T = w() = ® Tt?(d;i) de GA . Dans ce but, prenons les localisées
¢
6, de ¢. Ce sont des représentations complexes des groupes de Weil locaux W, ,

4

(1) — L‘7 — w‘i = W(L,,,/k,i) — Gal(L7/k7) — (1)

(ot g divise 4},), auxquelles on sait associer des facteurs locaux L et g (ces
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derniers étant presque tous €gaux a4 1) avec une équation fonctionnelle

¥ v
L(s, ,s) = ¢ # (g, ,s)L(5, ,1-s)
5 3 g 220y
(6‘? est la contragrédiente de q} et l}l est un caractére non trivial de A/Kk).

Lorsque o,]t} est non ramifié, L(c;; ,s) est de la forme det(1 - o/;((f?)q;s)—l ol

q,# N(7) est la norme de 4 et (f«} est un relévement du Frobenius ( g ) de L/k en g

Le produit infini -]T L( 6;} ,$) converge dans un demi-plan Re(s) > s 0 S€ prolonge
en fonction mércxnorp"}’le L(o,s) de s et on a une équation fonctionnelle

L(s,s) = &(6,5) L(¥,1-s)
avec un facteur € défini par un produit fini &(o,s) = Wc\l"f( 0';!, ,$) (indépendant
du choix de } ). La représentation m? = T\:?(O:i) , si elle existe, sera complétement
déterminée par les conditions

7, induit sur le centre kK le caractére det «

4 4 b3 ’
Lt 8%y »5) = LG 6xy,s) L(@@Z,,s) = L(@@x,,s) ,

¥ = Y 5 x
et 13 ‘i(rr,jéox,,s) 6!(04}@9(,’,5) pour tout caractdre X‘} de k’} (se.

Théoréme 14. Avec les notations ci-dessus, si L(n®y ,s) et L(%'t@)z ,s) sont des

fonctions entiéres, bornées dans les bandes verticales lorsque p = 0, pour tout

caractére x de K trivial sur k*, alors = (r,) existe pour toute place 4 de k

¥ ¥
AN
et t= () = ® Tt‘i (o;i) apparalt dans la décomposition de 1'espace 0LZ(Gk\GA,deto’)
des formes paraboliques sur Gk\GA .

Ce théoréme résulte d'un raffinement du critére global (Th.12 avec des
produits partiels l I ... , S étant une partie finie de 1l'ensemble des places de k)
A

conjugué avec une comparaison locale (Langlands : On the functional equation of the

Artin L-functions, en préparation).
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Finalement, soit E une courbe elliptique sur le corps global k de caractéris-
tique p # 0 (on suppose que E n'est pas déduite par extension des scalaires a partir
d'une courbe elliptique sur un corps fini). La fonction z&ta de Hasse-Weil de E est

définie par un produit infini ZE(s) = _”_Z (s) , avec des facteurs locaux eulériens

7

Z*}(S) de degré < 2 obtenus en considérant les courbes £ réduites de E mod A
définies sur les corps résiduels finis k(y) = ]Fq (avec q = q’ = N(y) = Card(R/P) ).
Lorsque E a bonne réduction en A, i.e. lorsque ﬁ;e est encore une courbe elliptique

sur ]Fq , sa fonction z€ta usuelle est de la forme

(1 - a0y + q}}‘zs) a- q;)‘l(l -agd

s -s 1-2s,-
Dans ce cas, par définition, Z (s) = (1 - a +
p s y( ) = ( Ay q? )

réduction mod 9 il faut considérer '"le" modéle minimal de Néron de E pour définir

1 (lorsque E a mauvaise

le facteur Z? qui est eulérien de degré <« 2). Posons L(E,s) = ZE(s + 1) . Alors

il existe une représentation (admissible irréductible) T =®TE? de GLZ(/A) agissant

dans 1'espace des formes paraboliques OLZ(Gk\ G/A//A") avec

L(, ,s) =Z (s + 3} our toute place
(y ) :,0( 1) P P 9

et donc telle que L(m,s) = Zg(s + 3) = L(E,s) (Deligne-Langlands, cf.[W]). En

particulier T, = n(ﬁf

77

mod 4 avec des caractéres f‘a; et \{}a non ramifiés déterminés par

,v‘}) est dans la série principale lorsque E a bonne réduction

[N

‘if = UM} , /4’,(79;) + 1/#,;(7%;) P=mR ck )

" %Y E 2N

(les deux racines de cette equation quadratique permutent p et vy donc conduisent &

des représentations équivalentes). On peut rappeler que ay lui-méme est déterminé
par 1 - aA; + q‘} = nombre de points rationnels sur ]Fq de la courbe projective E
¢

Weil (loc.cit.) conjecture, aprés l'avoir vérifié sur les courbes a multiplications

o~
complexes, H/T‘o(ll) , +++ » que cette construction est encore possible lorsque k est

un corps de nombres.
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