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Séminaire BOURBAKI 408-01
24e année, 1971/72, n° 408 Février 1972

COBORDISME ET GROUPES FORMELS

(d'aprés D. QUILLEN et T. tom DIECK)

par Max KAROUBI

0. Introduction

Soit 1% "l'ensemble" des variétés compactes sans bord de classe ¢® . Deux
compacte

variétés Vo et V1 sont dites cobordantes s'il existe une variété a bord W
de classe C telle que aW = v, UV, (réunion disjointe). Le quotient de &
par la relation de cobordisme est en fait un anneau gradué (pour la réunion

disjointe, le produit et la dimension des variétés) qu'on appelle 1l'anneau de

cobordisme réel (ou non orienté) N, = @© ~N_ . Thom a montré [10] que N

p20"p *

est une algébre de polyndmes sur 12

N 1/(2) , soit 12[x2, Xy 0 X «..] , engen-
drée par des éléments X, de degré i pour chaque entier i % 29-1 . on pour-
rait de méme considérer l'ensemble des variétés "stablement presque complexes"
(i.e. celles dont le fibré tangent stable est muni d'une structure complexe).,

On obtient alors un nouvel anneau gradué U, = pg() Up qu'on appelle 1'anneau

de cobordisme complexe. Milnor a démontré [7] que cet anneau est une algébre de

polyndmes sur Z , soit Z[yz, Va0 Vg .++] , engendrée par des éléments Voi

de degré 2i .

Quillen et tom Dieck ont montré récemment que les théorémes de Thom et Milnor
sont des conséquences simples de certaines relations entre les opérations de
Landweber-Novikov, les opérations de Steenrod en cobordisme et les groupes

formels. Leurs techniques ont permis de démontrer aussi le corollaire 3 de cet
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exposé, suggéré par Conner et Smith [4].

Nous allons tacher de décrire ces nouvelles idées en nous inspirant essen-
tiellement de la méthode "géométrique" de Quillen [9] et de quelques remarques
dues & tom Dieck [11]. Pour fixer les idées, nous travaillerons dans le cadre
du cobordisme complexe (qui est plus difficile) et nous esquisserons a la fin
de la rédaction les modifications nécessaires pour 1l'étude paralléle du cobor-

disme réel,

1. Notations et rappel de notions classiques

Soient X , Y et Z trois variétés (1) et soient f : Z -» X et
g: Y - X deux applications., On dit que f est transversed g ou que f

et g sont transverses si, pour tout couple (y, z) tel que f£(z) = g(y) = x,

on a f*(TZ(Z)) + g*(Ty(Y)) TX(X) . Nous admettrons les deux résultats sui-

vants :

(i) Quels que soient X , Y, Z , £ et g, il existe une approximation f1
de f (pour la topologie < ), aussi fine qu'on le désire, qui soit transverse
a f

(ii) Si fo et f1 sont deux applications transverses & g qui sont homo-
topes, il existe une application £ : Zx R — X telle que f£(z,qa) = fa(z) ,

o=0,1 et telle que ft(x) = f(x, t) soit transverse & ¢ (2).

Si f et g sont deux applications transyerses le produit fibré'YxXZ est naturelle-

ment une variété et les applications canoniques Y Xy Z - Y et Y Xy Z - 7

(1) Sauf mention expresse du contraire, les variétés considérées seront c ,

sans bord, paracompactes mais non nécessairement compactes et les applications
entre variétés seront C. .

(2) En fait, pour ce qui va suivre (§ 2), on pourrait se limiter

au cas ou ¢ est un plongement modulo quelques artifices classiques, Dans ce

cas, ces assertions sont bien connues [10].
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sont différentiables de classe d’ .

Pour tout espace X , on désigne par K(X) le groupe symétrisé du monotde
des classes d'isomorphie de fibrés vectoriels sur X [2]. En fait, il y a
deux " K-théories " suivant qu'on considére des fibrés vectoriels réels ou com-
plexes, On les notera KO(X) et KU(X) respectivement lorsqu'il sera néces-
saire de préciser. La projection de X sur un point induit un homomorphisme
2 -» K(X) dont le conoyau est la K-théorie réduite TK(X) qu'on note aussi
KO(X) ou RKU(X) . Si X est de dimension finie, tout &lément de T(X) peut
s'écrire comme la classe d'un fibré vectoriel & l'addition d'un fibré trivial
prés [2]. Soit r un élément de KO(X) représenté par un fibré vectoriel

réel E ., Une structure complexe sur r est la donnée d'un fibré vectoriel

réel trivial @ et d'une structure complexe ¢ sur E® 6 . On convient
d'identifier deux structures complexes (8,c) et (8',c') s'il existe un
fibré trivial 6" de dimension convenable tel que les deux structures com-

plexes évidentes sur E® 6 ® 6' @ 6" soient homotopes,
2. Définition de U*(X)

Soit f : Z -» X une application entre deux variétés, La différence

Vv, = £*TX - TZ définit un élément de KO(Z) appelé "fibré" normal stable

£

de f . Une orientation complexe de f est une structure complexe sur Ve oo

L'application £ est de dimension n lorsque dim T )(X) - dim TZ(Z) =n

£(z
pour tout point z de 2 (1).
n . >,
Considérons "1'ensemble" WU (X) des triples (Z,£,X) ou £:2 - X
est une application propre de dimension n munie d'une orientation complexe.

—_—_—

(1) Si Z est vide, on convient que f a toutes les dimensions.
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Deux éléments o, = (ZO , fo , Xo) et o, = (Z1 , f1 , XO) sont cobordants s'il
existe un élément o = (2, £,Xx R) de WU (Xx R) tel que £ soit trans-
verse aux applications iy + X » X x R définies par id(x) = (x,0a) ,

o =0,1,et qui induise fa au-dessus de X x {@} en un sens évident. On
note U?(X) 1'ensemble quotient et [f] 1la classe du triple (zZ, £, X) dans
Un(X) . En fait, Un(X) est un dgroupe abélien pour la "somme disjointe" des
applications, Si X est un point, on vérifie aisément que U-n(X) =U" est

isomorphe au groupe Un défini dans l'introduction, En utilisant les techni-

ques de Thom, on voit que U a lim m (Mu(k)) ou MI(k) représente 1l'espace
n - n+2k
k

de Thom du fibré vectoriel complexe universel sur BU(k) . Plus généralement,

on a le théoréme suivant :

THEOREME 1.- Pour toute variété X , le groupe Un(X) est isomorphe canonique-

ment & lim [SZk—nX+
—_— =

k
point en dehors.

y MU(X)) ol X" est l'espace X auquel on a ajouté un

La démonstration de ce théoréme suit en fait de trés prés la démonstration
de Thom [10] et est laissée au lecteur., Notons que ce théoréme permet d'étendre
la définition de U™(X) & un CW-complexe quelconque, ce qui est le point de
vue "homotopique" bien connu en cobordisme. En particulier, on pourra appliquer
le formalisme des théories cohomologiques générales, Notons aussi que

U*(X) = & Un(X) est naturellement un anneau gradué et que les différents
nei

types de cup-produit en cohomologie se définissent de méme en cobordisme.

I1 convient de montrer que 1'anneau U¥(X) dépend de maniére contravariante
de X . Soit donc g : Y = X une application quelconque et soit (Z, £, X)

un triple définissant un élément x de Un(X) . En remplagant au besoin f
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par une application voisine (ce qui ne change pas la classe de f), on peut

supposer que g est transverse & f , d'ou le diagramme
£

- 1 }
T_ZXXY .____>Y
(1) 9 g
zZ ._____f___> X .

Le triple (T, £,,Y) définit 1'élément de U™(Y) cherché. On le note g*(x) .

Le groupe U*(X) dépend aussi de maniére covariante de X . De maniére pré-
cise, soit h : X = X1 une application propre de dimension ¢q munie d'une
orientation complexe. A 1'élément x de Un(x) on associe 1'élément h,(x)
de U™%(x,) défini par h,(x) = [h.f] . Les homomorphismes h, et g* dépen—

4 P * = . . P * g P
dent des classes d'homotopie de h et ¢ seulement. Pour tout diagramme (1),
on a g*.f* = (f1)* .(91)* . Enfin, si x e UX(X) et z e U*(2) , on a la rela-

tion £,((£%).2) = x.£,z dans U*(X) .

Les définitions précédentes peuvent s'étendre sans peine dans le cas ou on

considére des familles de supports. De maniére précise, soit @ wune famille
de sous-ensembles fermés de X , stable par réunions, qui satisfait aux pro-

priétés suivantes :

(i) Si Te® et si T' est un sous-ensemble ferméde T, T'e & ;
(ii) si T e & , il existe un voisinage de T qui appartient & & .

Pour définir U;(X) par exemple, on se restreint alors aux triples (Z, f, X)

tels que £(Z) € & .

En particulier, soit V un fibré vectoriel réel de base X et de dimension

p muni d'une structure complexe stable. Soit ¢ 1la famille des fermés de V
"bornés" pour une métrique sur le fibré vectoriel V ., La section nulle i

induit un isomorphisme 8y ¢ Un(x) - U2+p(v) qu'on note aussi i, lorsqu'il
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n'y a pas de risque de confusion. C'est "l'isomorphisme de Thom" en cobordisme

complexe, L'élément ev(x) est le cup-produit de x par la "classe de Thom"
u, = ev(1) du fibré V . La restriction de u, 2 i(X) définit un élément
e(V) de UP(X) qui est la "classe d'Euler" de V . En fait, e(V) = i*i*(])
est "l'intersection" de la section nulle et d'une section transverse quelconque.

Notons que Way = Y Uy (cup-produit) et que e(VOW) = e(V).e(wW) .

3. Cobordisme des espaces projectifs. Introduction des groupes formels

Lemme 1.- Soient V et L deux fibrés complexes sur X et soit P(Ve L)

le fibré projectif complexe sur X , Soit g* le dual du fibré en droites cano-

nique € sur P(VO L) et soit L' =n"L ot m: P(V®L) » X . Alors

e(8*®L') = [£] = £,(1) ou £: P(V) » P(V®L) est 1l'inclusion évidente,

Démonstration. Soit i' la section de HOM(E,L') m~ E* ® L' définie au-
dessus de la droite A comme 1l'application linéaire de A dans L induite
par la projection parallélement &4 V . Alors 1i' est transverse a la section

nulle i et i'_1(0) = P(V) .

Lemme 2.- Soit t la classe d'Euler du dual du fibré canonique sur

P =P (C) . Alors U"(Xx P) estun U*(X)-module libre de base 1,t,..., .,
En outre, on a tn+1 =0 .

Démonstration., La relation tn+1 = 0 est une conséquence du lemme précédent
(avec X =V = point et L = Cn+1 ). Pour le reste, on raisonne par récurrence

sur n en considérant le bout de suite exacte de cohomologie

o

0 - U;(Xx ™ > U(xx ?) - U(XxP_,) - o0,
Ts /

U* (x)
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ou p: Xx Pn - X est la premiére projection et ol p, .o.iy, = Id .

COROLLAIRE 1.- Soient x et y 1les classes d'Euler des duaux §: et §;

des fibrés canoniques sur Pn et Pm respectivement, Alors

* n+1 1
U*(an Pm) =Ux,y] /X =y™ -o0.

En particulier, la classe d'Euler du produit tensoriel §: ® §; , fibré en

droites sur Pn X Pm , s'écrit comme un polyndme Fn,m(x’ y) = Ez aijxlyJ ou
i20
jzo0
2-2i-2j .
aije 3] est indépendant de n et m lorsque n et m sont plus grands que

sup(i, j) . Posons F(x,y) = lim F_ (x,y) dans U*[[x,y]] . On vérifie
n- e n,m
m-— o

facilement les relations suivantes :

(1) F(x,0) =F(0,x) =x ;

(ii) F(x,F(y, 2z)) = F(F(x, y), z) ;

(iii) F(x,y) = F(y, x) .

La donnée d'une série formelle F(x,y) & coefficients dans un anneau A

(ici A = * ) qui satisfait aux trois axiomes précédents est une loi de groupe
formel sur A . Nous renvoyons le lecteur & [3] ou [5] pour un exposé systéma-

tique.

Remarque {.- Le "formalisme" précédent s'applique & toute théorie cohomologi-
que générale munie d'un "isomorphisme de Thom" pour les fibrés complexes. En
particulier, pour la cohomologie ordinaire et la K-théorie complexe, on trouve

F(x,y) =x+y et F(x,y) =X+ 7y~ Xy respectivement,
Remarque 2.~ Soient L1 et L2 deux fibrés en droites sur X1 et X2 res-—
pectivement. Alors e(L1 ® L2) = F(e(L1), e(LQ)) car tout fibré de rang un

. . P . P *
sur un espace de dimension finie X est 1l'image réciproque de § par une
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application de X dans Pn pour n assez grand. Si LT est le dual de L1,
L 2 3

on a ainsi e(L?) = - e(L1) + xz(e(L1)) + X3(e(L1)) + ... et

e(L: ®L,) = (e(r,) - e(Ly NIt + o(e(ry) e(Lz))] ot 8(x,y) est une série

sans terme constant, Si on pose u = e(€) , on a donc aussi

U (X x P) = O [ul s o

THEOREME 2.- Soit V un fibré vectoriel complexe de rang n sur X . Alors

U*(P(V)) est un U"(X)-module libre de base 1 ,u.,...,u.n_1 ol u estla

classe d'Euler du fibré canonique g sur P(V) . En outre, si

V = L1 D ... ® Ln est une somme de fibrés de rang un , on a la relation

T‘T1 [u - E(Ll)] =0 .

Démonstration. D'aprés le théoréme de Leray-Hirsch-Dold (ou, plus simplement,
le théoréme de Mayer-Vietoris), on sait que 1,u ,...,un_1 forment une base
de U*(P(V)) car leurs restrictions 2 U*(P(V)lY) , ol Y est un ouvert de
trivialisation du fibré V , forment une base de U*(P(V)IY) considéré comme

n
U*(Y)-module. On démontre la relation [u - e(Li)] = 0 par récurrence
i=1

sur n . Celle-ci est claire lorsque n = 1 . Supposons donc la relation vraie

n n-1
pour n - 1 et posons x = ;rT1 [u - e(Li)] et x' = ‘ii1 [u - e(Li)] . Soit
= i=

£ P(L1 D .. @ Ln_1) - P(L1 D e ® Ln) 1l'application évidente, D'aprés
le lemme 1 appliqué & V = L1 D ... ® Ln_1 et L = Ln , on a

0= £f,(f*") = x'.5,(1) = -x(1 + 8(u ye(L,))) (cf. la remarque 2 ci-dessus).
Puisque 6(u, e(Ln)) est nilpotent, on a x = 0 ce qui est bien la relation

annoncée,
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4, Classes de Chern en cobordisme complexe

THEOREME 3.- Il existe une facon et une seule de définir des "classes de

Chern" (1) ci(V) € U2i(x), 1-0,1,2,..., pour tout fibré complexe V de

base X, avec co(v) =1 ,de maniére A satisfaire aux axiomes suivants :

1) Les c, sont "naturels", c'est-a-dire ci( V) = f*(ci(V'» pour tout

morphisme V = V' gqui est un isomorphisme sur chaque fibre et qui induit f

sur la base.

2) soit c(V) =1 + (V) + ce0 v (V) + ol € U*(X) 1la classe totale de

Chern de V . Alors c(V1 ® V2) = c(V1) U c(V2).

3) 8i V est de rang un, on a c1(V) = e(V) et ci(V) =0 pour i>1,

La démonstration de ce théoréme est classique. En voici une esquisse. Gréce
au théoréme 2, on voit que la projection m : P(V) —» X induit une application
injective de U*(X) dans U*(P(V)) (déja utilisée pour munir U*(P(V)) d'une
structure de U*(X)—algébre). Puisque TtV contient £ comme facteur direct,
on voit aisément (en raisonnant par récurrence sur le rang de V ) qu'il existe
une variété F(V) et une application s : F(V) » X qui induit une injection
U (x) - U*(F(V)) et telle que s*(V) se scinde en somme de fibrés de rang
un ("principe de scindage"), Ceci démontre déja 1l'unicité des c, . Pour démon-
trer 1l'existence, supposons V de rang n ., Alors les ci(V) = ¢y sont définis
par la relation u" - c1un_1 +oeee (-1)ncn = 0 ., On vérifie les axiomes en

utilisant de nouveau le principe de scindage et la deuxiéme partie du théoréme 2.

THEOREME 4.- Il existe une fagon et une seule de définir des '"polyndmes de

Chern" ct(V) e U(X)[t] = U*(X)[t1 ,...,tj yess ] pour tout fibré complexe de

(1) En fait, ces classes ont été introduites pour la premiére fois en cobordisme

par Conner et Floyd.
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base X qui satisfont aux axiomes suivants :

1) Les ct(V) sont "naturels", i.e. ct(V') = f*(ct(v)) avec les notations

du théoréme 3.
2) ct(V1 ) v2) = ct(V1) U c(v,).
3) ct(L) =1+ t1e(L) + t2(e(L))2 +oees + tj(e(L))J + +es Si L estde

rang un .

Démonstration., L'unicité est évidente d'aprés le principe de scindage. Pour
1'existence, introduisons les fonctions symétriques élémentaires
o, = ci(x1,...,xn) , 1 €£n, des variables x1 veees X et considérons 1'expres-
n .
sion II [t+ I t.(xi)J] . Cette expression s'écrit aussi
i=1 jz1 9
T tafa(x1,...,xn) , ol o = (a1,...,ar, 0,...) estun multi-indice et ol
o
fa est une fonction symétrique des variables xi . On peut donc écrire
fa(x1 ,...,xnf = ga(c1 ,...,cn) ou g, est un polyndme bien déterminé en les
o; - Si V est un fibré de rang n , on pose alors ca(v) = ga(c1 ,...,cn)
(1les c; ¢étant les classes de Chern de V ) et ct(V) =X taca(v) (si
o
o= (0,.00y0,...), on convient que ¥ 21 et ca(V) =1 ). Notons que

ca(V) e U2I“|(v) avec |a| = T i, .
Remarque.- Les polyndmes de Chern définissent un morphisme de foncteurs

KO(X) - U*(X)[t], noté encore c, ,tel que ct(x +y) = ct(x).ct(y) .

5. Opérations de Landweber-Novikov et opérations de Steenrod

Soit £ : Z - X une application définissant un élément [f] = x de
U*(X) . Alors st(x) est 1'élément de U(X)[t] défini par la formule
si(x) = f*(ct(vf)) ol v, = £*TX - TZ . On vérifie aisément que

Sy U*(X) - U*(X)[t] est un morphisme de foncteurs respectant les structures

d'anneaux. Si on pose st(x) =X tasa(x) , les opérations de Landweber-Novikov
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sa jouent un rdle important dans plusieurs probiémes sur le cobordisme [6],

[8]. Dans le § 9, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.- Pour tout élément z de U*(Z) et toute application propre

f : Z - X munie d'une orientation complexe, on a la "formule de Riemann-

" -
Roch" s (£,2) = £ (c v es,2) ©
Démonstration. Soit =z = [g] o g:Y —> Z et soit h = f.g . Alors

st(f*z) = h*(ct\)h) = (f*g*)(ct\)h) = (f*g*)(ct(g*\)f + \)g)) = (f*g*)(g*ctvf.ctvg)

= felcvpegucvy) = felcveesz) -
Un autre type d'opération introduit par tom Dieck est défini de la maniére

suivante. Soit 2, = 1/(k) et soit Q um 2, -fibré principal de base B

(dans la pratique Q sera 82r+1 , r "grand" et B 1l'espace lenticulaire

52r+1/zk)- Soit £:Z-X une application définissant un élément [£] de U'(X) . Alors

. . . . P k P 21 4
si n est pair, 1'application évidente Q Xq Z - Q Xq Xk définit un élément de
k k

Unk(Q xq Xk) . On a ainsi défini un morphisme de foncteurs

™ . "(x) - Unk(Q 2 Xk) . Par restriction & Bx X< Q x, x* , on en
k k

déduit l'opération de Steenrod-tom Dieck

o) - vEx x) .

)
Considérons un élément x de U'(X) (resp. un élément x' de U° (X')).

1
Alors Pk(x U x') est un élément de yiken k(B x X x X) . Soit

nk+n'k

Pk(x) Ug Pk(x') la restriction évidente & U (Bx X x X) de 1'élément

'
Pk(x) U Pk(x') de ytken k(B x X x Bx X) . Il n'est pas difficile de voir
e P(x U x') = P(x) Uy P(x") .

Si V est un fibré vectoriel complexe sur X , Vk =Q Xq Vk est un fibré
k

t représentent la classe

sur Qx, X° et il est clair que Tk(t ) =t ’
v Vo W

1y

de Thom de W = V ou V]< . La représentation standard
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o Zk - GLk(C) se scinde en p ® 1 , l'espace de la représentation p étant

- k ,
le sous-espace vectoriel M de € formé des vecteurs (x1 yosoy xk) tels que

~

z x\j =0 . Soit p=Qx, M le fibré sur B associé a2 la représentation p .

Ay

Soit enfin m: 1 ® V- Bx X 1la projection canonique.

k % N *
Lemme 4.- On a la formule P (tv) = tgyT (e(FoV)) ot Yoy € UQ(1 ® V)

et n(e(poV)) e (1 ® V) , le cup-produit étant évidemment un élément de
Ur(1 ® V)
[

Démonstration. On a le diagramme commutatif

BxV;an 3 Vek _.1—.5 sz\/'k

\\

onc PX = (i3)" = (¥ = 3* Uy s =t i (e(P®V)) .
Donc P (t,) = (iJ) (tvk) 3*( (tvk)) 37 (ty gy Ug t’ﬁ'@v) 1y (e(FRV)

Pour toute application g : Y —» X désignons par g' : BxY - Bx X 1l'appli-

Q x X -y Q x X .
Zk zk

cation produit IdB X g .

Lemme 5.- Soit g : Y - X un plongement propre de codimension paire et soit @

une famille de supports sur X telle que g(Y) € & . Soit v = vg le fibré normal

au plongement., On a alors la formule Pk([g]) = g (e(p ® v)) dans le groupe

* (Bx X) ou &' est engendrée par les Bx S, Se ¢ .

Démonstration. Identifions y & un voisinage tubulaire de Y dans X dont
1l'adhérence appartient & & , ce qui permet de factoriser g en
v Av Box . ators PY(09)) = (g, (1) = P¥(uei, (1)) = ug(F5(5,(1)) (car
v est ouvert dans X) = u;(Pk(tv)) = u.*;(t1 ®v.ﬁ*(e('5® v))) (lemme 4) =

ur(if(e(@® v))) = gr(e(P® v))
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Lemme 6.,— Soit x un élément de U_2q(X) représenté par une application pro-

pre £ :Y - X . Soit f' = fx IdB et soit e 1le fibré trivial de rang un
2m - 2qk
sur Y x B . Dans le groupe U (Bx X) , on a la formule
m _k
e(P® 1) .P(x) = £1(e(P® (me + ve)))

pour m assez grand (indépendant de B).

Démonstration., Pour m assez grand, il existe un plongement borné de Y
dans Cm y ce qui permet de factoriser f en Y __g_;. Cm x X _p> X . Soit
i : Point - €' . Alors e(p® 1)m.Pk(x) = e(M™ Ug Pk(x) =
Py (P(L, (1) Ug PC5, (1)) = 2P ((ix £)(1))) = (P (g, (1)) =

pig(e(F ® v ) (lemne 5) = pyoi(e(F ® (me + v,)) = £(eF® (me + v)) (1.

6. Le théoréme d'intégralité

*
Soit F 1la loi de groupe formel sur U introduite dans le § 3 et soit

C 1la sous-algébre de u* engendrée sur 2 par les coefficients aij de F.

T et

Soit [m]F(T) la série formelle définie par [1]F(T)
m].(T) = F(T, [m-1 T . En particulier, m]_(T) = mT + des termes de plus
F F F P

haut degré, D'autre part, soit T 1la représentation d'ordre un de 2 asso-

k
ciant au générateur standard de Zk la multiplication par exp(2ni/l<) . Alors
k-1 . k-1 . k-1
o = jf‘l 1) et e(F®L) = ;‘;ﬂ e@ e L) - j‘:"l F([j]F(v) , e(L)) ou
v o= e(ﬁ) et ol L est un fibré en droites sur X . Si on pose

w = e(3)

(k=1)! w1 jgk ijJ ou bj e C, on a donc

e(p®1L) =w+ jg‘l aj(v)(e(L))j ou aj(T) e C[[T]] . Pour tout multi-indice

o
o = (011 ,...,ar,0,0,...), posons ¢(¢) = T o5 ct(E) =z CQ(E)t et

(1) Noter que p, : U;(B x " x X) ~ U¥(B x X) est l'isomorphisme de suspen-

sion.
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c{(E) = z wn-g(a)a(v)aca(E)ta ol n est le rang du fibré E et ou
e(a) <n
o 01 °’2 Q’r
a(v)" = a, v) a2(v) vae ar(v) . Alors, on vérifie aisément que

c%(E ®F) = ct':(E) U c{(F) et que cé(L) =W 4 j§1 aj(v)(e(L))th si L est

n
de rangun ., Si E = 1?1 Li est une somme de n fibrés de rang un , il s'en
n
suit que e(p ® E) = -IT e(P®L.) = z wn‘e(a)a(v)dc (E) . D'aprés le
i=1 i o
e(a) <n
L . ? n-¢() o
principe de scindage, la formule e(p ® E) = ;v a(v) Cot(E) est
¢(a)=n

vraie aussi pour tout fibré complexe E de rang n . Cette formule s'applique

notamment dans la situation du lemme précédent ou E = me + V est de rang

£
n=m-q . Alors cd(E) = Cot(vf) et £1(e(P®E)) =
£y (w _e(a)a(v)aca(}a)) = wn_e(d)a(v)af*(ca(E)) = wn_e(d)a(v)asa(x) . D'ou le

théoréme :

THEOREME 5.- Soit v la classe d'Buler de T : Qx, € - B et soit w celle
k-1 _. " X .
de 7 = .@1 9 . Soit x un élément de U “Y(X) . Alors P°(x)eU

—29k gy x)

et

wn+qu(x) = 2 wn_e(a)a(v)ds (%)
¢(a)<n o

pour n assez grand (indépendant de B). Dans cette formule, aj(T) est une

série formelle A coefficients dans C et W = (Zk—1)!vk_1 + .Z_b.v) ou

jzk 7] —

b.eC.
J

7. Cobordisme des espaces lenticulaires

Soit L = 'ﬁ =Q XZ C 1le fibré en droites sur B associé & la représenta-
k
*
tion M . Soit j : Q & L & P(L®H 1) et soit £ 1le dual du fibré cano-

nique sur P(L®1) .
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Lemme 7.- La classe d'Euler de §*®k est égale 3 j,(1)= [3i] .

Démonstration. Le fibré §*®k s'identifie au quotient de (L @® 1) x C

par la relation d'équivalence (a,t) ~ (pa, p,kt) , w € C* . D'autre part, un

point de L peut s'écrire qz , qe€ Q et z e C , en convenant que
(s z = q(w'z) ou o est le générateur de 2, etol g-= exp(2mi/k) .
Soit maintenant s 1la section de §*®k induite par a = (a,t) ou
t =25 - kk lorsqu'on écrit a = (qz, \) e L® 1 . Alors s est transverse
4 la section nulle et 5_1(0) =Q.
K], (x)
Lemme 8.- Soit Qk(x) la série formelle —— et soit f:Q - B la pro-

jection canonique. Alors £,(1) = Qk(e(L)) .

Démonstration, Soit m: P(L@® 1) » B et soit M 1le fibré E* ® m'L .

WP L g ®F et (K (5,(1) = em®) = e(®F) - 5,(1) ot

i :BmP(L) &~ P(LO1) (lemme 1). Par ailleurs,

Alors

[ (10 (1) = 14 (1) (8 (1, (1)) = 1408, (52(1)) = i, (8,(e(1))) et i1 est
clair que i.f est homotope &4 j . Donc i*(Qk(e(L))) = 3(1) = 4,05, (1)) .
Puisque i, est injectif (théoréme 2), on a bien £,(1) = @k(e(L)) .

Rk

|
Le fibré g sur P =P (€) s'identifie au quotient de 52t

x C par
. k 1 S N .. Rk

la relation (xu,t) ~ (x,u t) , p €S . Le fibré en sphéres associé S(§" )

s'identifie donc & l'espace lenticulaire 52n+1/2k par l'application

k k
(x,t) +— Jt x . La suite exacte de Gysin associé au fibré §®

s'écrit
ainsi
v (p) '_eﬁfl v(e) - U*<s2“+1/zk) - UN(p) Le(e®5) , UX(P)
ou " .e(§®k) " désigne la multiplication par e(§®k) = ku + b2u2 Faee s bnun .

~ 1 Lo
Il en résulte que Uq(S2n+1/Zk) = Coker(U? - Uq(52n+ /Zk)) est un groupe fini
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(car Uq(S2n+1/Zk) est déja de type fini d'aprés le théoréme 1), De maniére
plus générale, X étant une variété fixée, posons h*(Y) = U (Y x X) et

T (Y) = Coker(h*(Point) — n*(Y)) . Alors un raisonnement analogue montrerait
que ?l—q(s2n+1/zk) est un groupe fini si X a un nombre fini de composantes

connexes,

THEOREME 6.- Posons hq(sz) = lﬂn hq(szn“/zk) . On a alors la suite exacte
n

.8, (V)
.V +2
nd(Point) —X "5 ni(ez,) —Z» n? (82)) .
Démonstration. Ecrivons un bout de la suite exacte de Gysin associé au fibré

L (avec Q = 2! ot B - Q/Zk) :

8
~qt1 n 2n41 .V 2 .2n4+1
(tn) R (s(1)) s ni(s™ /2 ) =5 n¥5 (5™ )
ot v = e(L) . L'opérateur n¥*'(s(L)) - hg“‘z(L) ~ hq(82n+1/zk) qui induit

8, cofncide avec (rn), y o r o 8(L) - 52n+1/2k est la projection cano-
nique, D'autre part, 8(L) = 32n+1 Xg S‘I s'identifie naturellement 2
X
1

52n+1 x S1/Zk ~ S2n¢1 x S et 1'isomorphisme composé

lim g+t (s(r)) z'ﬁqﬂ (S‘) ~ h3(Point) est induit par (sn)* ou
n

2n41 1

52n+1 S(L) a S x S . Des remarques précédant le théordme 6, il

.
résulte que les systémes projectifs associés aux groupes de la suite (in)
satisfont A la propriété de Mittag-Leffler. En prenant la limite projective
des suites (1n), on obtient la suite exacte

19 (Point) —&5 ni(mz) Y5 hq+2(BZk) .
Dans cette suite, © cofncide avec léiin(rnsn)* = i.j‘in(fn)* ol
on+1

£ S

n szn*1/zk . D'aprés le lemme 8, § cotncide donc bien avec la

multiplication par Qk(v) .
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8. Le théoréme fondamental

N .1
THEOREME 7.- Si X a le type d'homotopie d'un CW-complexe fini (') connexe,

on a

U (x) = ¢ Zo tdx) et TEX -=c q§o vi(x) .

COROLLAIRE 2.- "% (Point) = ¢ et U™P*T(point) = O .
COROLLAIRE 3 (suggéré par Conner et Smith [4] p. 166).- La U*-algébre U*(X)

est engendrée par des éléments de U*(X) de degrés strictement positifs,

En appliquant le foncteur suspension, on voit aisément qu'on est ramené 2

démontrer que »ﬁpalr(x) =C q§ 5 Uzq(X) . En désignant par R*(X) 1le sous-
b3 2q . . , -2] oy 23

groupe C 4> 0 U°*(X) , il suffit de démontrer que R ~~(X) x) = v (%) (x)

en localisant pour chaque nombre premier k ., Cette identité est triviale

lorsque j < O , Raisonnons alors par récurrence sur j , l'identité étant
supposée vérifiée pour j < q . Soit x un élément de U~ 2q(X) qu'on iden-
tifie ici a Ker(U-zq(X) - U-2q(Point)) . D'aprés le théoréme 5, on a pour
n assez grand 1l'identité
M wn+qu(x) = z wn_e(a)a(v)as (x)

¢(@)sn o

dans le dgroupe 'ﬁ2n(k_1 )_Zq(B x X) . En fait, en considérant des limites pro-

jectives comme dans le paragraphe précédent, il est plus commode de regarder

cette identité dans le groupe ﬁzn(k_1)_2q(BZk x X) . Puisque

k-1 N . n', qk N
W= (k=-1)tv +j§kij ou bjeC,ona v (WP (x) - x)=¢'(v), ou
' (T) e R*(X)(k)(T) et ou n' =n(k-1) .

( ) En fait, on démontrera ce théoréme pour une variété, Ceci ne restreint pas

la généralité puisque tout CW-complexe fini a le type d'homotopie d'une variété
(ouverte).
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Lemme 9.- Il existe une série formelle ¥y € R* (X) (k)(T) telle que

quk(x) -x =, (v) + y3 (v) ou ye Tl'-zq(x) .
Démonstration du lemme. Soit m le plus petit entier tel que Vm(quk(x) - x)

puisse s'écrire Y(v) ou ¢(T) e R*(X)(k)(T) .S m=0, il n'y a rien & dé-
montrer. Supposons donc m = 1 ., En restreignant 1'identité 3

T (x) ¢ T (Bz, x X), on en déduit §(0) = 0, donc ¥(T) = Ty, (T) , soit
v(vm'1 (quk(x) - %) - ¥ (v)) = 0 . D'aprés le théoréme 6, on a donc

vm_1 (quk(x) - x) = ¥ ) + y@k(v) , ol on peut supposer que y e U (X) .
Cette derniére identité a lieu dans le groupe y2(m=1) - 2q(x)(k) .51 m>1,
y appartient 2 '[72(m-1 )- 2q(X) (x) = R2(m—1) - 2q(X) (x)
de récurrence, ce qui contredit la minimalité de m . Donc m = 1

d'aprés l'hypothése

et on a bien

WIP(x) - x = 4, (v) sy 2 (v) .

Fin de la démonstration du théoréme 7. Restreignons l'identité du lemme 9

3 T'(X) et distinguons deux cas
1) q> 0 . Alors 1'identité devient -x = ¥ (0) + Xy , ce qui implique que

tout élément de %"2q(x) (k)/R_zq(X) x) est k-divisible. Puisque 'ﬁ'—zq(x)
est un groupe de type fini, on a donc ”ﬁ_zq(X)(k)/R—zq(X) x) = 0.
q=0,0n aalors X - X = \111(0) + ky . Mais, x étant nilpotent, la

2)
; k . . . ~0
transformation Xr— X - X induit un automorphisme de U (X), donc de

T°(x) (k)/R(?(X) " dont 1'image est k-divisible. Par suite,

?r°(x)(k)/n°(x)(k) =0.
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9. La transformation de Boardman

Pour toute application propre f : Z = X munie d'une orientation complexe,
on sait définir un homomorphisme de Gysin en cohomologie H*(Z) - H*(X) qu'on
notera fE pour le distinguer de fH : U*(2) -» U"(X) . Définissons un homo-
morphisme vy : U(X) - H*(X) par la formule v([f]) = y(fg(1)) = fE(1) . I
est clair que Y(fg(z)) = f&(yz) pour tout élément z de U*(Z) et que ¥
est une transformation de théories cohomologiques multiplicatives. Elle induit
une transformation de U (X)[t] dans H*(X)[t] qu'on notera aussi vy .
D'autre part, le formalisme des premiers paragraphes s'applique aussi & la
cohomologie et, si on désigne par eH(V) , ci(V), etc.. les classes caractéristiques
dans les théories H* et U* , on a y(eU(V)) = eH(V) et
y(cltj(v)) = c}é(V) . La "transformation de Boardman" B, : U"(X) - H*(X)[t]
est 1l'homomorphisme composé Yes, ¢ c'est une transformation cohomologique

multiplicative dont le comportement vis-3-vis des homomorphismes de Gysin

est précisé par la proposition suivante, conséquence évidente du lemme 3 :

PROPOSITION 1.~ Pour tout élément z de U*(Z) , on a la formule

Bt(fg(z)) = fg(ci(vf).ﬂt(z)) . En particulier, si f : Z - X est la projec-

tion de Z sur X réduit & un point, Bt([f]) est un polyndme dont les

coefficients sont déterminés par les nombres de Chern de Z

H j+1
PROPOSITION 2.~ Si L est un fibré en droites, on a Bt(eU(L)) = j§ 0 tj(e (Ly)’*

(on convient que t, =1 ).

Démonstration. En effet, st(eU(L)) = st(i*i*1) = i*(st(i*1)) = i*i*(cg(L)) =
u 5 Upyvyd . 8 Upryyi+t
e (L) . ;%0 tj(e ()Y = i3 o tj(e () . Donc

B(%(1)) = vas (P1)) = v ([T e5(P@)h) = 2 e (e
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Soient maintenant L1 et L2 deux fibrés en droites. On a alors

eU(L1 ® L2) = F(eU(L1) , eU(Lz)) et Bt(eU(L1 ® L2)) = j§0 tj(eH(L1 ®L2))j+1

= jg o tj(eH(L1) + eH(Lz))j+1 . Soit (B.F) 1la loi de groupe formel sur 2[t]
définie par les coefficients bij = Bt(aij) . Si on pose et(x) = j§ o tjxj+1,
la formule précédente peut s'écrire (5tF)(9t(x), et(y)) = et(x + y) en tenant
compte encore de la proposition 2. Grace a un changement de variable, on en
déduit que (BtF)(x, y) = et(e;1(x) + 921(y)) , formule qui détermine entiére-

ment la loi de groupe formel B F dans 1'anneau 2[t] = H*(Point)[t] .

10. L'anneau de Lazard. Structure de U*

Considérons le foncteur qui associe & tout anneau A 1'ensemble des lois

de groupe formel X + Vv + & ai‘xlyJ sur A (cf. § 3). Ce foncteur est re-
izt MY
jz21

présentable dans le sens suivant : il existe un anneau L ("1'anneau de

Lazard") et une loi de groupe formel universelle FL sur L telle que toute

loi de groupe formel sur A soit déduite de FL par un homomorphisme

L - A qui lui est attaché de maniére unique. Pour anneau L on prend

le quotient de 1l'algébre Z[a11, Byp reees A5 yees] par 1'idéal engendré par

1)
les relations polynomiales exprimant que G(x, V) = X + Y + i§ 4 aijxlyJ est
j=z1

une loi de groupe formel., La loi universelle FL est définie simplement par

= T, 3 iyl 4 a 1 d dans
FL(x, V) = X + ¥ + i3 aijx y© ol ag, est la classe de 243 L.

j21 _

L'anneau L peut &tre gradué de plusieurs fagons en assignant a le

a, .
1)
degré 2-2i-2j (cas du cobordisme complexe), 1-i-3j (cas du cobordisme

réel) ou i+ j-1 . Nous allons adopter la troisiéme convention.

THEOREME 8 (Lazard).— L'anneau L est une algébre de polyndmes sur 2 avec

un générateur en chaque degré positif.
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Démonstration (d'aprés Adams [1]). Considérons 1'algébre
[t] = Z[t1 oo T yeee] , OU chaque t, est affecté du degré i . D'aprés
le § 9, on a une suite d'anneaux et d'homomorphismes

: B
L Oy uPHT Tty .

Si on convient (provisoirement) que les éléments de U"2q sont de degré q

et que tj est de degré j , ces homomorphismes respectent les graduations.

L'homomorphisme composé ¢ = at.é transporte la loi universelle FL en la

. PP ~1 -1 3+
loi H définie par H(x,y) = et(et (x) + 6, (yv)) avec et(z) =z j§ 1 tjz
On va expliciter 1'homomorphisme induit sur les éléments indécomposables de

degré q
: L) = Q (2[t .
o, 2 Q (L) J(2lt])
Pour cela, remarquons que l'ensemble des homomorphismes de Qq(L) dans un dgroupe
abélien G

s'identifie & l'ensemble des lois de groupe formel sur 1l'anneau

A=2®¢eG, avec ¢ =0, qui sont de la forme x + v + el'(x,y) , ou T(x,Vy)
est un polyndme homogéne de degré q + 1 . En écrivant que x+y+ el'(x, V)
est une loi de groupe formel, on trouve les identités T(0,x) = I'(x, 0) =

F(X,y)—F(Y7X) =r‘(y'z)-r(x+YvZ)+r(X7Y+ Z)—F(X,Y):O.

Lemme 10 (Lazard, Frdhlich [5] p. 62).- Soit T comme ci-dessus. Alors

1 1 1 1
F(X, y) =a. V— ((x ¥ y)Q+ - o3t yQ+ )

, aeG,
q
N . At m .
ou Yq =p si a+ ! s'écrit p , m2 1, pour un nombre premier p et
Yq = 1 dans les autres cas.

Ce lemme implique bien entendu que Qq(L) ~4 . La loi F
induit une loi sur 2 & qu(L) dont 1l'image dans Z @ ng(Z[t]) est
- -1 1 1 1
80271 (0) + 87 (1) = x v+ et ((x+ N k1 yBhy avec

e%(z) =z + etqzq+1 . En écrivant Qq(L) ~ 1 Qq(z[t]) , i1 en résulte que
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aq est la multiplication par Yq .

Fin de la démonstration du théoréme 8., Pour chaque entier ¢q , choisissons

un élément aq de L dont l'image dans Qq(L) est un générateur. On en dé-

duit un homomorphisme surjectif Z[t{ yeoey té yooo] _:1f9 L défini par

c(té) = aq . En tensorisant par @ , cet homomorphisme devient bijectif puisque

(ac)(té) = thq modulo des éléments décomposables, Donc g est bijectif.

La démonstration du théoréme 8 a mis en lumiére le rdle de la suite

[} pair Bt .
L — U > 2[t] . D'aprés le théoréme 7, § est surjectif. Puisque

L est sans torsion (théoréme 8), Bt’6 et & sont injectifs. On en déduit

une version plus précise du théoréme dé Milnor ¢ité dans 1'introduction :

THEOREME 9.- L'homomorphisme § est un isomorphisme gradué de 1'anneau de

1

Lazard L sur 1l'anneau U* = Uo eU & U'_2 D ... 4 condition d'affecter

les générateurs gij de L du degré 2-2i-2j . Par conséquent, U est

isomorphe & une algébre de polyndmes Z[x2, %, yees] OU Xy, est de degré

-2i et tout &lément de U* est déterminé par ses nombres de Chern,

11. Cobordisme réel (non orienté)

Faute de place, nous nous bornerons a esquisser les modifications nécessai-
res pour adapter ce qui précéde au cas réel. Ainsi Nq(X) désignera 1l'ensemble
des classes de cobordisme d'applications propres Z - X de dimension q .

Les classes de Chern sont remplacées par les classes de Stiefel-Whitney,
On a des opérations de Landweber-Novikov s : Nx) - Nq+|a|(X) . Enfin,
les opérations de Steenrod-tom Dieck se réduisent i

2 q 2q N s ' . . .
P°: N'(X) » N (P°° x X) ou P = BZ, désigne " 'espace projectif réel

. . i/ 2 . N . .
infini", La démonstration du théoréme 7 s'adapte sans peine au cobordisme réel.

Elle permet de prouver que ¥ est engendré par les coefficients
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e N1 ge 1a 10i de groupe formel F(x,y) exprimant la classe d'Euler

a. .
1]
du produit tensoriel de deux fibrés en droites réelles en fonction des classes

d'Euler de chacun des facteurs.

Notons que F(x, X) = 0 et que N est un anneau de caractéristique 2 .
Ceci nous améne 3 considérer le foncteur qui associe & chaque anneau A de
caractéristique 2 1l'ensemble des lois de groupe formel F sur A telles
que F(x, X) = 0 . Soit L2 1l'anneau qui représente ce foncteur. Pour toute
variété X , on a aussi un homomorphisme de Boardman "réduit"

B, : N*(X) - H¥(X)[t] ou H*(X) désigne H*(X;2,) et ou
t = (tz, t by yees) o« Pour X réduit A un point, on peut considérer la

. 6 x Pt .
suite L, — N Zz[t] . Le calcul effectué & la fin du § 9 montre
que la loi universelle sur L2 se transporte par @ = Bt.é en la loi sur

PP -1 - N
zz[t] définie par H(x,y) = et(et (%) + et1(y)) , ol
St(X) = X 4+ t2x3 + t4x5 + t5x6 + «.. . En fait, le lemme 10 montre que
Q (L)w~Z, si g+ 142" et Q (L,) = 0O sinon. Il s'en suit que
q 2 2 q 2
Qq(L2) ~ Qq(Zg[t]) et L, ~ 2,[t] , 1'isomorphisme étant induit par o .

Puisque § est surjectif d'aprés le théoréme 7 adapté au cas réel, on obtient

ainsi une version un peu plus précise du théoréme de Thom :

THEOREME 10.- Les homomorphismes § et Bt sont des isomorphismes. En parti-

culier, N* est une algébre de polyndmes sur Z2 avec des générateurs X,

en chaque degré -i , ou i est un entier positif qui n'est pas de la forme

291, Enfin, la classe de cobordisme d'une variété réelle est déterminée par

ses nombres de Stiefel-Whitney.

COROLLAIRE 4.- L'homomorphisme de Boardman réduit

*

N (X) - E*(X)[t] ~ H*(X) ®Zz N

est un isomorphisme,

163



408-24

12. Quelques questions

Le rdle des groupes formels en cobordisme n'a pas encore été suffisamment
exploré au golit du conférencier, Il conviendrait de regarder le cobordisme
orienté
réel/ét le cobordisme symplectique (pour ne parler que de ceux-1a) et utiliser
la technique des groupes formels pour les calculer, Dans le premier cas, on
devrait au moins retrouver les résultats de Wall. Il conviendrait de voir
autres
aussi comment les théorémes démontrés ici pourraient s'adapter aux/;héories

cohomologiques générales (par exemple la K-théorie connexe ou la cohomotopie

stable).
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