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Séminaire BOURBAKI
22e année, 1969/70, n° 368 Novembre 1969

TRAVAUX DE BAKER

par Jean-Pierre SERRE

§ 1. Théorémes de transcendance.

1.1. Enoncé des résultats,

On note 5 la fermeture algébrique de @ dans C ; c'est l'ensemble des

-

"nombres algébriques". On note L 1l'ensemble des logarithmes des éléments de @

’

autrement dit 1'ensemble des nombres complexes 2z tels que exp(z) € Q 3 c'est un

Q-sous-~espace vectoriel de C .

Si £eL et si a=exp(é) , on se permet d'écrire

¢ = log(a) et o° = exp(ez) .

THEOREME 1 ([2], II).- Soient ¢se0.,8, des éléments de L qui sont linéairement

indépendants sur @Q . Alors 61,...,£n sont linéairement indépendants sur Q .

(L'injection de L dans C se prolonge en une application Bnlinéaire v de

Q Sb L dans C , et le théoréme revient 3 dire que ¢ est injective.)

COROLLAIRE.- Soient Cyreeesdy o 81""'Bn des nombres- algébriques. On suppose que

1,31,...,Bn sont linéairement indépendants sur Q@ , et que o #£0,1 pour tout 1i.
B B

Alors a11 cee ann est transcendant.

) B

En effet, si vy = o e ann était algébrique, 1l'équation

log(y) = I8, log(a,) .

jointe 3 1'hypothése faite sur les ﬁi , entratnerait la nullité des log(ai) .
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Remarques
1) Pour n =1, le corollaire ci-dessus redonne la transcendance de aB pour o

algébrique % 0,1 et B algébrique irratiomnel (théoréme de Gelfond-Schneider).

2) L'analogue p-adique du théoréme 1 est vrai, cf. [8]. Cela entraine, d'apres
Ax , que le "régulateur p-adique" d'un corps de nombres K est non nul si K est

abélien sur Q@ ou sur un corps quadratique imaginaire.

3) Les hypothéses étant celles du th. 1, on conjecture que les 8i sont algébri-

quement indépendants sur @ (ou sur Q - cela revient au méme).

THEOREME 2 ([2], III).- Tout élément non nul de Q.L est transcendant,

(En d'autres termes, il n'existe aucune relation linéaire

Bo = B1 81 + eee + Bn en

avec Bi e qQ, ei el et Bo £0.)

COROLLAIRE.- Si a1,...,an,Bo,B1,...,Bn sont des nombres algébriques non nuls, le

B, B B
nombre e @

1 e ann est transcendant.

Exemples

Si o€ Q*, le nombre m + log(e) est transcendant. En effet, on a ime L et
le th. 1 montre que m + log(a) n'est pas nul ; on applique alors le th. 2.
Un argument analogue montre que l'intégrale

1 dt
0O 1+ t

1 ud
= - ( 109(2 + —
> 3 ) V3 )
est un nombre transcendant.

Plus généralement, soit X une courbe algébrique sur 6 de genre g et soit

une forme différentielle sur X . Soit X(C) 1la "surface de Riemann" de X , et soi

w

t
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c un chemin différentiable sur X(C) . On suppose que les extrémités de c appar-
tiemnent 3 X(Q) et que c ne passe par aucun pdle de w , de sorte que l'intégrale

I w est définie. Lorsque g = 0 , les théorémes 1 et 2 ci-dessus montrent que, en
c

dehors de cas "évidents", le nombre I w est transcendant. Il serait trés intéres-
c

sant d'étendre ceci aucas g=21 ; pour g=1 et w de premiére ou de seconde
espéce, Baker a obtenu des résultats qui doivent paraitre dans les G8tt. Nach. et

1'Amer. J. of Maths.

1.2. Démonstrations.

(0n se borne 3 indiquer le principe de la démonstration du th. 1, sans donner les
valeurs explicites des majorations c1,...,c10 ; le lecteur se reportera 3 [2] et

[3] pour plus de détails.)

Soient 61,...,€n des éléments de L 1linéairement indépendants sur Q , et
supposons qu'il existe des nombres algébriques 81,...,Bn_1 tels que

ba = Byl e+ Byl

I1 s'agit de tirer de 1) une contradiction.

Posons o, = exp(ei) ; nous supposerons, comme dans [2], I, que les o sont

m m
multiplicativement indépendants, i.e. qu'un mon®me @, ...ann en les o n'est égal

a2 1 que si les m, sont nuls. C'est 13 une hypothése un peu plus forte que 1'indé-

pendance des Zi ; nous reviendrons lj-dessus plus loin.

L'idée de Baker (qui est une modification de celle de Gelfond [9], chap. III, §§ 4,

5) consiste 3 utiliser une fonction de la forme

(A, + 1B, )z (A _ +NB. 1)z,
§(21""’zn-1) = §: p(d) a, L A e an—? 1 n"n n
)
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ol A= (x1,...,xn) appartient 3 2% , avec O < A; ¢, , la constante c, étant

choisie suffisamment grande. Si m = (m1,...,mn_1) est un multi-indice, on note @m

la dérivée partielle itérée correspondante de & . En tenant compte de l'équation

_ B1 Bn—1
L T ’
on voit que l'on a
i
Qm(z,...,z) = & ..el ] Q(m,z)

avec
i=n-1 i=n

R z
omz) = ) (V) | | (g + ABy) lla :
™)
On choisit alors les coefficients p(A) de telle sorte que
Q(m,¢) = 0 pour |m| < c,

ou <, et 3 sont des entiers (dépendant de < ) convenablement choisis. C'est

et 5=0,1,.--,C3

13 un probléme linéaire homogéne, ) coefficients algébriques de degré d donné,
ayant plus de 2d fois d'inconnues que d'équations (si les < sont bien choisis);
de plus, on peut facilement en majorer les coefficients. En vertu d'un lemme fonda-
mental (et élémentaire) de Siegel ([11], vol. I, p. 213) on peut donc choisir pour

p(A) des entiers non tous nuls de valeur absolue < c4 .

Ceci fait, le point essentiel de la démonstration consiste 3 prouver que l'on a
Q(m,¢) = 0 pour |m| < cg et ¢=0,1,..0,¢

ou c5 est un peu plus petit que c_, , mais c

> 6 nettement plus grand que c

3
Pour cela, on remarque que la fonction analytique @m(z,...,z) a beaucoup de zéros

(les points z = ¢ , avec 0 < ¢ < c3 ) avec des ordres de multiplicité élevés dans

le disque Izl < C3 . D'autre part, on peut facilement majorer la valeur absolue de

cette fonction dans un disque de rayon c7 trés grand. Si l'on choisit alors c

6

intermédiaire entre c3 et c7 , une variante du lemme de Schwarz montre que
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lim(z,...,z)l est majoré par 1/'c8 pour |z| < c6 . Mais, si ¢ est un entier posi-

tif < ¢, Q(m,¢) est un nombre algébrique dont on peut facilement estimer le déno-

minateur ainsi que les valeurs absolues des conjugués. Il en résulte que, si ce nombre
n'est pas nul, sa valeur absolue est au moins égale 3 1/c9 (c'est une variante du

principe bien connu : un entier non nul est au moins égal 3 1 en valeur absolue).

Comme @m(e,...,e) et Q(m,¢) sont proportionnels, on en déduit une minoration

lqam(e,...,e)l 2 1/c10 si @m(e,...,e),!o et 0s¢<c

6 °
Or, si |m| < c5 , on peut s'arranger pour que c10 < c8 . On a donc bien

@m(e,...,e) = 0 pour |m| = Cg et 0= ¢és<cy .

En prenant m = O , on obtient en particulier les relations

X1 Xn ¢
EE p(n) (a1 e Y = o0 pour 0= ¢é<c

6 *
O0sA.Sc
i 1

Or, si 1l'on a bien ajusté les c, , on peut prendre Cg = (c1 + 1)n . Le systéme

d'équations linéaires ci-dessus a alors Cg inconnues (1es p(A) ) et cg équa-

tions. Comme il a une solution non triviale, son déterminant est nul. Mais ce déter-

minant n'est autre que le déterminant de Vandermonde formé A partir des mondmes
X1 xn
o e an ,ou 0 < Xi < c1 s on en conclut que deux de ces mon8Bmes doivent &tre

égaux, donc qu'il existe deux familles distinctes (R1,...,kn) et (k;,...,ké)

telles que
A N Al A
1 n _ 1 n
G eee @ =0y ees O .

Cela contredit 1'indépendance multiplicative des «. , C.Q.F.D.
Remarques

1) Lorsqu'on ne suppose plus les oy multiplicativement indépendants, 1'argument

ci-dessus doit @tre modifié (cf. [2], II) ; on établit une majoration des coeffi-

cients de la série de Taylor de &(z,...,z) et l'on obtient une contradiction en
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utilisant le déterminant de Vandermonde formé 3 partir des k1é1 + eee + ann .

2) La démonstration du th. 2 est analogue i celle du th. 1 : on suppose que 1l'on a
une relation
= eee 1 :
log(a,) B, + B, log(e,) + + B,y log(a)
ou les oy et Bi sont algébriques, et Bo % 0, et 1'on utilise la fonction

Q(Z z ) _ z (.\)Z)\o e)\nsozo ()\1 + Kn51)z1 a()\n_1 + 7\an_1 )zn_1
o't 1) T L PV & % ,
()

cf. [2], 11I.

§ 2. Minorations et majorations effectives.

2.1. Formes linéaires en logarithmes.

Soit x € 5 ;5 parmi les équations non triviales
axd s v a, = 0 (a, € 2)
o * d i

vérifiées par x , il en existe une et une seule (au changement de signe prés) qui

est de degré minimum et dont les coefficients a; sont premiers entre eux. L'entier

suplail est alors appelé la hauteur de x , et noté h(x) .

THEOREME 1' ([2], III).- Soient n et d des entiers 21, soit k un nombre réel

> n et soient 61,...,€n des éléments de L , non tous nuls. Il existe alors une

constante

c = C(n,é1,...,£n,k,d) > 0

ayant la propriété suivante :

Si 81""’Bn sont des nombres algébriques non nuls, de degré < d , et sont

linéairement indépendants sur Q@ (ou si les €i

sont linéairement indépendants sur

Q ), on a :
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(") |e1e1 4 eee 4 snenl > C.exp(-(log H)k) y, ou H =‘sup.h(Bi) .

De plus (c'est un point essentiel), la constante C est effectivement calculable

en fonction de n,k, 4d, 81,..., en

L'inégalité (%) entraine en particulier que e1e1 + ...+ B € est A0 ; le
th. 1' est donc une amélioration "quantitative" du th. 1. Sa démonstration (cf. [2],

I, II, III) est trés voisine de celle du th. 1. On suppose que l'on a

le, - (Byey + cov B, 1€, D = &,

avec e, trés petit, et 1l'on doit tirer de 1) une contradiction., On introduit la

méme fonction @ qu'au n° 1.3, et 1l'on impose ici encore les conditions

Q(m,¢) = 0 pour |m| = c, et £=0,1,.00,Cy
le point essentiel consiste 3 montrer que 1l'on a
Q(m,¢) = 0 pour lm] < cs et ¢€=0,1 veees Cg oo

Pour cela, on considére la fonction @m(z,...,z) et 1'on utilise le fait que

m

Qm(é,...,é) est trés voisin de 611

n-1
...en_1

Q(m,¢) , donc trés petit. Le lemme de
Schwarz ne s'applique plus, mais Baker le remplace par une intégrale convenable. La

fin de la démonstration est essentiellement la méme.

Remarque. Le théoréme ci-dessus avait été conjecturé par Gelfond, qui en avait démon-

tré le cas particulier n = 2

(cf£. [9], chap. III) et avait mis en évidence 1l'intéret
du cas général.

Le th. 2 a également une forme quantitative :

THEOREME 2' ([2], III).- Soient n,d 21, soit k > n+1 et soient £,,...y¢) des

éléments de L . Il existe une constante C' > 0 telle que, Ei eo...-,en sont des

nombres algébriques de degré < d , avec Bo % 0, on ait :

(*%) B, + B,&, + .o + B¢ | > Clexp(-(log 1)) , ot H = sup.h(B;) -



80

(Ici encore, la constante C' est effectivement calculable en fonction de
n,k,d ,61,...,£n .)
On trouvera diverses variantes des ths. 1' et 2' dans [2], IV, dans [3], ainsi que

dans des articles récents de N. Feldman, V. Sprind%uk, A. Vinogradov parus aux Doklady,

Mat. Zam. et Mat. Sbornik,

2.2. Approximation des nombres algébriques par des nombres rationnels.

Soit o wun nombre algébrique de degré d 2 3 . Comme 1l'a remarqué Liouville, il

existe une constante ¢ > 0 , facile 3 expliciter, telle que

|a - P : = pour p,qeZ, q21.
q qd

Autrement dit, on ne peut pas approcher « par un nombre rationnel p/q avec une
approximation sensiblement meilleure que 1/qd .
On sait que ce résultat a été amélioré successivement par Thue, Siegel, Dyson,

Roth ; 1'énoncé le plus fort, celui de Roth, affirme que

o-P > Sle)
q

tout € > 0 .
q2+c pour tou

Toutefois, la démonstration de Roth (comme celles de ses prédécesseurs) ne donne aucun

moyen de calculer c(e) , pour « et & donnés ; elle ne fournit qu'un théoréme

d'existence.
On doit 3 Baker la premiére amélioration effective du théoréme de Liouville :

THEOREME 3 ([3], I).- Soit @& un nombre algébrique de degré d 2 3 et soit

k>d + 1 . Il existe une constante c = c(a,k) > 0 , effectivement calculable, telle

que

1/x
|a-§ 2 cqdellos d) pour p,qeZ, qz1.



81

Remarques

1) Le th. 3 améliore le théoréme de Liouville "seulement" par un facteur
(10g q)'/¥
e i & part son c8té "effectif", il est moins bon que le théoréme de Roth
(ou meme que celui de Thue).
2) Pour certains g« » Baker a obtenu de meilleures estimations, grace A une méthode
toute différente. Ainsi (cf. [1]) :
3 P 107 3 P 1077
J2 -2 > —— t 7 - > = .
|72 -3l 21955 e |77 -3 27

Démonstration du théoréme 3.

Elle est basée sur une variante du th. 1'., Indiquons—en bridvement le principe
(déja utilisé par Gelfond (9], fin du chap. III, dans le cas o d = 3 et ou 1l'un

des conjugués de & n'est pas réel).

On peut supposer @ entier, Soient a1,...,ad ses conjugués, avec o = o, et

posons

m o= [(aey = p)ece(aay - P)|
C'est un entier 2 1 , et tout revient a3 montrer qu'il ne peut pas 2tre trop petit
(par rapport 3 q), i.e, qué l'on ne peut pas avoir

o(log a)'/x )

|m| < c'
Supposons que ce soit le cas. On montre sans difficulté que 1'idéal engendré par
Po -~ q admet un générateur vy dont les conjugués Yi sont "assez petits" en valeur
, 1/4
absolue (de 1'ordre de |m| ). On a donc
P¥ - q = YE ’ ou €& est une unité,

De plus, si €(1),...,e(r) est un systéme fondamental d'unités du corps @(&) , on

peut supposer que l'on a

™ RS
e = ¢(1) " ... e(r) » avec n € 7Z.
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Comme d 2 3 , on peut appliquer ceci 3 trois conjugués de o :

Yi &

Pa, -9 = Y€,

Pd1 - q

pas—q ’Y353 .
Par hypothése, pa1- q est "petit" ; 1l'un au moins de pa; - g doit donc &tre

"grand" ; c'est celui que 1l'on appelle ;)a3 - q . Eliminons maintenant p et g

des trois équations linéaires ci-dessus. On obtient une relation de la forme

’

A1 51 + A2 52 + A3 83 = 0

ol les rapports mutuels des Ai sont assez petits en valeur absolue. Mais ¢ est

1
n " 1 1 1
3 est "grand". En divisant par 52 , On voit que A2 + A3 83/52 est

"petit" et €
"petit", i.e. que log(e3/52) est trés voisin de log(-Az/AS) . Or, si 1'on pose
n = e(1)3/e(1)2 , on a

log(e,/e,) = ny 1og(My) + «oo + n log(n) .
On obtient ainsi une valeur "trés petite'" de la forme linéaire

n, log(ﬂ1) + eee+ 1og(ﬂr) - 1og(-—A2/A3) ;
comme on peut en outre majorer explicitement les n., , on en déduit une inégalité dont

on peut montrer qu'elle contredit une variante du th. 1' ([3], I, th. 3).

2.3. Majorations des solutions entiéres de certaines équations.

a) Equations f£(X,Y) =m .
i=d
Soit f£(X,Y) = E: a; ¥t yd o polyndme homogéne de degré d = 3 , irréductible
i=0
sur Q@ , et & coefficients entiers. On peut écrire
i=d

£X,Y) = a, || (¥-eXx),

1=1

ou les di sont les conjugués d'un nombre algébrique o« de degré d . Les théorémes
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d'approximation de « par des nombres rationnels se traduisent ainsi en des théorémes

sur les solutions entiéres de 1l'équation f£(X,Y) =m ol m est un entier donné

c'est par ce procédé que Thue avait démontré qu'une telle équation n'a qu'un nombre

fini de solutions (mais sans pouvoir majorer celles-ci). Le th. 3 entratne immédia-

tement :

THEOREME 4 ([3], II).- Soit k > d + 1 . Il existe une constante

c = c¢c(k,da, ao,...,ad) > 0,

effectivement calculable, telle que, si f£(x,y)

=m, avec X,y € Z, et m=21

’
on ait

sup(|x], Iy]) s c.exp( log(m* ) .

(si H = sup(lail) et si r = 32dk2/(k-d-1) , on peut prendre c
cf. [3], 1II, th. 2.)

r2 rd3
= exp(d H ) ’

b) L'équation Y2 - X3 =D

De nombreux cas particuliers de cette équation ont été étudiés depuis le

dix-septiéme siécle (cf. [10], chap. 26). Baker démontre :

THEOREME 5 ([3], II).- Si x,y € Z sont tels que y° = x> + D , avec D £ 0 , on a

4
sup(|x| , |y]) < exp(10'°p|"?")

Autrement dit, si x3 % y2 , On a :

4

|x3 - y2| > 10_10(1og(x))10 , pour tout x =1 .

(Noter que cette minoration n'est intéressante que si le nombre de chiffres de x3
100000

dépasse 10 , i.e. si x n'est pas "trop petit" ...)

Ainsi, pour D donné, 1l'équation y2 - x3 = D peut &tre résolue par un calcul

fini, bien qu'un peu long. Il est d'ailleurs certain que les bornes données par Baker

peuvent 2tre améliorées. Un premier pas dans cette voie vient d'2tre fait par Siege1[12].
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Démeonstration du th. 5.

Elle utilise une méthode de Mordell. Si y2 - x3 = D , on considére la forme cubi-
que £(X,Y) = X3 - 3xXY2 - 2yY3 , dont le discriminant A est égal 3 - 108 D , La

théorie de la réduction, due 3 Hermite, montre qu'il existe une forme cubique
3 3

g(x,y) = a X+ eee o+ aYT avec |ai| < |A|% '

a

b
et une matrice s = ( d) € SLZ(ZQ telles que s(g) = £ . En écrivant que le coef-

ficient de X° (resp. X°Y ) dans s(g) est égal 3 1 (resp. a3 0), on obtient des

équations que doivent vérifier les coefficients a,b,c,d de s ; en utilisant le

théoréme 4, on en déduit des majorations de ces coefficients en fonction de |A| ;

d'oh une majoration pour sup(|x|, |y|) , qui est celle du théoréme 5.

c) Autres équations.

Dans [4] et [5], Baker donne des bornes explicites pour les solutions entiéres

d'équations de la forme

m

n
= ax ee + QA . €
y o + . n ! a; z , a0 # o,

en fonction de H

sup(lail) . Les résultats sont les suivants :

- S m=2, n=23, et si le polyndme aOX3 + e v 2y @ trois racines distinctes,

6 106
sup(|x|, [y]) < exp((10°H)'" ) .
-5 m,n23, et si le polyndme aOXn +oeee v A

a au moins deux racines simples,

on a

2
1
sup(Ix], Iy]) < exp(exp((5m)'O(a' ™)™ )y .
-5 m=2, et si le polynBme aoXn + ... v 2 aau moins trois racines simples,

on a

10 n2
sup(|x], |y]) < exp(exp(exp((n ~H)"))) .
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Plus généralement, on peut espérer que ces méthodes permettront de rendre effectif le

théoréme de Siegel disant qu'une courbe de genre 2 1 n'a qu'un nombre fini de points

3 coordonnées entiéres ; le cas du genre 1

vient d'@tre traité par Baker et Coates[7].

2.4, Nombres de classes des corps quadratiques imaginaires.

Si d est un entier 2 1 , sans facteur carré, notons h(d) 1le nombre de classes

du corps Q(4/-d) . D'aprés un théoréme de Heilbronn, h(d) tend vers 1l'infini avec
d ; ce résultat a été ensuite précisé et généralisé par Siegel et R. Brauer. Cepen-

dant, aucun de ces auteurs n'obtient une minoration effective de h(d) et par suite

on n'a aucun moyen de déterminer les valeurs de d pour lesquelles h(d) est un

entier m donné, C'est ainsi que le cas m = 1

n'a été résolu que tout récemment

par Stark. Le cas m = 2 n'est pas encore tranché ; toutefois Baker a obtenu le résul-

tat suivant :

THEOREME 6 ([6]).- Soit d wun entier 2 1 , sans facteur carré, tel que

d ¥ 3 (mod 8) .

si h(d) =2 , on a ds105°°
Remarques

1) En fait, les seules valeurs de d vérifiant ces conditions sont
5,6,10,13;15,22,37,58 ;
elles correspondent aux discriminants
-20,-24,-40,-52,-15,-88 ,-148,-232 .
Cela vient d'#tre démontré par P. Weinberger (thése, Berkeley, 1969) par une méthode
analogue A celle suivie par Stark pour h(d) = 1 . En principe, cela pourrait aussi
se déduire du théoréme précédent et d'une vérification "finie".
2) Pour d = 3 (mod 8)

et h(d) = 2 , on n'a que des résultats partiels
(c. J. Moreno, N.Y.U.).
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