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Séminaire BOURBAKI
22e année, 1969/70, n° 367 Novembre 1969

ALGEBRES Ap ET CONVOLUTEURS DE LP

par Pierre EYMARD

Soit G wun groupe localement compact, et soit A(G) 1'ensemble des fonctions
u=fxg,ou fe L2(G) , g€ L2(G) . Si G est abélien, de groupe dual & , il
résulte du théoréme de Plancherel que A(G) est une algébre pour le produit ordinaire
des fonctions, celle des transformées de Fourier de fonctions de L1(§) .81 G n'est
pas abélien, on peut encore montrer, par des méthodes hilbertiennes, que A(G) est

une algébre : elle est étudiée dans [3] sous le nom d'algébre de Fourier du groupe G .

Que se passe-t-il si 1l'on remplace L2(G) * L2(G) par LP(G) * 19(G) , ou

!

1< p< +0 et + 3= 1 ? On ignore si on obtient encore ainsi une algébre, voire

g1=

un espace vectoriel. Mais Carl S. Herz a montré, par des techniques de produit tenso-

riel topologique, que l'ensemble AP(G) des fonctions :

-]

est une algébre pour le produit ordinaire des fonctions. M&me pour G = R, ce résul-
tat est nouveau. Il ouvre la voie 3 des recherches inspirées de l'analyse harmonique :
théorie des idéaux, synthése harmonique, calcul symbolique, etc..., dans l'algébre
AP(G) . D'autre part, par le biais de la dualité, AP(G) est liée aux convoluteurs
de LP(G) ; on peut donc espérer que son étude éclairera la question des multiplica-

teurs de Fourier de LP .

Nous décrirons ici les premiers résultats obtenus sur les AP(G) , avec des indi-
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cations succinctes sur les démonstrations. Les principaux d'entre eux, notamment ceux
des paragraphes 3, 4 et 8.3, sont diis 3 C. S. Herz, et non publiés actuellement. Aux
paragraphes 6 et 7, le conférencier a généralisé des résultats connus quand p = 2 .
On consultera aussi [2] et [14]. A la fin de 1'exposé, nous dresserons une liste de

problémes.

1. Notations.

G désigne un groupe localement compact et dx une mesure de Haar ) gauche sur G.

Pour 1 < p< +®, on considére les espaces LP(G) relativement 3 dx ; on pose

% + % =1 . L'espace €(G) est celui des fonctions complexes continues sur G ; %(G)
l'espace de celles qui sont 3 support compact ; 'EO(G) de celles qui tendent vers O
34 1'infini ; Jﬂ(G) est l'ensemble des mesures de Radon bornées sur G . La masse-

unité au point a € G est notée ea .

Si f est une fonction sur G, et si b, xe€ G, on pose :

Fx) = e 5 e (x) = £(xb) .
Le dual de 1l'espace de Banach produit tensoriel projectif LP(G) & L9(G) s'iden-

tifie 3 l'espace de Banach L[Lq(G)] des opérateurs bornés sur LI(G) , par la for-

mule d'accouplement

(T, @) = k§1 (£, + Tg,)

8

. q 2 .
si T ed[Ld(e)] et o=z £, ®g c1P®1%, ou g,el?, g e1? et

©
k§1 ||fkllpllgk‘|q <o .« Sur L[Lq] nous appellerons "ultrafaible" la topologie faible

de cette dualité.
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2. Rappel sur les groupes aménables.

Pour 1l'énoncé de certains théorémes, nous supposerons, le cas échéant, que le
groupe localement compact G est aménable. Cela signifie (cf. par exemple [5], [12],

[16]) qu'il posséde les propriétés équivalentes qui suivent :

(i) G a la propriété du point fixe ;
(ii) il existe sur L (G) une moyenne invariante ;
(iii) la représentation triviale de G est faiblement contenue, au sens de

J. M. G. Fell, dans la représentation réguliére gauche de G ;

(iv) pour tout compact K< G , et tout € >0 , il existe un compact V de

mesure > 0 tel que mes(kKV) £ (1 + €)mes(V) .

Les groupes compacts, les groupes abéliens et, plus généralement, résolubles sont
aménables. Les groupes discrets libres 4 n 2 2 générateurs, les groupes de Lie con-

nexes semi-simples non compacts ne sont pas aménables.

3. AP(G) est une algébre.
3.1. L'espace vectoriel AP(G) défini au préambule est de Banach pour la norme
lull T el lls, |
u = inf Z f g -
A (1) k=t kTPTTKTA

AP(G) n'est autre que 1'image de LP(G) & 14(¢) par 1'application P , de norme 1,
définie par :

Pop(x) = IG o(xz, z)dz \ @etP®L?, xec) .

On a Ap C‘CO et ||u||Apz ||u.||°° .

Si u est une fonction sur G , la fonction Mu est définie sur G x G par

Mu(x,y) = u(xy" ') .
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Des applications analogues 3 P et M ont été utilisées systématiquement par

N. Th. Varopoulos dans [21].

DEFINITION.- BP(G) (resp. QP(G) ) est 1l'algébre de Banach des fonctjons continues
bornées sur G qui sont des multiplicateurs de AP(G) (resp. telles que Mu soit
un multiplicateur de LP & LY(G) ), avec la norme d'opérateur de multiplication.

On a évidemment B C B_ et Hu“ Sllu” , 3 cause de 1l'identité :
- P ®p 5

P[M(u).¢] = u.Py (ue B, 5 9 P& LYy .

THEOREME 1.- Soit © une représentation continue d'un groupe localement compact H

dans un groupe localement compact G . Alors l'application u +~ u ° @ applique

AP(G) dans EP(H) , en abaissant les normes.

Par linéarité et densité, on se raméne 3 voir que, si f , ge K(G) et
i, keXE), y=M(£* ¥ o 0)(§®k) e LP®Li(H) , et

L L WO TP EU N

P (e vie)  Pa) 1i(w)

s'écrire sous forme d'intégrale 3 valeurs vectorielles

. Or on constate que ¢ peut

v = f [(fz o 0)j® (g ° o)k]dz
G z
ou la fonction sous le signe somme, 3 valeurs dans P ® Lq(H) , est continue et inté-
grable, car, d'aprés 1l'inégalité de H®lder,

O R LN N [CRDE N R

d
Li(w)

n

o || P v 1/p o q v 1/§
(N, DTy gy 77 U N, o)kqu(H)d)

(] letex. w36 ax an)V? ([ [ lgloy . wx() % ay aw)'/3
G H G H

PR CUIPN CUROIN T
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COROLLAIRE.- Soit G un groupe localement compact, et soit 1 < p< +w . Alors

AP(G) est une ALGEBRE de Banach pour le produit ordinaire des fonctions.

I1 suffit d'appliquer le théoréme 1, avec H = G en prenant pour ¢ la repré-

sentation identique, et d'utiliser 1l'inclusion B CB

Remarques.- 1) L'algébre de Banach A2(G) cofncide avec 1l'algébre de Fourier A(G)

étudiée dans [3].

2) Supposons G aménable. En s'appuyant sur 2 (iv), il est facile de voir qu'alors
U+ Uuo @ se prolonge en une application de BP(G) dans BP(H) . De plus, dans ce
cas, on montre que les algébres normées EP(G) et BP(G) coincident, et que l'appli-

cation identique de AP(G) dans BP(G) est isométrique.

3) Supposons H aménable et @ propre. Alors on déduit de 2 (iv) que ue» uo ©

applique AP(G) dans AP(H) .

4) Soit j nouveau G quelconque, soit H un sous-groupe fermé de G , et prenons

pour ¢ 1l'injection canonique de H dans G . Dans ce cas, on peut dire plus :

1'application de restriction de AP(G) A H applique AP(G) sur AP(H) . Pour la
démonstration, on se raméne au cas oi G est séparable et 1l'on utilise une section

borélienmme de G/H dans G .

3.2. Signalons enccre la

PROPOSITION.- La boule-unité de §P(G) est fermée dans l'espace ‘€(G) muni de la

topologie de la convergence compacte sur G .

Soit E 1le sous-espace vectoriel de J(L!) engendré par les opérateurs T, .9

o' Yo

de rang 1 sur 1Y définis par la formule

Tfo,gb(g) = [IG £ (x)g(x)ax]g, (£, 4 9, € ®(G)) -
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Le dual de l'espace normé E s'identifie 3 1P & 14 , €t, si @ e R A , ONn a :

(2) Wity o) = [ £,(9,()0(x,y)ax ay .
o “o GxG

La boule-unité K de LP ® L9 est compacte pour la topologie T faible de dualité

avec E . Soient alors des Uy [S Ep ’ ||ua“B < 1, qui tendent vers une fonction u
-P

pour la convergence compacte sur G . Soit ¢ € K . Les Mua tendent vers Mu unifor-
mément sur tout compact de Gx G , d'ou l'on déduit, d'aprés (2), que (Mu)p est une

T-valeur d'adhérence dans K des (Mud)¢ .

COROLLAIRE.- Soit u € X(G) , et soient des u ¢ AP(G) , telles que “U‘a”A <1,
P

et qui tendent vers u pour la convergence compacte sur G . Alors u € AP(G) .

4. Le dual de l'espace de Banach AP(G) .

Notons CVP(G) 1'ensemble des convoluteurs de LP(G) , i.e. des T e £[LP(6)]
tels que, pour tous f , ge B(G) , on ait T(f %x g) = Tf *x g . Si p € j"(G) , on
désignera par p(u) le convoluteur £ +» p * £ ., On notera PMP(G) ( PM pour
"pseudo-mesures") 1l'adhérence ultrafaible dans Cvp(G) de 1l'ensemble des opéra-

teurs p(f) , f € L1(G) .

THEOREME 2.- 1) L'espace de Banach dual de AP(G) s'identifie } 1l'espace de Banach

PMq(G) par la formule d'accouplement

®
(T y u) = k§1 (fk ’ Tgk) ’

ou T e PMq(G) et ol u € AP(G) est donnée sous la forme (1). La topologie faible

de dualité G(Aé’ AP) se transporte alors en la topologie ultrafaible des opérateurs.

De plus, si p e} (6) , ona (o), W) = [ u(x)a(x) .

2) Supposons G quelconque, mais p = 2 , ou supposons p quelconque, mais G
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aménable. Alors on a PMP(G) = CVP(G) et, plus précisément, tout T € Cvp(G) est

limite ultrafaible d'opérateurs p(fi) y ol £, € L'(G) et ou Ilp(fi)“Cv s||THCVP.
N'insistons pas sur le 1), facile i prouver (cf. par exemple [17]). Le cas

p = 2 du 2) résulte du théoréme de commutation et du théoréme de densité de Kaplansky

(cf£. [3], p. 210). Donnons quelques détails sur le 2), pour p quelconque et G

aménable,

Soit h € LP(G) . On dira que h est un élément "borné" de LP , s'il existe une
constante C, telle que, pour tout £ ¢ K(G) , on ait ||lh x fllp < ChllfHP . Alors
n définit un convoluteur de LP , que nous notons p(h) . Si T e CvP , T(h) est

encore un élément "borné" de LP , et p(Th) =T o p(h) .

Par des calculs analogues 3 la démonstration du théoréme 1, on montre que, si h

est "borné", et si f , g, j , k sont quatre fonctions mesurables bornées 3 support

compact sur G , on a la formule :
(3) (L3 » k)n, £® gy = (p(n), [M(5 * M)I(e® g)) .

Soit alors T € Cvp(G) . Suivant une idée due 3 Figa-Talamanca [4] dans le cas

abélien, on va procéder 3 une double régularisation de T .

Premier pas : T est limite forte, donc ultrafaible, d'opérateurs p(hi) , ou les

hi sont des éléments "bornés" de LP , et ol llp(hi)HCv < ||T”Cv

Pour le voir, il suffit de prendre des e, € %®(G) tels que [leiH1 <1 et qui
soient une approximation de 1'unité dans LP , puis de poser h = T(ei) .

P
Second pas : On est ainsi ramené au cas ou T = p(h) , h élément "borné" de L
Puisque G est aménable, d'aprés 2 (iv), pour tout compact K C G et tout € >0,
soit V un compact de mesure > 0 tel que mes(kv) < (1 + €)Pmes(V) . Alors, si

1'on pose :
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-1

uex = [(1 + &)mes V] Xpy * Xy

ou la notation ¥ est pour "fonction caractéristique", on a H ug K”A =1 . On déduit
’
P

de (3) que, pour tout ¢ € - A

Plug ) ved = (o), Mlug o) -
I1 en résulte que les Hp(ue Kh)” restent bornés par ||p(h)HCV , et, comme

’

Cv
P

u, o€ L1(G) , il reste 3 voir que 1lim p(u_ _h) = p(h) wultrafaiblement dans Cv_ ,

€, £,k e, X P

ce qui n'offre pas de difficulté.

5. Caractérisations des groupes G aménables, en termes de AP(G) et de Cvp(G) .

Pour la démonstration du théoréme suivant, nous renvoyons 3 [16], chapitre 8 ; [12]

et {13].

THEOREME 3.- Soit G un groupe localement compact, et soit 1 < p € +» . Les assertions

suivantes sont équivalentes :

(M) G est aménable ;
(2)P dans l'algébre de Banach AP(G) il existe une unité approchée (bornée par 1

en norme) ;

(3)P pour toute mesure y positive bornée sur G , on a Ilp(u)HCv = “u”1 ;
P

(4)p si une mesure positive convole LP(G) dans LP(G) , c'est une mesure bornée.

Dans le cas du groupe non-aménable G = SL(2,R) , R. A. Kunze et E. M. Stein ont

obtenu dans [10] le résultat suivant, plus fort que la négation de (4)2 :

soit G = SL(2,R) et 1 <r<2 ; alors, pour tout k € Lr(G) ,

£+ k * f est un convoluteur de L2(G) .

Leur démonstration utilise explicitement la formule de Plancherel pour SL(2,R) . Il
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serait intéressant d'examiner si ce phénoméne "d'hyper-non-aménabilité" a lieu pour

une classe plus vaste de groupes, par exemple ceux qui sont semi-simples de centre

fini.

6. Synthése harmonique pour AP(G) : généralités.

6.1. Ap(G) est une algébre de fonctions continues tendant vers 0 3 l'infini

sur G . Son spectre de Gelfand s'identifie 3 G . Si G est abélien, ce fait découle

simplement des inclusions FL1(a) = A2(G) c AP(G) C:CO(G) » qui résultent, via le théo-
réme 2, du théoréme de Riesz-Thorin. Si G est quelconque, on le voit en reprenant la
démonstration faite dans [3], p. 220-222, pour le cas p = 2 , c'est-3~dire en s'ap-

puyant essentiellement sur le lemme suivant, dont l'origine*remonte 3 H. Helson [6] :

LEMME (de contraction des supports).— Soit X 1'espace vectoriel engendré par les
fonctions f » g, ou f et g sont fgnctions caractéristiques de compacts dans G .
Soit T € CVP(G) un convoluteur tel que, pour toute u € X , le support de la fonc-
tion Tu soit contenu dans le support de u . Alors T = AI , ou A\ est une cons-

tante et I 1l'opérateur identique.

Sur sa définition, on voit facilement que l'algébre AP(G) est réguliére au sens

de Chilov.

En posant {uT,v) = (T,uv) , pour T € PMP et u, ve Aq , on fait de PMP(G)
un Aq(G)—module. On appelle support d'un T € PMP(G) 1l'ensemble (fermé dans G ) des
ae G tels que l'opérateur p(e,) soit limite ultrafaible dans L(LP) d'opérateurs
w, T, ol u, € Aq(G) . Si c'est le cas, on peut méme montrer que p(ea) est limite

ultrafaible d'opérateurs uiT y OU ||uiTHCv <1 . Pour que a e supp(T) , il faut et

il suffit que, pour tout voisinage V de a , il existe une u € Aq(G) (resp. une
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ueX), a support dans V , et telle que (T ,u) £ 0 .

Soit E un fermé dans G ., C'est, par définition, un ensemble de synthése pour

Aq(G) si les hypothéses T e PMP(G) et supp(T) € E impliquent que T soit limite
ultrafaible de combinaisons linéaires d'opérateurs p(ex) , ol xe E . Par le lemme
de contraction des supports, il est immédiat de voir que tout ensemble réduit 3 un
22123 est de synthése., De plus, en imitant les démonstrations faites pour p = 2

dans [3], chapitre 4, on obtient la formulation suivante du théoréme de Ditkin-Chilov

A (G :
pour 4_(6)

Soit T € PMP(G) tel que la frontiére de supp(T) ne contienne pas d'ensemble

parfait non vide.

1) Soit wu € Aq(G) . Si u est identiquement nulle sur supp(T) , alors uT =0 .

2) 8i, de plus, G est aménable, T est limite ultrafaible de combinaisons linéai-

res d'opérateurs p(x) , ol x € supp(T) .

6.2. Au passage, notons une application du théoréme de synthése ponctuelle 3 la

détermination des convoluteurs isométriques de LP(G) , pour p # 2 . Dans ce cas,

S. K. Parrott [15] et R. S. Strichartz [19] montrent qu'il n'y a pas d'autres convo-
luteurs isométriques que les kp(ea) ,ou aeG et |\ =1 . On peut simplifier
leur démonstration comme suit, tout au moins si le convoluteur isométrique T est
dans PMP(G) . Un lemme de Banach (cf. [11]) énonce que, si u , ve LP et si

P % 2 , on a l'égalité de la "médiane" :

P _ P _ P P
s vIE + flu - vIR = 2llull® « 2llvl
si et seulement si u(x)v(x) = 0 presque partout. Par synthése ponctuelle on est

ramené 3 voir que, dans le support de T , il n'y a pas deux points distincts a



65

et b . 8i c'était le cas, il existerait un voisinage V, de a et un voisinage V2
de b , d'intersection vide. Soit u (resp. 4 ) une fonction appartenant 3 X , A
support dans V, (resp. v, ), telle que (T ,u) = Tu(e) # 0 (resp. telle que

Tv(e) # 0 ). On aurait uv = 0 , donc (Tu)(Tv) = O d'aprés le lemme de Banach, d'ol

contradiction.

Rn

7. Synthése harmonique pour AP(G) : cas de G

7.1. Pour énoncer des résultats plus précis, nous supposons maintenant que G = Rn.

Alors, d'aprés Riesz-Thorin, on a CvP = qu [ Cv2 . La cotransformation de Fourier

F applique bijectivement Cvp sur l'espace MP des multiplicateurs de FLP . ona

M cM, =L1" . sur MP nous utilisons les deux topologies transféréesapar F de

Cvp : celle de la norme, et l'ultrafaible.

Soit T e Cvp et £ =9T . Le support de T cofncide avec le support de la dis-
tribution T , et n'est autre que le spectre de f au sens usuel, i.e. l'ensemble
sp(£f) des a e R® tels que exp(2mia.x) soit limite faible dans L~ de combinai-
sons linéaires de translatées de f . Dire qu'un fermé E de Rn est de synthése
revient 3 dire que toute f € Mp dont le spectre soit inclus dans E est limite
ultrafaible de combinaisons linéaires des exp(2mil.x) , ou A € E . Ainsi tout théo-
réme de synthése pour Ap, conduit 3 un théoréme d'approximation de multiplicateurs

de FLP par des polyndmes trigonométriques.

7.2. On a d'abord un résultat du type de Beurling-Pollard :

THEOREME 4.- Si S est un fermé de R et si & > 0 , soit SE 1l'ensemble des
n . . .
x e R, x % S, tels que dist(x,S) s e . Si u est une fonction, posons

we(u) = sup |u(x)| .
X € Se
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Soit f € MP(Rn) telle que sp(f) € S . Soit u e AP(Rn) telle que :

u(x) =0 si xes ;
Lo, ()]

lim inf ——— mes[s_ N supp(u)] = 0.
n €
eE—->0 €

Alors la distribution u(¥f) est nulle.

Gra&ce 3 l'unité approchée de Ap y on peut supposer u 3 support compact. Si Xe

est la fonction caractéristique du cube |tk| < £ s k=1,..., n, on pose :

n

n -—
AE = ez—n € * XE et ‘AE = ?AE o

as

1

Alors AAE el NL° et ||A€||p <Ce , o C est une constante indépendante de €.

De plus, les AAE(x) tendant vers 1 uniformément sur tout compact, on a :

yu) = im Fu(x x) B (x) ax .
(5) R R CEORNOK

Oon a supp[?’(f'l\e)] sy §g » donc, d'aprés la formule de Plancherel et 1'inégalité

de H8lder, on a, en posant T = Ff

IJ a0 £6) B axl = 1] a(e) 5B () el

= | u(t) F(£3)(t) at| = | u(t)[T(a,)](t) at|
Iseﬂsupp(u) € J‘S N supp(u) €

< ( Ju(t) |%ar) /9 ( IIE RO |Pa)/P

S, N supp(u)

< Nl 118,11 o (e)lmes(s. N supp w3/,
Cvp e''p u €

et la conclusion du théoréme 4 découle alors de (5) et des hypothéses.
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7.3. Nous allons maintenant généraliser le théoréme de synthése de C. S. Herz

pour le cercle (n=2, p=2) , et le contre-exemple de L. Schwartz (n 23 ,

P = 2) . Mais nous ne savons pas ce qui se passe dans le cas critique n >3 ,
_n-1
P=n-2"

THEOREME 5.- Soit S| 1la sphére-unité SIS ti =1 dans R® . soit
i1<p=<2.

n -1 -
a-3z<pPs 2 , la sphére s° ! n'est pas

1) i n=3,p=2 ousi n>3,

un ensemble de synthése pour Ap(Rn) .

2) Si n=1 ou 2 pour tout p, ousi n23 pour 1<p< 2—5—% , la sphére
n-1 n
S est un ensemble de synthése pour AP(R ) .

Pour démontrer le 2), on utilise la méthéde de Herz pour le cercle et A2(R2)
(cf£. [7]) avec quelques complications dues 3 la dimension n . Pour le 1) on reprend
1'idée de Schwartz [18] avec quelques complications dues au fait qu'on doit travailler
avec un multiplicateur de FLP , et plus seulement avec une fonction bornée.

1) Soit s 1la mesure superficielle invariante par rotations sur ' s'agit

. = Os ' ' n -1
de voir que @ =7F (3X1) € Mp . C'est ce qu'on prouve, pour =——5

< p<2, en appli-

quant un théoréme d'interpolation de E. M. Stein [20] sur les familles analytiques
. 2,12v2/2 Von défi-

d'opérateurs. Pour z complexe, on pose wz(t) = (1 + 4n°|t]|°)7 “p(t) , et 1'on défi

nit un opérateur T = par Tz(f) = ?(wz.aif) . On constate que :

(6) pour Re z = = ; 3 rona T e Cvz(Rn) ,

n-3

car dans ce cas ¢, est bornée, puisque ¢(t) = o(|t] ) quand [t] = +e

7 pour Re z = -1, on a Tz e Cvp(Rn) pour tout 1 < pPp< += ,
v

-z
Bx1

car alors TZ = * s ,ou V z est le potentiel de Bessel d'ordre - z .
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Par interpolation, on obtient que T_ =TFg € Cvp(Rn) si 2 = ; <ps2

2) Soit f e Mp(Rn) telle que sp(f) < 1. Supposons 1 < p < ﬁ—f—% , C'est-
3-dire q>n - 1 . En appliquant le théoréme 4 3 f et A une fonction u indéfini-
ment dérivable 3 support compact telle que u(t) =1 - |t|2 au voisinage de Sn—1
on obtient que
(8) Af + 4mPE = O,
ou A est le laplacien. On est alors ramené 3 prouver que toute solution f de (8)

qui appartient 3 MP est limite ultrafaible de combinaisons linéaires d'exponentielles—

solutions. Ce dernier point s'obtient en passant en coordonnées sphériques :

t = ru N r = ./ t? + eee + ti N u € Sn-'1 ’

et en développant f(ru) , & r fixé, en séries d'harmoniques sphériques, lesquelles
convergent ultrafaiblement vers f au sens des moyennes de Cesaro (C y,n-1) ; on

s'appuie de plus sur le fait que ces moyennes sont des transformées de Fourier de

mesures ) support dans Sn-‘| et qu'elles restent bornées en norme MP .

8. Résultats divers.

8.1. Dans [2], S. W. Drury montre que l'ensemble triadique de Cantor est de syn-
thése pour AP(R) . De plus il prouve que seules les fonctions analytiques "opérent"
sur AP(T) . I1 généralise en outre un théoréme de Beurling et Helson [1] :

si 0: R > R est telle que, pour toute u € AP(R) , on ait uo 0 e AP(R) ,

alors o(x) =ax+b ,ou a,beR, afZo.
8.2. La construction de Malliavin, sous la forme générale, valable pour une algeé-

bre de Banach commutative réguliére semi-simple, que lui a donnée Katznelson ([9],

p. 231), s'applique au cas de l'algébre AP(G) d'un groupe G compact abélien ; on
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obtient qu'il y a alors dans AP(G) des ensembles de non-synthése. On voit en effet
que la condition suffisante (7.2) de 1'énoncé de Katznelson vaut pour CvV_ , en inter-

polant cette condition entre Cv2 et Cv1 = jﬂ

8.3. C. 8. Herz obtient un résultat (non publié) plus général que le théoréme 1,
3 savoir que u +> u o @ applique AP(G) dans §T(H) pour r<ps<2 ou
2 < psr ., Ceci entratne que, si. G est aménable, on a .les inclusions

A2(G) c AP(G) c Ar(G) . Ces inclusions sont évidentes quand G est abélien, d'apreés

Riesz-Thorin.

9. Quelques problémes.

9.1. BEn remplagant LFP(G) et Lq(G) par d'autres espaces E et F de fonctions
(ou distributions) sur lesquels G opére convenablement, par une construction du type

P(E® F) obtenir, puis étudier, des algébres nouvelles,
9.2. Soit u e AP(G) . Existe-t-il £ e LP(G) et g e LY(G) tels que u= £%g 2

9.3. Soit u e Ap(Rn) . Si la fonction u est radiale, peut-on choisir, dans la

définition (1) de u , les £, et g radiales ?

9.4. Soit G, le groupe G rendu discret. A-t-on E?(G) = gp(Gd) ne(s) °

9.5. Dans le théoréme 1, on suppose que O(H) est dense dans G . Alors est-ce

que U > uo O est une isométrie de gp(G) dans EP(H) ?

9.6. Soit H 1le compactifié de Bohr de H et soit © 1l'application canonique

de H dans H . Est-ce que uw> u o O applique gp(ﬁ) sur gP(H) N pp(H) ?

9.7. Les inclusions des AP(G) signalées en 8.3 sont-elles valables pour tout

groupe G ?
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9.8. Si G n'est pas abélien, a-t-on AP(G) = Aq(G) ?
9.9. Le 2) du théoréme 2 vaut-il sans l'hypothése que G est aménable ?
9.10. Soit T dans la boule-unité de PMP(G) . Est-ce que T est limite ultra-

faible de combinaisons linéaires d'opérateurs p(x) situées dans la boule-unité de

PMP(G) ?

9.11. Quels sont les points extrgmaux de la boule-unité de PMP(G) ? Remarque
(communiquée au conférencier par G. Kerkyacharian) : Si »p % 1, il y en a d'autres
que les kp(ea) , lkl = 1 , sinon, d'aprés le théoréme 2 et la formulation barycen-

trique du théoréme de Krein-Milman, on obtiendrait que PMp = Jﬂ

.

9.12. Comparer BP(G) a 1l'espace de Banach CP(G) (resp. DP(G) ) des fonctions

u € €(G) telles que Hu”c = sup II F(x)u(x)dx| < +o (resp. telles
G
Pooeert, flo(®)ly, s
P

que HuHD = Ich u(xn)| < +@ ). Pour p=2 et G aména-
P

sup
<
Iz cpple, g, =1
finie n P
ble, il est connu que ces trois espaces de Banach cofncident.

9.13. Un ensemble de synthése pour A2(G) l'est-il nécessairement pour AP(G) ?

9.14. La sphére-unité Sn_1 est-elle un ensemble de synthése pour AP(Rn) , ou
p = 2 - ; , n >3 ? Sous—probléme : gEL est-il un convoluteur de LP(R®) pour
N 1
n -1
= 2
P n-o2°’ n>327
Si p=2, on sait que les problémes 2, 3, 9 et 10 ont tous une réponse affirma-

tive, ainsi que les problémes 4, 5, 6 si l'on suppose de plus les groupes aménables.
Par contre, si p % 2 , le conférencier ignore la réponse aux problémes 2, 4, 5, 6,

10, 11, 12, 13, méme dans le cas ou G = R .
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