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VARIÉTÉS DE DIMENSION INFINIE

par Nicole MOULIS

Séminaire BOURBAKI

22e année, 1969/70, n° 378 Mai-Juin 1970

§ 1. Introduction. Position des problèmes.

Dans tout cet exposé, E désignera un espace de Banach de dimension infinie,

de type dénombrable, M une variété topologique modelée sur E , paracompacte de

type dénombrable.

Nous supposerons que E admet une norme de classe C sur E - 

Une carte de M sera notée (Ui , où U. est un ouvert de M et cp. un

homéomorphisme de U. i sur un ouvert de E .

Soit A un pseudo-groupe contenu dans le pseudo-groupe des homéomorphismes défi-

nis sur les ouverts de E .

Une structure de A-variété sur M est un atlas maximal sur M tel que, quelles

que soient les cartes (U. ,cp.) et (U. ,cp.) de cet atlas, l’homéomorphisme

1 
o (p. 1 défini sur cp.(U. 1 (1 U . ) appartienne à A .

Soient M et N deux A-variétés; ((U., cp.). ) deux

atlas maximaux sur M et N respectivement, définissant une A-structure sur M

et N . Soit f un homéomorphisme de M sur N ; f est un isomorphisme de A-

variétés si, quels que soient i et j , 03C8j . f o appartient à A.



Nous définissons ainsi une relation d’équivalence sur l’ensemble des -variétés

modelées sur E . L’ensemble des classes d’équivalence sera noté [A] .

Exemples de pseudo-groupes.

1°j Pseudo-groupe C (respectivement des difféomorphismes de classe C

(respectivement définis sur les ouverts de E .

2°) Pseudo-groupe F des difféomorphismes f de classe C~ définis sur les

ouverts de E tels qu’en tout point x de l’ouvert la différentielle Dxf soit

Dxf = Id + 03B1x où Id est l’opérateur identité

OE x est un opérateur compact.

Une F-variété est appelée variété Fredholm.

3°) Pseudo-groupe E des difféomorphismes f , de classe C , définis sur les

ouverts de E , vérifiant la propriété suivante : .

Soient V l’ouvert de définition de f et x un point de V . Il existe un voi-

sinage U de x contenu dans V tel que l’image de U par l’application f - Id

soit contenue dans un sous-espace de dimension finie.

Une E-variété est appelée variété étalée "layer". Notons [H] l’ensemble quotient

de [C~] pour la relation d’équivalence : équivalence d’homotopie. Soit p la projecti

~C ~ -~ ~H~ . Soit [~O] le sous-ensemble de formé des classes qui contiennent

un ouvert de E , il’inclusion naturelle de [~] dans [~C ] .

Considérons le diagramme suivant ( t 1 et t2 sont les applications canoniques

d’affaiblissement de structure) :



Problèmes.

Le premier problème étudié a été celui de l’injectivité de p dans le cas où E

est un espace de Hilbert. Une solution partielle en est donnée par N. H. Kuiper et

D. Burghelea dans [5] . Jointe au résultat de [8], elle prouve que p o i est injec-

tive. Pour obtenir une solution complète de ce problème, dans le cas où E est un

espace de Hilbert, il faut d’abord démontrer que t est surjective, puis en travail-

lant sur des variétés munies d’une structure Fredholm [3] et [4], démontrer que

l’image de i contient l’image de t~ (2~.

Les résultats sont les suivants (E espace de Hilbert) :

1°) p est bijective ;

2°) i est bijective ;

3°) t1 est bijective ;

4°) t2 est surjective.

(On ignore si t2 est injective.)

Dans le cas où E n’est pas un espace de Hilbert, on obtient des résultats partiels.

§ 2. Etude des variétés hilbertiennes par la méthode des décompositions en

anses [.5].

Dans tout ce paragraphe, nous supposerons que E est un espace de Hilbert.

DÉFINITION.- Soit M une variété de classe C modelée sur E , munie d’une métrique

riemannienne complète ; une m-fonction f sur M est une fonction de Morse avec mi-

nimum absolu vérifiant la condition suivante (condition C de Palais-Smale) :

De toute suite de points de M telle que la suite soit bornée

et telle que lim gradient f(x ) = 0 , on peut extraire une suite (x ) qui converge



vers un point critique.

D’après si M admet une m-fonction, M admet une décomposition en anses.

THÉORÈME 1.- Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) M admet pour une métrique riemannienne complète une m-fonction.

(ii) M est difféomorphe à M x E (on dit que M est Palais-stable).

(iii) M est difféomorphe à un ouvert de E .

THÉORÈME 2.- Si deux variétés M et N satisfont à une des propriétés ci-dessus et

sont homotopes, elles sont difféomorphes.

Principe des démonstrations.

(i) =~ (ii). La démonstration utilise le théorème suivant, dû à Bessaga ~1~ et

[5].

THÉORÈME 3.- Soient p un point de E , V un voisinage de p dans E ; V est

difféomorphe à V - (p) par un difféomorphisme qui est l’identité en dehors de V .

COROLLAIRE.- Soient M une variété modelée sur E , N une sous-variété de M , de

codimension infinie, T un voisinage tubulaire de N dans M ; M est difféomor-

phe à M - N , par un difféomorphisme qui est l’identité en dehors de T .

Dans toute la suite, nous supposerons M munie d’une métrique riemannienne com-

plète et d’une m-fonction f telle que deux points critiques distincts aient des

valeurs distinctes. Nous noterons :

Si M et N sont deux variétés difféomorphes, nous écrirons M ~ N .

Tous les angles introduits au cours des démonstrations sont supposés lissés.



LEMME 1.- Supposons que f [a,b] contienne un seul point critique p ( f(p) = c ,

a  c  b ) d’indice et coïndice infinis. Le h-’cobordisme (f-1[a,b],~fa,~fb) est

trivial ; il existe une m-fonction g sur M, qui coïncide avec f en dehors de

f-1[a,b] , sans point critique sur 

Démonstration.

Soient D la boule unité de E , S le bord de D . . Soit cx l’application

d’attachement de l’anse associée au point critique p ; c~ est une application de

S x D , dans le bord de f , dfa .

D’après le corollaire 1

Par un difféomorphisme élémentaire

Or of(S x 0) est une sous-variété de codimension infinie de of : f - 0) ~ f .
a a ~

Sur la figure 1, nous avons représenté la suite de difféomorphismes, en utilisant

un modèle pour l’anse. Dans ce modèle, elle est représentée par l’ensemble des points

(x~ ,x~) (x~ e D , I)).



LEMME 2.- Soit M une variété modelée sur E , munie d’une métrique riemannienne com-

plète ds 2 et d’une m-fonction f . Il existe sur M une métrique riemannienne com-

plète ds2o et une m-fonction f (pour ds ) telle que tous les points critiques
de f aient un indice fini.

o

Principe de la démonstration.

D’après le lemme 1, nous pouvons supposer que f n’admet pas de point critique

d’indice et co!ndice infinis. Supposons, par récurrence, démontré que, pour une métri-

que riemannienne complète il existe sur M une m-fonction f. dont tous les

points critiques ont un coïndice ~ n .

Soit p un point critique de cotndice n , tel que f(p) soit minimal.

q étant un point critique quelconque, soit

W (q) la variété stable de q (ou nappe ascendante)



W (q) la variété instable de q (ou nappe descendante).

Par un lemme de transversalité, nous pouvons supposer que, quel que soit q point

critique distinct de p :

W + (p) n 

Soit T un voisinage tubulaire de W + (p) ne contenant aucun autre point critique.

D’après le théorème de Bessaga :

T ~ T - 

Il existe sur T - W (p) une métrique riemannienne complète 1 qui coîncide

avec ds2i sur un voisinage du bord de T et une m-fonction f. 1+1 1 (pour 

qui coïncide avec f. sur un voisinage du bord de T .

LEMME 3.- Soit f une m-fonction sur M , telle que contienne un seul

point critique p (f(p) = c , a  c  b) . Supposons p d’indice fini n et de

coindice infini. Si il existe une variété M a et un difféomorphisme 03C6a de f a
sur Ma x E , il existe une variété Mb , un difféomorphisme 03C6b de fb sur Mb  E
et une injection j de M a dans fi tels que le diagramme suivant soit commutatif

(j1 est l’injection de fa dans fb) :

Principe de la démonstration.

Soient D la boule unité de R le bord de D~ , D la boule unité

de E .

Soit a l’application d’attachement de l’anse associée au point critique p .



Soit a la restriction de 03B1 à Sn x {0} . Après avoir appliqué à l’espace

M x E une suite d’isotopies, nous pouvons supposer :
a

Soit W un voisinage tubulaire à bord de 03B1 (Sn-1) dans M x j[o) . Utilisons un
o a

modèle pour W x E U I) x D . Un point de ce modèle est déterminé par trois coor-

données (x ,x ,x ) , x ~ D , 

L’anse est l’ensemble des points (x ,x ,x ) tels que )x (  1 , [  1 ,

1 x3 Î  1 .

Soit N la sous-variété du bord de W U (Dn x D) ensemble des points dont la

deuxième coordonnée est nulle : (x2 - 0) . N est de codimension infinie

Comme le montre la figure 2, il existe une suite de difféomorphismes élémentaires,

permettant de trouver une application (3 d’attachement d’anse :

et un difféomorphisme de f D sur (Ma U x D)) x E . Posons Mb = M Dn x D .

M est la variété cherchée.





Fin de la démonstration du (i) =~ (ii).

D’après les lemmes 1 et 2, on peut supposer que f , m-fonction sur M n’admet

que des points critiques d’indice fini et de cotndice infini. La limite des variétés

M quand a croît est une variété M’ telle que M ~ M’ x E . Donc M est Palais-

stable.

(ii) - (iii). La démonstration est immédiate en considérant un voisinage tubu-

laire d’un plongement de M dans E de codimension infinie [6].

(iii) ~ (i). On construit explicitement sur un ouvert de E , grâce à une parti-

tion de l’unité, une métrique riemannienne complète et une m-fonction [8].

La démonstration du théorème 2 est analogue à celle d’un théorème de B. Mazur con-

cernant deux variétés de dimension finie dont les fibrés tangents sont stablement

équivalents [7].

§ 3. Variétés munies d’une structure Fredholm.

1. Fibrés Fredholm.

E étant un espace de Banach, nous désignerons par GL(E) le groupe linéaire de

E , le sous-groupe des opérateurs de la forme Id où a est un opéra-

teur le sous-ensemble de L(E) des opérateurs Fredholm d’indice n ,

DÉFINITION 1.- Un fibré vectoriel G de fibre E admet une structure Fredholm, si

son groupe structural admet une réduction à GL c (E) .
DÉFINITION 2.- Soient G et G’ deux fibrés vectoriels. Une application fibrée f

de G dans G’ est une $ -application fibrée si sa restriction à chaque fibre est

un élément 



PROPOSITION 1.- Soit G un fibre vectoriel ayaht pour base une variété M et

pour fibre E .

(i) Une 03A6o -application fibrée f de G dans le fibre trivial M x E induit
’ ’ 

o -

une structure Fredholm unique E , pour laquelle f est un morphisme de

fibres Fredholm.

(ii) Si E est une structure Fredholm sur G , il existe une $ -application

f : G ~ M x E telle (que E = I: .

(iii) Soient f 
o 

et f deux $ -applications fibrées de G dans M x. E ; les

structures Fredholm E et E- sur G sont équivalentes si et seulement si il
o 1 1 

jt

existe un isomorphisme h de G sur lui-même tel que la restriction à chaque fibre

de (fo o h - f.) soit un opérateur compact.

Démonstration de (i).

Soient x un point de M, f 
x 

la restriction de f à la fibre de x .

Il existe un opérateur inversible cp x et un opérateur compact c~ 
x 

tels que

f . Soit V un voisinage d’un point x de M, tel que la restriction
x x x 0

à V, G~ , du fibre G soit triviale. Si y est un point de V, v un vecteur

posons : (y , (fy - 03B1xo).v) . Si V est assez petit, f - 03B1x
o

est un opérateur inversible.

Considérons un recouvrement de M par les ouverts V(x) ( x point de M ), les

applications F associées définissent sur G~ une structure Fredholm.

Démonstration de (ii).

On recolle, grâce à une partition de l’unité, les applications de M dans E

déduites des trivialisations locales du fibre Fredholm.



2. Variétés Fredholm.

Soit TM le fibre tangent à une variété M de classe C modelée sur E .

DÉFINITION 3.- Soient M et N deux variétés de classe C , f une application de

M dans N de classe C ; f est une $ -application si l’application tangente
Tf : TM ~ TN est une $ -application fibrée.

PROPOSITION 2.- Soit M une variété de classe C modelée sur E .

(i) Une $ -application f de classe C~ de M dans E induit sur M une

structure Fredholm unique Ef pour laquelle Tf est un morphisme de fibrés Fredholm.

(ii) Si E est une structure Fredholm sur M , il existe une $ -application f

m

de M dans E , de classe C , telle que E = E .

Le principe de la démonstration est le même que celui de la démonstration de la

proposition 1.

THÉORÈME 1.- La condition nécessaire et suffisante pour que M admette une structure

Fredholm est que le fibré TM soit équivalent à un GL 
c 
CE) fibré. ~3~, ~41.

La condition nécessaire est triviale. Pour démontrer la réciproque, on construit

une $ -application f : M ~ E . D’après la proposition 1, il existe une $ -

application fibrée ~ : TM ~ M x E . Nous déduisons de ~ une application ~1 
de

M dans ~o~E) . L’application f est construite de proche en proche sur les ouverts

d’un recouvrement localement fini de M de sorte que l’application différentielle

Df soit homotope à f] par une homotopie dont l’image est dans ~o~E) .
COROLLAIRE 1.- Si GL(E) est contractile, l’application [F~] -~ est surjective.

Remarque.- Les mêmes raisonnements peuvent se faire en considérant des structures éta-

lées, ce qui montre que l’application t1 : : [E~] -~ [pj est bijective.



3. Théorème du plongement ouvert [2].

Nous supposerons désormais que E admet une base ,...,e ,....

THÉORÈME 2.- Soit M une variété Fredholm modelée sur E telle que le fibre tan-

gent à M , TM , soit un fibre trivial. Il existe un difféomorphisme cp

de M sur un ouvert Q de E .

Principe de la démontration.

LEMME 1.- Il existe une famille M 
n 

(n ~ N) de sous-variétés de M telles que

(i) M 
n 

est compacte ;

(ii) Mn ~ Mn+1 ;
(iii) M est dense dans M .

Soit E le sous-espace de E engendré par e.,....e . Il existe une $ -
application f , transversale à tous les E , propre et bornée. Cf. [9] et [3].

Posons M = f’~(E ) .
n 

" n’

LEMME 2.- Il existe une suite de voisinages tubulaires de M ~ ~ ’ tels que

Z . n+1 et tels Z n = E .

Considérons sur M une structure étalée compatible avec la structure Fredholm

et un atlas dénombrable ((U. ,cp.). ~) pour cette structure, tel que les (U~)
forment un recouvrement ouvert, finiment étoile de M .

Soit ri. 
i 
= inffn ; ’ M 

n 
H U. 

i ’ / " ~) . Il est possible de choisir le recouvrement de

sorte que :



d) la restriction de f à U. J est propre.

Soit { i} une partition de l’unité subordonnée au recouvrement par les ouverts U..
En considérant les propagateurs ("spray") triviaux dans chaque carte (Ui , Cf).) et en

les recollant, grâce aux fonctions , on obtient un propagateur sur M pour lequel

chaque M est une sous-variété totalement géodésique. Dans chaque carte (U. , 03C6i) ,
l’application exponentielle associée à ce propagateur est de la forme :

exp(x,v) = (x , x + v + où Image Yi c En.. .
i

Cette application exponentielle permet de construire des voisinages tubulaires de cha-

que variété M . Grâce à la forme explicite de l’application, on montre qu’il existe

une fonction r , continue de M dans l’ensemble des réels strictement positifs, telle

que chaque M admette ’un voisinage tubulaire X de rayon r/M . On vérifie que

Lj X - M . Posons Z - n m 2: n) .

Les Zn sont les voisinages cherchés.

Fin de la démonstration du théorème 2.

On construit, par induction, une suite de plongements ouverts tpn de Zn dans E,

tels que 1 
coïncide avec cpn sur Z . . i 

est obtenu à partir de cp , en

étendant d’abord le plongement à Mn+~ , ’ puis à 1 
en utilisant une trivialisation

de TM et des théorèmes d’isotopie de voisinages tubulaires.

Remarque.- Très récemment K. D. Elworthy a démontré, en utilisant le même type de mé-

thodes, le théorème de stabilité pour les-variétés M modelées sur E (M ~ M x E) .
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