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Séminaire BOURBAKI
22e année, 1969/70, n° 377 Mai-Juin 1970

STRUCTURE DES CONES DE POTENTIELS

par Gabriel MOKOBODZKI

Introduction.

Dans les différentes théories du potentiel, on dégage un cdne convexe fondamental
que 1l'on appelle, suivant le cas, cdne des fonctions excessives, cbne des fonctions

surharmoniques, c8ne des potentiels.

L'origine de cette étude réside dans le probléme suivant : quelles sont les
propriétés minimales que doit vérifier un cdne convexe de fonctions numériques pour
qu'on puisse le considérer comme le cdne convexe fondamental d'une certaine théorie

du potentiel ?

Le probléme ainsi posé est imprécis, car on ne dit pas ce qu'on entend par théorie
du potentiel. En fait, cette imprécision est dans la nature des choses : en théorie
classique du potentiel dans un ouvert borné de R" , on peut définir les fonctions
surharmoniques a partir d'une fonction de Green, a partir du faisceau des fonctions

harmoniques, de l'intégrale de Dirichlet, ou encore d'un semi-groupe d'opérateurs.

Le probléme posé rejoint donc le probléme du passage d'une forme de la théorie

du potentiel 3 une autre et de fait, ce sont les mémes techniques qui interviennent.

On trouvera d'autres exemples de cette démarche dans l1l'article de Meyer [5], et

dans les travaux de Hansen [2] et de Mokobodzki-Sibony [8].

La notion de cBne de potentiels introduite ici est plus large que celle qui
figure dans [8] et [11] et permet d'aborder les problémes de dualité et de représen-

tation intégrale.

La premiére partie de cet exposé est consacrée a 1l'étude formelle des cdnes de
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potentiels. La seconde partie comportera des indications sur la maniére dont on peut

résoudre le probléme posé dans un cas particulier.

On a laissé de cdté la vérification des propriétés des cdnes de potentiels dans
les différentes théories du potentiel ; on pourra consulter a ce sujet les articles
(8], [10] et [11].

Préliminaires.
Tous les espaces vectoriels considérés sont définis sur R .

I. Le théoréme de Hahn-Banach et ses conséquences.

a) Soit E un espace vectoriel sur R et soit p une application sous-linéaire
de E dans R . Pour tout x € E , et tout A e R, -p(-x) <=\ < p(x) , il existe
¢ € E¥ dual algébrique de E , telle que £ < p et £(x) =\ .

b) AP = {¢e E"; ¢sp}] est convexe compact pour o(E*,E) .

c) Si p, , P sont des formes sous-linéaires sur E , alors A =A +A
v Pp*tPy Py P

ou encore, si ¢ < Py o+ Py ¢ € E* , alors il existe 61 , 82 e EY ’ 81 < Py

l
)
+
)
.

<
82 p2 et ¢

d) Soit p sous-linéaire sur E . L'ensemble H = {xeE ; p(x) + p(-x) = 0} est

un sous-espace vectoriel de E et pour tout x € H , ye E, p(x +y) = p(x) + p(y) ,

en particulier p est linéaire sur H . Si Ap ={€} ou ¢eE*, alors p=2¢.

II. Représentation des espaces ordonnés A unité.

Tous les espaces vectoriels ordonnés considérés seront supposés archimédiens.
Soit (E, <) un espace vectoriel ordonné, et soit E' 1le c6ne positif de E .

On dit que u € EY est une unité pour 1l'ordre si, pour tout v € E , il existe

.|

+

A €eR tel que -1 <€V <M . Si u est une unité, on définit une norme |

u
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sur E par ||v||u= inf{A e R" ; -\ < v < au} .

(IIV|L1= 0 entraine v < 0 car E est archimédien, donc v 20 et v =20 .)
Soit E' 1le dual de E muni de la norme ||.||u et soit
K={pekE" ; uu=1}.

L'application canonique II de E dans A(K) , espace des fonctions affines con-
tinues sur K (muni de @(E',E) ) est une injection et II est un isomorphisme
d'espace normé ordonné de E dans II(E) ; enfin M(u) =1 et IN(E) est dense dans

A(X) pour la convergence uniforme sur K .

III. Simplexes et espaces simpliciaux. Théoréme d'Edwards.

Soit (E, <) un espace vectoriel ordonné. On dira que E est simplicial si E**

(cone des formes linéaires positives sur (E, <)) est saillant et réticulé pour
1'ordre qu'il définit.

On dit que E posséde la propriété de décomposition de Riesz si, pour Uy Uy

€ E avec u.1 y Uy S U

2 34

il existe v € E , tel que u s u £ v < u3, u, -

I
Si E=E - E

4 2

+ et si E posséde la propriété de décomposition de Riesz,
alors E est simplicial.

Soit H wun e. ¢. c. s., K un convexe compact de H . On dit que K est un
simplexe si le cdne I’ de H x R, de base K x {1} , est réticulé pour 1'ordre

qu'il définit.

Théoréme d'Edwards.- Les conditions suivantes sont équivalentes

K est un simplexe ;
A(X) est simplicial ;

A(X) a la propriété de décomposition de Riesz.
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Soit (E, <) un espace ordonné A unité d'ordre u .

THEOREME .~ Les conditions suivantes sont équivalentes :

.

a) E est simplicial ;

b) pour tous t,veE, M(t,v) ={w+eule>0,weE, w2t et v} est fil-

trant décroissant pour l'ordre < .

(Utiliser la représentation fonctionnelle définie en II.)

1ére partie. Cdnes de potentiels en dualité.

Notations.

Soient (E y ) un espace vectoriel ordonné, EY 1le cone positif de E , E*

dual algébrique de E , E*Y 1le cone des formes linéaires positives sur E . On sup-

posera toujours que E** sépare E .

DEFINITION 1.- Soit C C E* un cone convexe. On dira que le couple (C,<) définit

.
un cdne de potentiels si les conditions suivantes sont satisfaites :

N

1) Pour tous u , ve C, l'ensemble M(u-v) = {we C; w=u- v} possédde un

élément minimum (pour l'ordre <), noté R(u - v) .

2Yomna (u-Ru-v))ecCc, Yu,vecC.

Si on introduit la relation d'ordre < associée & C

(wyt) © (t-wecC) (a lire" w spécifiquement majoré par t "), on peut for-

muler 1) et 2) de la maniére suivante :

Pour tous uw, vecC, R(u-—v) = %gf[w eCji;wa2u- v} existe,
(®) =
Ru-v)ecC, Ru-v)<Lu et (u=-v)<RrRu-v).

Propriétés immédiates :

si (C,<) est un cdne de potentiels et si C1 C C est une face de C , alors
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(C, y <) est un cone de potentiels.

1 ?

Exemples.- a) S5i ueC, C, {fvec;ar>0, v<{d ).

b) i wueC, C =¢C, = fvec;a3Ar>0, v},

THEOREME 2.- Soit (C, <) un cone de potentiels, C < (E, €) . Si ueC estunité
pour 1l'ordre, et si C = adhérence de C pour ||||u est complet, alors ((—J ,y )
est un cdne de potentiels.

La démonstration repose sur le

LEMME.- Pour tous w, , w, €C-C, ona ] Rw, - Rw2”u < ||w1 - w2“u .
En effet, soit \ > Hw1 - w2”u . On doit avoir -Au < Wy - W, € M, d'ou
w, < sz + Au et Rw, < Rw2 + A\ et finalement -)\u < Rw, - Rw, = .

Démonstration du théoréme 2.

Remarquons d'abord que 1'on a, pour u , ve C, R(u-v) = inf{weC ; w2 u-v}.
En effet, si weC, w=2u-v, pour tout € > 0 , on peut prouver w' e C ,
||w - w'||u< €, d'ol w<w + eu et par suite
Ru-v)sw +eu et Ru-v)sw.
Le meéme argument permettrait de montrer que si u = lim LY lim Ve 0+ ¥ ecC,
uneC et weC , w2u-v , pour tout e > 0 , il existe n, tel que

- i ' éfini - = 1i - on aura
nzn = w+eu2zu -v . 5il'ondéfinit T(u - v) = 1im R(un vn) y

donc T(u-v)<w+eu et T(u-v) Sw . Par suite R(u - v) est bien défini

dans C . Montrons que R(u - v)< u . Si u = lim w o, v=limv -,

u - Ru-~-v) = lim(un - R(un - vn)) e C

On démontrerait de la me@me maniére le corollaire suivant :

COROLLAIRE 3.- Pour tout we C-C, RweC, oo Rw=influeC ;uzw}.
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DﬁFINlTION 4.- On dira que (C , ) est quasi-complet si, pour tout u € C , le cone

c, = {veC;vs<i, \>0} estcomplet pour la norme H.“u .

PROPOSITION 5.~ Soit (C, €) un cdne de potentiels et soit, pour u e C

’

Au ={veC; 0<v<u}.Alors 1'application u Au est affine sur C ,

autrement dit kAu = AL YA>0 et A+ Au = Au R
1 2 1 2
Démonstration.
Soit v e A , autrement dit v € u, + u, . Posons v, = R(v - u,) , alors
u1+-u2 1 2 1 2
vy =V - R(v - u,) < u, et v, €C.

DEFINITION 6.- On appellera cdne dual de (C, <) 1le couple (C¥,« ) défini de 1la

maniére suivante :

a) C* est 1l'ensemble des formes linéaires sur (c =€) , croissantes pour 1l'ordre

défini par la relation < .,

b) Si p,vec*, (W<v) e ({u,v)=<{(v,v)) , pour tout v € C . On dira alors
que y est balayée de Vv relativement & C .
PROPOSITION 7.- Soit o € C* - c* ; 1l'application u sup (o,v) définit une

ve Au

*

forme linéaire croissante RO sur C , tel que

, donc un élément de C
a) Re > o ;

D) ¥ eec’, (8>0) = (8%Ro) .

Démonstration sans difficultés.

LEMME 8.- Pour toute p € C* , on définit une forme sous-linéaire ™ sur C-C en
posant
(W) = inf{{u,v) 5 vecC, v w} = {u,Rw) .
1) Si ¢ est une forme linéaire sur C - C

(e<p?) o (eec” et e<yp) .
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W+ V AV v

v
2) ona "+ p =p et pY =Ap° ¥YA>0, p,vecC’, ouencore en posant

Ap ={vec*;v<Lpl, u +— Ay est affine sur c* .

Démonstration immédiate.

PROPOSITION 9.- Le couple (C¥ , <) est un cdne de potentiels,

Démonstration.

Pour p , Vv € C¥ , on sait que R(p - V) € c* . Il reste a prouver que
R(L - V) <p . On a toujours p<4 v + R(p - V) . D'aprés le lemme précédent, il

1u2€C*r |J'1‘<Vr

existe donc une décomposition de p en y = By + By 0y
bo< R(w = V) «oma (b-v)< (b= p)< w, <R -Vv), par suite p,> R(w - v)
donc p, = R(p - V) .

PROPOSITION 10.- Le cBne C* est réticulé pour son ordre propre.

On s'appuiera sur un lemme valable dans tout c8ne de potentiels.

LEMME 11.- Soient u , V¥ , 0e€C*, u, v<0.Dans ces conditions on a encore :
W+ R(Vv-p)seo
v+Ru-v)so.
Démonstration.
Posons p + p' =@ =V + V' d'ou l'on tire R(v - p) = R(u' - v') <p' . On
peut donc écrire
b+ R' = v') + (u' - R =v")) =0.
Soit pw+ RV-p)+ (u -RR'-v")) = ¢

et finalement p + R(V -p) < ©.

Démonstration de la proposition 10.

Considérons les suites (u ) et (v ) définies de la maniére suivante p, = p
n n

vV, =V et
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Hne By + R(\’n - un)

\Y

n+1 Vo t R(u'n - vn) :

' A *
D'aprés le lemme précédent, on a un,< Vot * vn.( Mgt et pour toute @ € C* ,
¢z et V,onaencore, G2, et Voo Posons alors pour tout v e C ,

6,v) = 1im(un, v) = 1im(vn , V),
ona 0ecC’ et par passage A la limite, on a encore 82, 62V et §<¢.

Par suite 80 = sup(u,v) , pour l'ordre < , ordre spécifique de c* .

PROPOSITION 12.- Soit (C; <) un cBne de potentiels, tel que u € C soit une unité
pour l'ordre < . Dans ces conditions, pour toute famille finie (vi) eC-C,
l'ensemble M= {v+ eu; veC,e>0, vz v, pour tout i} est filtrant décrois-
sant. Si de plus C est quasi-complet, alors (C - C) posséde la propriété de

décomposition de Riesz.

Démonstration.

D'aprés la représentation du § II, Préliminaires, en posant
K={pec"; (uu)=1}, C s'identifie & un sous-espace de A*(x) , tel que
(C - C) soit dense dans A(K) , et X étant un simplexe, A(K) posséde la propriété
de décomposition de Riesz, par suite, pour toute famille finie (vi) c(c-2c)

N = {v+eu; e>0,ve (C-C);vea v, ¥ i}

est filtrant décroissant. Posons N' = {Rw ; w € N} . L'ensemble N' est filtrant
décroissant, N' + R:u C M et pour tout we M, il existe v e (N' + R:u) tel que
v<w.Si C est quasi-complet, soient (vi) et (uj) deux familles finies d'élé-
ments de C - C , telles que vy < uj pour tous i, j . Il existe un élément w e C
tel que Ww + v, € C 3 w4+ uj € C pour tous i, j . D'autre part, il existe
teC-C tel que W + V. €St < w4+ uj pour tous i, j ; et comme C est quasi-

complet, Rt e C et Rt < w + uj pour tout j ; finalement (Rt - w) eC-C et
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viSRt—WSuj pour tous i, j .

THEOREME 13.- Soit (C, <) un cone de potentiels. Le cBne dual (c*, <) est inf-

stable pour l'ordre £ .

Démonstration.
On vérifie aisément que (C* y<) est quasi-complet et par conséquent, vérifie
la propriété de décomposition de Riesz. Soit (vi) une famille d'éléments de C¥
et posons M = {p e C* - ¢¥ ; WLV, pour tout i} . Pour tout ¢ €M, on a
Re € M, il suffit donc de montrer que M N c* est filtrant croissant, Cela résultera

du lemme B

LEMME 14.- Soient b , 0 € C*, il existe § e C* tel que
a) 8>p et 8> 0 ;

*

b) pour tout o € C* tel que o=y et a> 0 ,ona ad6.

Démonstration.
L'ensemble N = {¢ € c* s adp et o0} est filtrant décroissant. En effet,
*

soient o , B € N, il existe alors v e C* - C" telle que p et o< v<a et B ;

on a alors RV € C¥ et Rv e N . L'élément 0 = i‘réf{a ; @ € N} répond A la question.

Interprétation des résultats précédents sur un exemple.

Soient X un espace compact, (V)\))\2 o une famille résolvante de noyaux 2 0
sur C(X) telle que
a) V, =V envoie C(X) dans C(X) ;
b) V(C(X)) est dense dans C(X) .
On dit qu'une fonction numérique mesurable f est excessive si )\V}\f‘ < f pour tout

A et f = sup \W,£ . On a montré dans [11] que le cone (C, <) des fonctions exces-
A

sives continues est un cdne de potentiels, ou < est la relation d'ordre usuelle.
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Dans cette situation, le cbne C* s'identifie 3 M'(X) et la relation (p< V),
pour p , v € M (X) équivaut & (uV < W) . Les mesures de la forme pV , ol
VNS gf(x) sont dites purement excessives. Le théoréme précédent dit simplement que si

o et © sont purement excessives, alors inf(c,e) est encore purement excessive,
<
en vertu de 1'identité, non immédiate, inf(uVv, w) = (i?f(u,v))v vérifiée pour
<

Wy VE Mf(x) . D'ailleurs, dans notre exemple, 1'application Vv t— VW est une
bijection de gf(x) sur 1l'ensemble des mesures excessives (on dit que u € MT(X)

est excessive si uKVX Suw,VA>0 et si p = sup uka ).
A

2éme partie., Cbnes de potentiels et familles résolvantes associées,

Dans cette partie, on va domner les étapes de la démonstration du résultat sui-

vant (cf. aussi [11]) :

THEOREME 15.- Soient X un espace compact métrisable, C C gf(x) un cdne convexe
fermé, linéairement séparant, < la relation d'ordre usuelle. Si (C,<) est un

cdne de potentiels, il existe une famille résolvante (v de noyaux 2 0 de

)\))\ZO
c(x) dans Q(X) telle que
a) v (') < ¢ ;

b) C est identique & l'ensemble des fonctions continues qui sont excessives par

rapport a la famille résolvante (\l)\)>\Z 0

Dans tout ce qui suit on conserve les hypothéses du théoréme 15. La méthode uti-

lisée est inspirée de Madame Hervé [3] et de Meyer [4].

LEMME 16.- Pour toute fonction numérique ¢ s. c. s. sur X telle que ¢+ % 0o, il
existe un plus petit fermé non vide F tel que (v €eC et vz @ sur F) =

(vz2¢ sur X) . On note cet ensemble Supp ¢ .
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LEMME 17.- Si pour ¢ s. c. s., on pose Rp = inf{w e C ; w 2 ¢} , alors

supp ¢ < {p = Rop} .

DEFINITION 18.- On dit qu'un noyau V de C(X) dans C(X) est subordonné 3 C si

a) v(c'(x)) cc ;

b) pour toute £ e C'(X) , Supp VEc Sf = {f> 0} .

Un noyau V subordonné & C vérifie le principe de domination et comme il
existe v, € c, v 21, car C est linéairement séparant, il existe une famille

résolvante unique (V de noyaux 2 0 de C(X) dans C(X) telle que V =1V

)\)}\20

et toutes les fonctions appartenant & C sont surmédianes par rapport & la résolvante

(e]

(V)\) » c'est-a-dire que AV,f < f pour tout feC .
Le théoréme 15 sera une conséquence directe du résultat suivant :

THEOREME 19.- Pour tout v € C , il existe un noyau V subordonné & C et un seul

tel que V1 =v .

Indications pour la démonstration du théoréme 19.

Supposons qu'il existe un noyau V subordonné & C tel que VI =v et soit
un ouvert de X . On aura
Vi, = sup{Vp ; p e C'(X) , 0sp<1, Spw} .
Inversement, si 1'on connait les fonctions V1m , on aura, pour toute ¢ € g*(x) ’

x € X,
sup ¢
V(p()f) = ‘[; V1[q>>a](x) do

ou do est la mesure de Lebesgue. On va donc essayer de retrouver la fonction V1w .

Posons maintenant D(v,w) = {(s,t) € CxC ; s+t =V , Supp s Cw} .
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LEMME 20,- Pour tout v € C et tout w ouvert, l'ensemble

U(viw) = {seC; (s,v - s) e D(v,w)} est filtrant croissant pour l'ordre < .

DEFINITION 21.- Pour v € C , on appelle restriction spécifique de v A w 1la fonc-

tion Vg = sup{s ; s € U(v,w)} . Pour tout compact K € X , on pose Vg =V - VC .
K
On établit successivement les propriétés suivantes :
a) Supp vy C K, ( vy est s.c. s.) ;

b) pour tout ouvert @wC X , vb = sup{vK s KC w} H
c) pour tous ouverts w, , w, , Ona

v +V = V. +V .
w, n w, w, U w, w, w,

Pour toute ¢ € gf(X) , on peut alors poser

fsup ?

_ rsup o
0 To>a] @ = ] Vloza] ¢

Vo
(intégrales au sens de Riemann).

La premiére intégrale montre que Vg est s. c. i., la seconde montre que Vg
est s. c. s., finalement Vi est continue et il est aisé de vérifier que V¢ appar-
tient & 1'adhérence faible de C dans C(X) , et comme C est fermé, Vg € C .
D'aprés les conditions précédentes b) et c¢), V est un noyau =2 0 de c(x) dans

C(X) tel que Vi ="V, - (cf. Meyer [4].)
Pour montrer que V est subordonné & C , on utilise le

LEMME 22.- Soient u, veC ; on a Supp(u + v) = Supp u U Supp v .

L'unicité d'un noyau subordonné & C tel que V1 = v résulte de 1'identité

Revenons au théoréme 15, L'espace compact X étant métrisable, il existe une
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suite (vn) dense dans C ; soit Vn le noyau associé a v, par le théoréme 19 ;
pour une suite (an) c (R*"\{o}), = a v, =veC et V=ZIa V, est le noyau
associé a v .

Le noyau V est l'opérateur terminal d'une famille résolvante de noyaux

(V)‘))‘z o qui satisfait aux conditions du théoréme 15.
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