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Séminaire BOURBAKI
22e année, 1969/70, n° 375 Février 1970

GROUPES FINIS SIMPLES SPORADIQUES

par Jacques TITS

La plupart des groupes finis simples connus se classent naturellement en
"séries infinies" : il s'agit, outre les groupes d'ordre premier et les groupes
alternés, de tous ceux qui se déduisent de fagon standard des groupes algébriques
connexes simples sur les corps finis (groupes de Chevalley, de Steinberg, de
Suzuki, de Ree ; cf. par exemple [44] (*) ou [5]). A ce jour (14/1/70), on connatt,
selon les informations dont dispose le conférencier, 18 ou peut-&tre 19 groupes
(pour le 19-iéme, voir le ne 5.1) qui n'appartiennent pas 3 ces séries et que,
faute d'une théorie satisfaisante, on a baptisé '"groupes sporadiques". Ce sont
les groupes de Mathieu (M11, Moy Myos Myas M24) (voir les n° 1.2, 1.3, 2.2, 3.2,
4.5, 5.2), de Janko (Ja) (4.2), de Hall-Janko (HaJ) (2.4, 3.2, 4.3, 5.2), de Higman-
Janko-McKay (HIM) (4.3, 5.2), de Higman-Sims (His) (1.4, 2.2, 3.2, 4.5, 5.2), de
McLaughlin (2.3, 3.2), de Suzuki (2.4, 3.2), de Held-Higman-McKay (HHM) (4.4), de

Conway (001, Co,,, 003) (1.4, 3.2, 3.4), de Fischer (Fi22, Fi Fié4) (2.5) et de

23’
Lyons (Ly?) (5.1). En voici les ordres

*
(') Les listes d'exceptions et d'isomorphismes exceptionnels du tableau 3 de [44]
doivent &tre complétées comme suit :

pour G = 2F4(* y2), ona [G:G']=2 ;

Bn(2r) = cn(zr) .
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e, | = 2%.3%.5.11 = 7920

1 = 2%.3%5. = 95 040

| = 27.3%.5.7.19 = 443 520

My, = 2'3%5.7.01.23 = 10 200 960

| = 2'%3%5.7.01.23 - 244 823 040

lsa] = 23.3.5.7.11.19 = 19.20.21.22 = 55.56.57 = 175 560
lgas| = 27.33.5%.7 = 604 800

luom| = 27.3%.5.17.19 - 50 232 960

luis| = 22.3%.53.7.11 - 44 352 000

Imcr| = 27.3%.53.7.11 - 898 128 000

Isuz] = 2'3.37.5%.7.11.13 = 448 345 497 600

lumm| = 2'0.33.5%.73.17 = 4 030 387 200

|co, | = 221 39 .5%.72 11.13.23 = 4157 776 806 543 360 000
|Co, | = 21830 .53 .7.11.23 = 42 305 421 312 000

|co,| = 210,37 ,53.7.11.23 = 495 766 656 000

i, = 2'7.3%.5%.7.11.13 = 64 561 751 654 400

Fi,l = 2'8.3'3.5%.7.11.13.07.23 = 4 089 460 473 293 004 800
IFig,l = 2213705272 11.13.17.23.29 = 1 255 205 709 190 661 721 292 800
lLy?] = 28.37.5%.7.11.31.37.67 = 51 765 179 004 000 000

Il est facile de voir, par exemple par la méthode d'Artin [1], que ces nom-
bres ne sont les ordres d'aucun groupe appartenant aux séries infinies susmention-

nées.

Par la force des choses, le présent exposé sera essentiellement descriptif.
La plupart des informations inédites qu'il renferme sont dues 3 l'obligeance de

B. Fischer, J. McLaughlin, M. Suzuki et J. Thompson, que je tiens 3 remercier ici.
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Notations et terminologie.

|X| = card X ; G' = groupe dérivé de G ; z = z/(mz) ;

Stab, X (resp. Fix; X ) = stabilisateur (resp. fixateur) de X dans G ;

Z(G) = centre de G Involution = élément d'ordre 2 ;

-

QP(G) = plus grand p-sous-groupe distingué de G
Som I' (resp. Ar I' ) = ensemble des sommets (resp. des arétes) du graphe T ;
Fx H=HXTF = produit semi-direct ( F distingué) ;

s, (resp. én ) = groupe symétrique (resp. alterné).

1. Groupes multiplement transitifs.

1.1. Extensions transitives.

1.1.1. Soit G wun groupe de permutations d'un ensemble X . Une extension
transitive de G est un groupe transitif G de permutations d'un ensemble
X=%XU {w} (0 g X) tel que StabE w=0G (étendua X par Gw=w ). Si G
est n fois transitif (i.e. transitif sur les n-uples ordohnés), G 1'est

n + 1 fois.

1.1.2. PROPOSITION.- Avec les notations de 1.1.1, on a de trois choses 1l'une:

(1) I1 existe une partition non triviale de X , stable par G et formée de

parties équipotentes. (En particulier, si X est fidi, il exigte des orbites Yi
2= J 7

de G dans X telles que U Y, #AX et que |X| + 1 soit divisible par

z lYi| + 1) !

(ii) X posséde une structure de groupe d'élément neutre w telle que

G C Aut X et que G=XXG.



190

(iii) Tout sous-groupe distingué non trivial H de G est extension transitive

d'un sous-groupe distingué non trivial H de G . En particulier, E/ﬁ'g QA{ .

En effet, soit {1} #H <G . Si H n'est pas transitif, ses orbites dans
X fournissent la partition de (i). Sinon il est extension transitive de

H=HNG .5 H-= {1} , H est simplement transitif et (ii) en résulte.

1.1.3. COROLLAIRE.- Supposons X fini et G simple et transitif. Alors G

est simple ou bien X a une structure d'espace vectoriel sur un corps premier

invariante par G .

1.2. Les groupes de Mathieu comme extensions transitives.

1.2.1. Soient ¢ 1l'automorphisme non trivial de 59 ’ M10

permutations de la droite projective Eg U {o} défini comme suit

le groupe de

ax + b

()
Cx+d|ad—bc=1}U{xp—> axc—+b|ad—bc=,/—1}

cx + d

M= {x -

et M21 le groupe PSL3(E4) considéré comme groupe de permutations du plan pro-

Jjectif sur §4 . Les groupes de Mathieu sont caractérisés inductivement par la

PROPOSITION [50, 53].~ Pour i = 11, 12, 22, 23, 24, Mi est un groupe de permu-

tations de i points, et est l'unique extension transitive de Mi . Les groupes

1

M12 et M24 n'ont pas d'extension transitive,

La simplicité de M11 se démontre aisément 3 l'aide de la proposition 1.1.2;

celle des autres Mi résulte de 1.1.3.

1.2.2. Soient X wun corps, commutatif ou non, et G un groupe de permuta-
tions de 1'espace projectif 3 n (2 1) dimensions sur X , contenant PSLn+1(K)

et contenu dans PFLn+1(K) (extension de Aut K/Int X par PGLn+1(K) ). Alors
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PROPOSITION.- Le groupe G ne posséde une extension transitive que dans les cas

ou

suivants : K = 0y QU

(U]

n =1 EEK:F ou F H G =M

2; =3 — =4 » M

10

M Xz

21 2
Pour n22 et K fini, ceci est d& 3 H. Zassenhaus [53]. Pour d'autres

cas particuliers, cf. [30, 45]. Le résultat général (obtenu par le rapporteur) est
inédit.

1.2.3. Un groupe de permutations est dit fortement n fois transitif s'il

est n fois transitif et si le fixateur de n points est réduit 3 1l'identité.

’ ‘s‘ﬂ+1 ’

(resp. M, ) [23, 43, 11]. Pour des

Si n 2 4 , les seuls groupes possédant cette propriété sont §n én+2

et, pour n = 4 (resp. 5) le groupe M11

caractérisations de meme nature des autres Mi y cf. [43, 45].

1.3. Groupes de Mathieu et systémes de Steiner.

1.3.1. Soient d,e e N . Un ensemble X dont certaines parties sont dis-

tinguées et appelées blocs est dit un systéme de Steiner d'indices d4 , e , |X|

(en abrégé, un sSt(d,e,|X|) ) si d points quelconques appartiemment exactement
3 un bloc et si tout bloc posséde e points. En distinguant un point w d'un
st(d,e,|X|) , on en déduit de fagon évidente un St(d-1,e-1, |X|-1), d'en-

semble sous-jacent X - {w} .

1.3.2., PROPOSITION [51].- Il existe un et, 3 isomorphisme prés, un seul sys-

!

téme de Steiner d'indices 4, 5, 11 (resp. 5, 6, 12 ; 3,6, 22 ; 4, 7, 23 ;
T

5, 8, 24) ; son groupe d'automorphismes est M11 (resp. M12 H

Aut My, ¥ M, X Z, Myz 5 M24).

Les systémes de Steiner en question sont susceptibles de descriptions ou de

caractérisations variées (cf. notamment [29 , 45]). A titre d'exemples, nous don-
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nons ci-aprés des constructions, de natures assez différentes, des deux systémes

qui joueront encore un rdéle par la suite : St(3,6,22) et 5t(5,8,24)

1.3.3. Dans le plan projectif P sur E4 , appelons conique compléte tout

ensemble obtenu en adjoignant & une conique le point de rencontre de ses tangen-
tes. Le groupe PSL (F4) a trois orbites dans l'ensemble des coniques complétes.
Le 5t(3,6,22) s'obtient en posant X = P U {w} et en appelant blocs les coni-
ques complétes appartenant 3 l'une de ces orbites et les droites de P complé-

tées par w .

1.3.4. Posons X = 52 U {»} . Soit B 1la plus petite partie de P(X)

(ensemble des parties de X ) invariante par PSL (F23) , close pour l'opération
de différence symétrique ((A,B)+— (A-B) U (B-A)) et contenant {x IxssFZB}
Pour n e N, posons B = {v e B| |Y] =n} . Alors B = §0U§8U§1 16U§24

et (x,gg) est le st(5,8,24) [7,25, 47].

1.4. Deux groupes doublement transitifs.

1.4.1. Le groupe G = PSU3(EQ5) W 7_  (produit non direct, "extension de

=2

PSU (F par l'automorphisme du corps de base") posséde un sous-groupe

25)

H= §6 x 22 . Le groupe G , considéré comme groupe de permutations de Q/H

(ensemble 3 175 éléments) posséde une extension transitive G isomorphe & HiS

(G. Higman [16]).

1.4.2. On verra en 2.3 que le groupe Aut McL T McL W g2 peut &tre réalisé

comme un groupe de permutations de 275 points. Ce groupe de permutations posséde

une extension transitive G isomorphe 3 Co, (McLaughlin).

3
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1.4.3. Dans les deux cas, la simplicité de G peut (si 1l'on veut) &tre éta-

blie 3 l'aide de la proposition 1.1.2.

2. Tours de groupes de "rang" 3.

2.1. Généralités.

(D. Higman [14] appelle "rang" d'un groupe transitif le nombre d'orbites du

stabilisateur d'un point.)

Les "tours" qu'on va décrire sont des systémes (Gi ,Fi fpi) (i = 0,1,000,m)

possédant les propriétés suivantes, ou j e {1,...,m} .

(a) I, est un graphe homogéne (c'est-a-dire que Aut [, opére transitivement

sur  Som T, ). On posera Som L, =% .

(b) p. € X, et, posant Y, , = {x e X l{pj , X} € Ar Fj} , on a

i i j-1
Xj—1 = Xj - Yj—1 - {pj} . Le graphe Fj-1 est le sous-graphe plein de Fj ayant
Xj 1 pour ensemble de sommets.
() G; est un sous-groupe distingué de Aut Fi , toujours d'indice 2 sauf

pour la tour de Fischer. On a Aut Gi = Aut Gi = Aut Ti . Le groupe

E_ 1= StabG pj est transitif sur Y.

-1 et induit G._ sur X, .
J

J-1 J=1

De plus, le groupe Gi est "presque toujours" simple (deux exceptions :

-EO de la tour de Higman-Sims et G de la tour de Fischer) ; on verra ainsi

3

apparaitre les groupes » His , McL , HaJ , Suz , Fi,, , Fi,, et Fij, . Le

23 4

principe de la construction des tours consiste A batir chaque étage sur le précé-

Moo

~

dent (!). Pour les tours considérées en 2.2, 2.3 et 2.4, on a Gyq = G,y powr

tout j , de sorte que Yj , peut 2tre décrit comme un espace homogéne de Gj-1
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et Gj est une extension transitive de Gj 1

dans le cas de la tour de Fischer, Gj est une extension centrale de Gj par

(identifié a ‘Ej-1 ). Par contre,

52 , Ce qui complique sensiblement la construction inductive de la tour. Pour
les trois premiéres, les indications données ci-apreés fournissent pratiquement
une description explicite des graphes Fi . Pour montrer 1'existence des groupes
sporadiques HiS , McL , HaJ et Suz , il reste essentiellement 3 établir
1'homogénéité des graphes correspondants, ce qui revient chaque fois, vu 1l'exis-
tence de 1'étage précédent, A montrer l'existence d'un automorphisme ne fixant
pas p; - Ceci peut 2tre long mais n'est jamais vraiment difficile. Les démons-
trations de simplicité peuvent toutes &tre vues comme des applications immé-

diates de la proposition 1.1.2 (ceci non plus n'est pas vrai pour la tour de

Fischer).

2.2, La tour de Higman-Sims [15].

i G, lxil IYiI

0 sp,(F,) X 74 60 16
4\=2 =2

1 My, 77 22

2 HiS 100

Description de F2 . Les ensembles X1 et Y1 sont respectivement 1l'ensemble

des blocs et l'ensemble des points du St(3,6,22) (cf. 1.3.3) ; deux points ne
forment jamais une aréte de F2 ; un point et un bloc (resp. deux blocs) forment
une aréte si et seulement si le premier appartient au second (resp. s'ils sont

disjoints).
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2.3. La tour de McLaughlin [33].

i G, Ixil |Yi‘|
0 My = PSL3(§4) 105 56
1
1 Psu4(§9) 162 12
2 McL 275
Description de T, . On pose G = Gy = PSU4(£9) et G = PSL3(§4) (ce qui

caractérise GO C G a conjugaison prés) ; Y1 est l'ensemble des droites de la
"quadrique hermitienne fondamentale" (c'est-a-dire des images projectives des
espaces totalement isotropes maximaux), X, =(%4% v Py = {q)} et Y est l'uni-

~

que orbite de cardinal 56 de G0 dans X1 . Le groupe G0 a deux orbites de
cardinal 56 dans Y1 3 soit Z 1l'une d'elles. Les aretes de F2 sont les
paires de droites (éléments de Y1 ) distinctes mais non disjointes, les paires

{p2 y v} (v e Y1) et les paires {gp1 ,gx} pour geG et x e Y uz.

A isomorphisme prés, le graphe ainsi défini ne dépend pas du choix de Z .

2.4. La tour de Suzuki\f39].

i G X. Y
1 1 1

0 PSL3(I;‘2) > PSL2(1-=“7) 14 21
~ ’

1 Psu3(§9) = G2(§2) 36 63
HaJ 100 315

3 G2(Z4) 416 1365

4 Suz 1782
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Description de F2 . L'ensemble X est la réunion d'un plan projectif sur

0

Ez et de son dual. Les ardtes de rb sont les drapeaux.

Description inductive de Fj . L'ensemble Yj 1 est l'ensemble des centres

(d'ordre 2 pour j <3 et d'ordre 4 pour j = 4 ) des 2-sous-groupes de

1]

Sylow de Gj_1 . Soient C , C' e YJ._1 , C£ZcC', et xe xj_1 . Alors
{x,c} e ar Fj ® Stabg x = {11 , et {c,c'} e ar Fj si et seulement si une

des deux conditions suivantes est remplie : C et C' commutent (en tant que

sous-groupes de Gj 1.), ou bien aucun élément de Yj 1 ne commute simultanément

avec C et C' .

2.5. La tour de Fischer [9].

i G, X, Y, | Aut 1"i/c;i
0 Fiy, = PSU.(F,) 693 2 816 5,
1 Fig, 3 510 28 160 Z,
2 Fiyg 31 671 275 264 1
3 F124 306 936 1

Le groupe simple est un sous-groupe d'indice 2 de Fi2

l
Flog 4"
B. Fischer est conduit 3 ces groupes par l'étude des systémes (G,D) ou G

est un groupe et D une "classe de 3-transpositions", c'est-j-dire une classe

de conjugaison d'involutions engendrant G et telle que le produit de deux élé-
ments distincts de D soit toujours d'ordre 2 ou 3 (exemple : G = s, et
D est 1l'ensemble des transpositions). A un tel systéme est naturellement associé

un graphe [ = I'(D) défini par Som I =D, ArT = {{a,b}|a,beD, ab £ ba} .
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(N.B. - Fischer considére le graphe complémentaire de celui-1la.) Le groupe G
opére sur [' par conjugaison. Moyennant 1'hypothése que QQ(G)==93(G)==Z(G)= {11,
Fischer détermine toutes les paires (G,D) en question. Les groupes G obtenus

sont, outre quelques groupes "classiques" (§n ,szn(gz) ,PSUn(E et certains

2)
groupes "de type orthogonal" - i.e. intermédiaires entre un groupe simple de type
B ou D et son groupe d'automorphismes - sur Ez et 53 ), les trois groupes

Fik (x = 22, 23, 24) . En outre, 3 une exception prés, due & des isomorphismes

accidentels, un tel groupe G posséde toujours une seule classe de 3-transpositions.
Les rapports entre le groupe Gi et le graphe Fi de la tour considérée sont
les suivants : Fi = F(Di) » ou D, est 1l'unique classe de 3-transpositions de
G, ; réciproquement, G, est engendré par D, = {dsl s € Som Fi] , ou l'involu-
tion dS est caractérisée comme suit. Pour x € Som Fi , posons
A = {y € som Fi| {x,v} £ Ar Fi} ; alors
si xeA ,ona ds(x) =X 3

sinon, dS(x) est l'unique sommet y de Fi tel que

Al n Ax = Ax n Ay = Ay n As .

Les groupes Fik et Mk ont entre eux le lien suivant (d'olu la notation) :
si L désigne une partie commutative maximale de Dk—21 , On a |L| =%k , et le
groupe de permutations de L induit par StabFik L est le groupe Mk .

Signalons encore une analogie remarquable : si on pose Fi10 = U4(§9) ,

Fi11 = Suz , Fi12 = Co1 , le groupe Fik posséde une classe de conjugaison Ck

d'éléments d'ordre 3 telle que le cardinal d'une partie commutative maximale de

Ck soit k et que le centralisateur d'un élément de Ck , pour k = 11, 12, soit

par 2Z, (d'aprés une communication de

une extension centrale de )

Flk_1

B. Fischer, aux notations prés !).
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3. Le réseau de Leech.

3.1. La forme quadratique de Conway-Leech-Niemeier.

THEOREME [(8,34].- I1 existe 24 classes d'isomorphisme de formes quadratiques

s . 2 . ..
positives paires 2 4 - 27 de discriminant 1 . Une et une seule de ces formes

ne prend pas la valeur 2 .

On notera q cette derniére forme et -0 (selon Conway) son groupe ortho-

gonal (stabilisateur de q dans GL24(§) ).

3.2. Liens avec les groupes sporadiques : quelques énoncés [7].

Soient a,b,c € N* . Un sous-module V de Z.24 est dit de type a s'il

est de la forme Z.x , avec q(x) = 2a , et de type abc (resp. a . ) s'il
existe x,y € Z.24 tels que q(x) = 2a, q(y) =2b, gq(x-y) = 2c et

V=

e

X + Z.y (resp. V=2.x ) Le fixateur dans +0O d'un sous-module de type
t est noté -+t ; pour tous les types t envisagés ci-dessous, on montre que

les sous-modules de type t sont permutés transitivement par <0 ,

de sorte que +t est un groupe bien déterminé 3 isomorphisme prés. On pose

aussi <1 = -O/{:H] . Alors :

pour i =1, 2, 3, i = Coi (définition des groupes de Conway) H
-43‘%11><l M23 H «5 ¥ Aut McL’E‘McLX!E2 H -632'2‘1\'124 3

7 = +332 = HiS H -832 = +322 = McL H -942 = M23 H

9yq ¥ gg 3 (M, x Zy) 5 +10,, ¥ Aut HiS T HISX Z, ;

M0, = a2 = 2)0% My, 5 333TZIAN,

432 = M23 H *542 = M22 ; «633 M12 .
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De plus, °0 contient une extension centrale de HaJ par 2 et une extension

2

centrale de Suz par g6 , stabilisant respectivement des sous-modules de rang

6 et de rang 12 (pour Suz , c'est un résultat de J. Lindsey, communiqué au
conférencier par M. Suzuki). D'autre part, J. Thompson a mis en évidence dans
*1  des sous—groupes A, (i=8,7, 6, 5, 4, 3, 2) dont les centralisateurs
sont respectivement isomorphes 3 Ay Ay s PGL3(£2) , U3(£‘9) , HaJ , G2(£4) ,
une extension centrale de Suz par Z.3 et Co1 (comparer avec 2.5 !) (communi-

cation de B. Fischer).

3.3. Une construction du réseau de Leech [7 , 25, 26].

Soient X = F,q Ufe}, B et B définis comme en 1.3.4. Soit (ei)ieX
une base de R°Y . Posons q(Zx.,e.) = lex? et, pour YCX,e,= I e, .
= ii 8 i Y . i
ieY
L'ensemble L des ZIxe € _R24 (xi € Z) tels que
= =1
Tx; =0 (mod 4) , x, = zzxi (mod 2)

. 1

{i] x; # 2Z% (mod 4)} € B
est manifestement un réseau. La forme ElL est la forme q du n® 3,1 ; celui
qui ne désire pas admettre le théoréme 3.1 peut lire la suite en prenant ceci
pour définition de q . Soit G = (+0) 1le groupe des transformations linéaires

de 1_224 conservant L et gq .

3.4. Calcul de |G| = |+0| ; simplicité de .1 [7].

3.4.1. Le groupe M24 opére de fagon évidente sur L (en permutant les
e, ). Pour Ye B, G contient la transformation £y définie par fY(ei) = e
ou - e selon que i appartient ounon 3 Y . On notera N 1le sous-groupe de

G , isomorphe A 2,122)4 M2 , engendré par M2 et les f_ .

4 4 Y
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2
3.4.2. Posons L, = {212\1 eieilgizﬂﬂ i e, >0 ,Yegs} ,

3 - 4 _ s /s
L4={:k(eY+4ej—eX_Y)|Ye§, i £ YY) et L4_{4(ieiiej)|1,JeX,1;!J} .
Il résulte d'un calcul facile que

2
1) L, = {xeL|qx) =4} = Ly U Lz U Lj .

3.4.3. Soit zp 1l'ordre d'un élément g de G (z,p e N¥ , p premier).

Alors p<23 .8i p=23 ,o0ona z<x<2.

Cela résulte de ce que g a au plus 24 valeurs propres distinctes qui sont
des racines zp-iémes de l'unité, et que tout conjugué d'une valeur propre est une

valeur propre.

3.4.4. Le cardinal de toute orbite d'un sous-groupe de G opérant dans

n'importe quel ensemble est un produit de nombres premiers < 23

.

C'est clair, vu 3.4.3.

3.4.5. Les Lz (i =2, 3, 4) sont les orbitesde N dans L, . Pour ge G,

les propriétés suivantes sont équivalentes : (i) ge N ; (ii) gL2 =12

(iiid) ¥ i, j e X tels que g(ei) =ey .

La premiére assertion est évidente ainsi que l'implication (i) = (ii).
L'implication (iii) = (i) résulte de 3.4.2 (1) et du fait que, pour i e X ,
on a

{:!:ej|j;!i} = {xe524|x.|_ei ; 4(x+ei)eL4} .

Enfin, soient H 1le groupe des g € G satisfaisant 3 (ii), Hy 1le stabilisateur

de x = 4(eO + e1) dans H et K = {y e Lzl x X y} . Le groupe N N H, a pour

orbites dans X 1'ensemble {:L-4(eO - e1)} et son complémentaire, de cardinal
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924, Comme %. 926 est premier, il résulte de 3.4.4 que H1 conserve

{ i4(e° - e1)} , donc aussi {eo, e1} , d'ou 1'implication (ii) = (iii) .

3.4.6. Soit (Ti)i 1 ¢ une partition de X en 6 ensembles de 4
—_— = g ey — e —————

points telle que Ti U Tj € EB pour i % j (de telles partitions existent).

Alors, l'application linéaire ¢ : §24 - 324

o s _ 1
définie par cp(ek) = e feTi

(x T;) appartient 3 G .

La vérification est immédiate.

3.4.7. Le groupe N est un sous-groupe propre maximal de G . Celui-ci est

transitif sur L, et sur 1l'ensemble M = {(x,y) € L, x L4| xLy}.Ona

lo] = 222.3%.5%.72.11.13.23 .

Vu 3.4.6, N est un sous-groupe propre de G . Soit H % N un sous-groupe

de G contenant N . Vu 3.4.4 et 3.4.5, H est transitif sur L4 . Posons

e=4de -e , £, = 4(eO + e1) et, pour tout x € L H, = Stab, x et

4
L4(x) ={y e L4| x Ly} . L'élément d'ordre 23 de M,, qui conserve e

(donc e ) et applique e, sur e pour i e F n'a pas de point fixe dans

L4(e) » donc les orbites de H_ dans L4(e) ont des cardinaux multiples de 23 .

i+l

Par transitivité, ceci est aussi vrai des cardinaux des orbites de Hf dans
+

L4(f+). Mais on vérifie sans peine que les cardinaux des orbites de Hf n N
+

dans L4(f+) sont respectivement congrus 3 2 , 4 , 6 , 12 et 22 (mod 23) .

Donc H, est transitif sur L4(f+) et H est transitif sur M . D'autre part,
+

il résulte de 3.4.5 que FixG{f+, £} = FixN{f+ v £} = F‘ixN[eo ,e1} . Par consé-

quent H = G et |G| = |FixN{eo ,e1}|.lL4(f+)|.|L4l .
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3.4.8. Pour z e Z, G est transitif sur 1l'ensemble

{(x,y) € L4 x L4| q(x,y) = z} .

Pour z = 8 , c'est la seconde assertion de 3.4.9. Les autres cas se trai-

tent de fagon analogue.

3.4.9. Le groupe -°1

"

G/{£1} est simple.

Posons £4 = {{xx}|x e L4} et soit F £ {1} un sous-groupe distingué de
*1 . La considération des cardinaux des orbites du stabilisateur d'un point de

i4 dans -1 (cardinaux que l'on connait grace 3 3.4;8) montre que .1 , qui est

transitif sur L4 , ne laisse invariante aucune partition non triviale de cet en-

semble. Par conséquent, F est transitif sur i4 et {13 divise |F| . Soit P

le normalisateur dans G d'un 13-groupe de Sylow. Tous les 1{3-groupes de Sylow
de G étant conjugués dans H , ona G = F.P . En vertu de 3.4.3, 23 ne peut
diviser l'ordre de P , donc il divise celui de F , lequel a de ce fait une
intersection non vide avec le sous-groupe M24 de N . Mais il est facile de voir

que N ne posséde pas de sous-groupe distingué propre contenant M24 . Par con-

séquent, FON et F =G, vu 3.4.7.

4., Centralisateurs d'involutions.

4.1, Généralités.

L'idée, due a R. Brauer [2], de caractériser certains groupes finis simples
par la donnée du centralisateur d'une involution, voire de chercher 3 déterminer
ainsi inductivement tous les groupes finis simples (bien entendu, R. Brauer ne
formule pas son "programme" en termes si ambitieux) doit se comprendre 3 la lu-

miére de deux théorémes fondamentaux :
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Tout groupe fini simple non cyclique posséde des involutions (Feit-Thompson).

Etant donné un groupe fini H , il n'existe qu'un nombre fini de groupes fi-

nis simples possédant une involution dont le centralisateur soit isomorphe 3 H

(Brauer-Fowler).
Quatre groupes sporadiques ont été découverts par cette méthode.
4.2. Le groupe J [18].

Ce groupe est caractérisé par les propriétés suivantes : il est fini, ne

posséde pas de sous-groupe d'indice 2 , ses 2-groupes de Sylow sont abéliens

et il posséde une involution dont le centralisateur est isomorphe 3 éS x 22 .

(Cf. aussi 1l'exposé de C. Chevalley [6] A ce séminaire ; pour d'autres carac-

térisations ou constructions de J , voir [10, 28].)

4.3. Les groupes HaJ et HIM .

Ces groupes sont les seuls groupes finis simples possédant une involution

dont le centralisateur contient un 2-groupe de Sylow et est une extension de 55
5. Le groupe HJM (resp. HaJ ) posséde une seule (resp.

par un groupe d'ordre 2

deux) classe (s) de conjugaison d'involutions.

Z. Janko a déterminé complétement les deux tables de caractéres possibles
pour un groupe fini simple possédant une telle involution (cf. [19,12]). L'exis-
tence des deux groupes a été établie 3 1'aide d'ordinateurs [12,17] ; par 1la
suite, l'existence de HaJ a aussi été prouvée par d'autres méthodes (cf. les

n% 2.4 et 3.2). Pour l'unicité, voir le n°® 5.2,



204

4.4. Le groupe HHM .

Soit H 1le centralisateur d'une transvection dans PSLS(EZ) ; D. Held [13]

montre que si un groupe fini simple posséde une involution dont le centralisateur

est isomorphed H, il est isomorphe 3 PSLS(EZ) oua M , ou bien son ordre est

24
10 ,3 .2 .3 . . . . . ’
2 ".3°.5°.7".17 . Dans ce dernier cas, il détermine aussi, entre autres, la struc-

ture des normalisateurs des sous-groupes de Sylow. G. Higman et J. McKay ont cons-
truit, 3 l'aide d'un ordinateur, un groupe simple de 1l'ordre indiqué et possédant

une telle involution.

4.5. Autres groupes sporadiques.

On dispose de caractérisations analogues pour les groupes Mi [2,3,13,20]
et HiS [21]. Pour un exposé d'ensemble (non limité aux groupes sporadiques),

voir [40].

5. Remarques et résultats divers.

5.1. Le groupe Ly? , de R. Lyons.

Si ce groupe existe, il posséde les propriétés suivantes.
Le centralisateur de toute involution est une extension centrale non
décomposée de 541 par §2 . Le groupe posséde un sous-groupe H , extension cen-~

trale de Aut McL = McL X §2 par Z3 ; les cardinaux des orbites de H dans

23 2 7 26

Ly?/H sont 1, 23.52.7.11 , 27.3%.7.11 , 23.3°.52.41 , 22.3%.5%.7.11 . (D'aprés

une communication de J. Thompson.)
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5.2. Caractérisation par 1l'ordre.

Pour certains groupes sporadiques G , il a été démontré que G est le seul
groupe simple d'ordre |G|. C'est notamment le cas pour M. [38, 54, 58],
i

HaJ [12], HJIM [52] et His [35].

5.3. Automorphismes.

A

Le groupe Aut G/Int G est d'ordre 1 pour G =J

’ M11 ’ M23 ’ M24 ’ F123v
C1 , d'ordre 2 pour G = M12 ’ M22 , HaJ , McL , HiS , Suz , F122 , Fié4 et

d'ordre pair (probablement 2 aussi) pour G = HIM (cf. notamment [4,9,17,18]

et aussi le n® 2.1 (c) ; pour Suz et C, , ce résultat est d@ a J. Lindsey).

5.4, Multiplicateurs de Schur.

Le groupe HZ2(G,C*) est d'ordre 1 pour G = M, )My My, [4], dlordre 2
pour G = M12 [4,7,55] et Hal [56,57], d'ordre 3 pour G = McL (Thompson)

et HIM [57], et d'ordre 6 pour G = ¥, [4].

5.5. Philosophie.

I1 semble que les groupes sporadiques soient le plus souvent liés étroite-
ment 3 l'existence d'isomorphismes accidentels entre groupes "classiques" d'ori-
gine différente (1e groupe sporadique "faisant naturellement intervenir les
diverses incarnations du groupe classique en question"), ou a des inclusions
anormales entre groupes classiques, ou encore 3 la présence de multiplicateurs

de Schur non triviaux pour certains groupes simples.
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5.6. Paires quadratiques (d'aprés une lettre de J. Thompson).

Une paire quadratique est une paire (G,M) formée d'un groupe fini G et

d'un Ep[G]—module M tel que G opére fidélement sur M et soit engendré par
1'ensemble {g| (g - 1)2M = {0}} . Deux paires se multiplient en formant le pro-
duit direct des groupes et le produit tensoriel des modules. Il s'avére que, pour
une paire (G,M) indécomposable, G/Z(G) est simple et G = G' . Supposant
(G,M) indécomposable et p 2 5 , Thompson exhibe dans G une classe de conju-
gaison remarquable C de sous-groupes d'ordre ¢ , une certaine puissance de p,
telle que, pour E , F € C , on ait de trois choses 1l'une : (E,F) (sous-groupe
engendré par EUF ) = SL2(£q) , ou bien (E,F) est abélien, ou bien [E,F] € C
(comparer avec la définition des classes de 3-transpositions du n°® 2.5 !). Il

montre ensuite que (toujours pour p 25 ), G/2(G) = (HF )' ol H est un groupe
=q

algébrique simple défini sur Eq ; de plus, tous les groupes algébriques simples
interviennent excepté E8 (toujours 1lui !). D'autre part, il observe que

(+0, L/3L) (notations de 3.3) est une paire quadratique, pour p = 3 .
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