JACQUES DIXMIER
Les algebres hilbertiennes modulaires de Tomita

Séminaire N. Bourbaki, 1971, exp. n°371, p. 129-143
<http://www.numdam.org/item?id=SB_1969-1970__12__ 129 0>

© Association des collaborateurs de Nicolas Bourbaki, 1971, tous
droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire Bourbaki (http://www.bourbaki.
ens.fr/) implique I’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la
présente mention de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SB_1969-1970__12__129_0
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire BOURBAKI
22e année, 1969/70, n° 371 Février 1970

LES ALGEBRES HILBERTIENNES MODULAIRES DE TOMITA

(d'aprés TAKESAKI)

par Jacques DIXMIER

1. Algeébres de von Neumann.

1.1. Soit H wun espace hilbertien complexe. On note L(H) 1'ensemble des endo-
morphismes continus de H . C'est de maniére naturelle une algébre involutive,
munie de diverses topologies utiles. La moins fine d'entre elles est la topologie
faible : x, tend faiblement vers x dans L(H) si (xa§|ﬂ) tend vers (x§|1)

quels que soient E,MN € H . On s'intéresse aux sous-algébres involutives de L(H)

contenant 1 , et on leur impose diverses conditions topologiques ; la condition

raisonnable la plus stricte consiste 3 exiger qu'elles soient faiblement fermées.

On obtient ainsi la définition des algébres de von Neumann.

1.2. Un isomorphisme de H sur un autre espace hilbertien définit par transport
de structure un isomorphisme d'algébres de von Neumann ; les isomorphismes ainsi
obtenus sont dits spatiaux. Plus généralement, si N1 et N2 sont des algébres

de von Neumann, on appelle isomorphisme de N sur N une bijection de N

1 2 1

sur N2 qui respecte la structure d'algébre involutive (on ne se préoccupe plus
des espaces hilbertiens sous-jacents) ; un tel isomorphisme conserve automatique-
ment la norme, et posséde aussi diverses propriétés de continuité. La structure

des isomorphismes est simple et entiérement connue.
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1.3. Soit N une algébre de von Neumann. On appelle trace sur Nt une fonction
® : ¥ - [o, +w ] , additive, positivement homogéne, telle que (x*x) = (xx*)
pour tout x € N . On dit que ¢ est normale si w(sup(xa)) = sup(¢(xa)) pour

toute famille filtrante croissante majorée (xa) d'éléments de NT . On dit que
¢ est semi-finie si, pour tout x € N tel que X % 0, il existe y € N otel

que vy £0, ysx, oy)<+e.

1.4. Si H est de dimension finie, il est facile de dresser la liste compléte

des algébres de von Neumann dans H ; ce sont des produits d'algébres de matrices.
Si H est de dimension infinie, on ne sait pas dresser cette liste, mais on a

une classification des algebres de von Neumann en différents types. Par exemple,
nous aurons 3 parler des algébres de von Neumann semi-finies. Une algébre de

+

von Neumann N est semi-finie si, pour tout élément non nul x de N , il

+

existe une trace normale semi-finie ¢ sur N telle que @(x) > 0 .

1.5. Voici une maniére intéressante de construire des algébres de von Neumann.
Soit G un groupe localement compact, muni d'une mesure de Haar & gauche. Soit

H 1l'espace hilbertﬁen L2(G) . Pour tout g e G, soit m(g) 1'opérateur de
translation 3 gauche par g dans H . Les combinaisons linéaires des m(g) for-
ment une sous-algébre involutive de L(H) . Son adhérence faible est une algébre

de von Neumann N(G) . On a des renseignements sur les relations entre la struc-

ture de G et le type de N(G) .
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2. Algébres hilbertiennes.

2.1. Reprenons la construction 1.5. En fait, il est commode de décomposer le pas-

sage de G & N(G) en deux étapes :
1) passage de G A une algébre hilbertienne ;

’

2) passage d'une algébre hilbertienne 3 une algébre de von Neumann.

2.2, Définition. Une algébre hilbertienne est une algébre involutive A , munie

d'un produit scalaire qui en fait un espace préhilbertien séparé, de telle sorte

que les axiomes suivants soient vérifiés :

1) (&8nl¢) = (nlgxg) pour €, M, Cea ;
2) les multiplications 3 gauche dans A sont continues ;

3) 1les EN (ou E, Me A ) forment un ensemble total dans A ;

4) (Elm) = (n*|g%) pour €, MeaA.

Grace 3 l'axiome 4, on a symétrie parfaite entre les propriétés de la multiplica-
tion 3 gauche etcelles de la multiplication 3 droite. Soit H 1'espace hilbertien
complété de A . Pour € e A, soit m(E) 1l'endomorphisme continu de H qui pro-

longe la multiplication 3 gauche par £ dans A . Alors m(A) est une sous-algébre

involutive de L(H) dont 1'adhérence faible m(A)” est une algébre de von Neumann.

De méme, les multiplications ) droite définissent une algébre de von Neumann

p(A)” . On démontre que m(A)” et p(A)” sont le commutant 1l'un de 1l'autre dans

L(H) ("théoréme de commutation").

2.3. Reprenons G comme dans 1.5, mais supposons-le unimodulaire. Soit A 1l'en-
semble des fonctions continues complexes 3 support compact sur G . Munissons-le

. . . . s =, -1
du produit de convolution, de 1'involution définie par £*(g) = f(g ) pour
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feA et ge G, et du produit scalaire induit par celui de L2(G) . Alors

A = A(G) est une algébre hilbertiemne, et N(G) = m(a(G))” .

Des constructions analogues sont possibles quand on part plus généralement
d'un groupe unimodulaire opérant dans un espace localement compact mesuré en

conservant la mesure.

2.4. Les algébres hilbertiennes ne servent pas seulement 3 faciliter la construc-
tion d'algébres de von Neumann, Elles sont utiles aussi pour 1l'étude théorique

des algébres de von Neumann. Par exemple, si A1 et A2 sont des algébres hil-
bertiennes, il est facile de définir, de maniére entiérement algébrique, 1l'alge-
bre hilbertienne A1 ® A2 et de prouver, grace au théoreme de commutation, que
(ﬂ(A1)_ ® ﬂ(Az)—)' = n(A1)' ® n(Aa)' (le ® signifie qu'on prend 1'adhérence
faible du produit tensoriel algébrique, les ' désignent les commutants). D'autre
part, on prouve que les algébres de von Neumann semi-finies ne sont autres que les

algébres de von Neumann isomorphes 3 des algébres m(A)~ ( A , algébre hilber-

tienne). On en déduit alors facilement que, 31 N1 et N2 sont des algébres de

von Neumann semi-finies, on a (N1 ® N2)‘ = N & N, .

2.5. Malheureusement, il existe des algébres de von Neumann qui ne sont pas semi-
finies (les physiciens théoriciens en exhibent méme de plus en plus). Et c'était
un probléme ouvert depuis longtemps de savoir si la formule (N1 & Nz)' =N ® N}
est valable en général. D'autre part, on s'est limité en 2.3 aux groupes unimodu-

laires, ce qui est regrettable. Bref, la notion d'algébre hilbertienne n'est pas

assez générale.
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3. Algébres hilbertiennes 3 gauche.

3.1. Reprenons G et H = L2(G) comme en 1.5, et soit A 1la fonction module
de G . Soit encore A = A(G) 1l'ensemble des fonctions continues A support com-
pact sur G , muni du produit de convolution, du produit scalaire induit par
celui de H , et de 1'involution * définie par E*(x) = A(x-1)§(x_1) . Alors
les axiomes 1, 2, 3 (cf. 2.2) sont vérifiés, mais pas l'axiome 4. On pourrait
penser que de légéres retouches au produit, A 1l'involution, et au produit sca-
laire suffisent A arranger les choses. En fait, il n'en est rien, et d'ailleurs
il existe des groupes G pour lesquels 1l'algébre de von Neumann N(G) n'est

plus semi-finie : la situation est donc essentiellement nouvelle.

Non seulement 1l'involution f t— Eﬁ n'est plus isométrique, mais elle
n'est méme plus continue. Toutefois, elle n'est pas entiérement pathologique ;

,

elle est en effet "fermable". Nous allons expliquer ce que cela signifie.

3.2. Soient H , K des espaces hilbertiens, S une application linéaire d'un
sous-espace dense de H dans K . On dit que S est fermable si 1'adhérence de
son graphe est encore le graphe d'une application. Pour cela, il faut et il suffit
qu'il existe une application linéaire T d'un sous-espace dense de K dans H ,
telle que (SE|M) = (E|TN) pour tous les & , N tels que SE , TN soient défi-

nis.

3.3. Revenons 3 la situation de 3.1, et posons gb(x) = §(x_1) pour tout g e A .

Alors on a (f*lg) = (gblf) pour tous £ , g € A, ce qui prouve bien que
i

£ f est fermable.
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3.4, Définition. Une algébre hilbertienne 3 gauche est une algébre involutive A
+* . . . .

(nous noterons €+ & 1'involution), munie d'un produit scalaire qui en fait

un espace préhilbertien séparé, de telle sorte que les axiomes 1, 2, 3 de 2.2

soient vérifiés, ainsi que l'axiome suivant, qui généralise 1l'axiome 4 :
. . #
4') l'application § + & de A dans A est fermable.

Les algébres hilbertiennes 3 droite se définissent de maniére analogue.

3.5. Dans la situation de 3.1, A(G) est une algébre hilbertienne 3 gauche. Défi-

nissant T comme en 2.2, on a N(G) = m(A(G))” comme en 2.3.

3.6. Voici un autre exemple d'algébre hilbertienne 3 gauche. Soit N une algebre
de von Neumann dans H . Supposons qu'il existe §o € H séparateur et totalisa-
teur pour N : cela veut dire que l'application o : X x§o de N dans H
est injective et d'image dense. (L'étude des algébres de von Neumann quelconques
se raméne par des procédés simples i celle des algébres de von Neumann pour
lesquelles il existe un tel §o . En outre, dans beaucoup de questions, §O fait
partie des données.) Soit A = N§O . Grace 3 o , transportons 3 A 1la structure
d'algebre involutive de N . Alors, avec le produit scalaire induit par celui de

H, A est une algébre hilbertienne 3 gauche admettant 50 pour élément unité.

Les axiomes 1, 2, 3 sont immédiats ; d'autre part, pour x € N et x' e N' ,
on a
1 * ] - LR 2VS 3 - L VAR - 1% .
(1) (x*g [x'E)) (x"*x*g |8 ) (x*x'*g_|g ) (x"*E_|xE))
or §0 est totalisateur et séparateur pour N' , donc l'application
x'§o - x'*§o a un domaine de définition dense ; on conclut alors de (1) et de

3.2 que 1'application x§o — x*§o est fermable, d'ou notre assertion.
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. _ _ _ L.
i x,yeN,ona (mxg))(yE) = (x€)(vE)) = (x)(E)) = x(¥§,) , d'ol

n(xgo) = x . Ainsi m(A) = m(A)” = N, et toute algébre de von Neumann (possédant

un vecteur séparateur et totalisateur) peut donc &tre considérée comme associée

3 une algébre hilbertienne ) gauche.

3.7. Afin de prouver (N1 é Nz)' = N; & Né pour des algébres de von Neumann quel-
conques (cf. 2.4 et 2.5), il est maintenant raisonnable de chercher un théoréme

de commutation pour les algébres hilbertiennes 3 gauche.

3.8. Soit donc A wune algébre hilbertienne 3 gauche. L'involution § +— 5#'
admet une fermeture S , dont le domaine de définition D(S) contient A .
L'adjoint F de S a un domaine de définition D(F) dense dans H . Soit A'
(attention : ici le ' ne désigne pas un commtant) 1l'ensemble des T € D(F)
tels que l'application & +» m(E)N (moralement la multiplication 3 droite par
ﬂ) soit continue, donc admette un prolongement continu 3 H que nous noterons
m' (M) . Alors on fait de A' wune algébre hilbertienne 3 droite de la maniére
suivante : 1) le produit scalaire est induit par celui de H ; 2) l'involution
est F|A' ; 3) pour M, » M, € A" , on pose M, = n'(ﬂ2)ﬂ1 . On dit que A

est 1'algébre hilbertienne 3 droite associée 3 A . Si on recommence 1l'opération,

on tombe sur une algeébre hilbertienne 3 gauche A" qui prolonge A , avec le

méme S qu'au début. On a A"' = A' , etc. On dit que A est achevée si A = A"

toute A posséde un "achévement", 3 savoir A" . On a un théoréme de commutation :

le commutant de m(A)” est m'(A')” . Il en résulte en particulier que les multi-

plications 3 gauche de A et de A" engendrent la méme algébre de von Neumann.

3.9. Dans 1'exemple de 3.6, on a A = A" =Nf , A'-= N'E m(a) = m(A)” =N

comme on 1'a déja dit, et m'(A') = n'(A')” = N' .
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3.10. Tout cela, sans &tre trés difficile, prend une dizaine de pages (et est in-
dispensable pour la suite). Malheureusement, nous sommes encore trés peu avancés.
Pour pouvoir déduire la formule (N1 & N2)' = N{ ® Né de ce qui précéde, il fau-
drait savoir, étant données des algébres hilbertiennes 3 gauche A1 et A2 y
quelle est 1l'algébre hilbertienne 3 droite associée 3 1l'algébre hilbertienne 3

gauche A1 ® A2 ; or on peut seulement dire qu'elle contient A{ ® Aé , et cela
ne suffit pas. Il nous faudrait donc, comme en 2.2, un théoréme de commutation

faisant intervenir A seulement (et pas A' ), avec les multiplications 3 gauche

et 3 droite de A ; mais les multiplications 3 droite de A ne sont pas conti-

nues, ce qui est fort désagréable.

4, Algebres hilbertiennes 3 gauche modulaires.

4.1. Reprenons le groupe non nécessairement unimodulaire G . Comme les éléments

de A(G) sont des fonctions continues 3 support compact, on remarque que les mul-

tiplications & droite dans A(G) sont en fait continues. Mais c'est 13 un coup
de chance : on aurait trés raisonnablement pu définir les éléments de A(G) par
des conditions un peu moins restrictives, et cetfe remarque n'aurait plus été va-
lable. (En'tous cas, cette remarque n'est plus valable dans l'exemple 3.6.) Toute-
fois cela suggére 1l'idée suivante : partant d'une algébre hilbertienne 3 gauche

A , nous essaierons de définir une sous-algébre involutive dense de A qui véri-
fiera, outre les axiomes 1, 2, 3, 4', des axiomes supplémentaires, lesquels per-
mettront entre autres choses d'avoir des multiplications 3 droite continues et

d'énoncer un théoréme de commutation satisfaisant.

4,2. La nature de ces axiomes supplémentaires est suggérée par une étude plus
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approfondie du groupe G . Nous avons déja défini dans 1l'algébre A(G) les invo-
b

+#
lutions fpr—» f et fyo £ (cf. 3.1 et 3.3). En réalité, il y a toute une

famille d'involutions :
o 7o -1
£(x) — Ax)" £(x ) (¢ € C) ;
pour o =-1 , on retrouve # ; pour a=0 , on retrouve b 3 pour o =--£- ,
on obtient une involution isométrique. D'ailleurs, les applications
Ma) : £(x) > A £(x)
de A(G) dans A(G) sont elles-méme intéressantes ; elles forment un groupe 3

un paramétre complexe d'automorphismes de l'algébre A(G) , vérifiant les condi-

tions suivantes :

(A(a)f)ﬁ = M-a)¥ . pour aeC , £, ge A(G)
(M)£lg) = (£]a(@)g) pour aeC , £,g e A(G)
(a1 = (glf) pour £, g e A(G)

o - (Ala)f]|g) est analytique pour £, g€ A(G)

(1 + Me))(A(G)) est dense dans A(G) pour tout « € R .

4.3. Définition. On appelle algébre hilbertienne 3 gauche modulaire une algébre
hilbertienne 3 gauche B munie d'un groupe (A(a))ae ¢ 4'automorphismes véri-

fiant les axiomes suggérés de maniére ¢évidente par 4.2.

(Par exemple, une algébre hilbertienne est hilbertienne 3 gauche modulaire

avec Ma) =1 pour tout ae C .)

tF . . . P
Alors E - E* = A($)E  est une involution isométrique, et comme elle
transforme les multiplications 3 gauche en les multiplications 3 droite, ces
derniéres sont continues. Pour tout & € B, soit p(g) 1le prolongement continu

34 H de la multiplication 3 droite par & . Le théoréme de commutation dit que
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m(B)” et p(B)” sont le commutant l'un de l'autre. Cela n'est pas trés difficile
A montrer. Mais un trés gros travail technique (utilisant entre autres quantité

d'intégrales de Cauchy) est nécessaire pour prouver le théoréme suivant.

4.4, THEOREME (Tomita).- Soit A une algébre hilbertienne 3 gauche achevée. Il

existe une sous-algébre involutive B dense dans A , et un groupe (A(a))ae c

d'automorphismes de B , tels que

(i) B , munie des A(a) , est une algébre hilbertienne 3 gauche modulaire ;

(ii) B" = A .

4.5. Pour donner une trés vague idée de la démonstration de Tomita, il faut expli-
quer comment, partant de A , on arrive j construire les A (o) . Or 1l'exemple de
A(G) permet de le comprendre. L'involution donnée de A(G) est alors l'applica-
tion £(x) +— A(x)—1 }(x—1) . Sa fermeture S est encore l'application

£(x) t— A(x)-1 ;(x_1) , définie cette fois pour toutes les f € LZ(G) telles que

A(x)-1 }(x_1) € L2(G) . On peut écrire § = A%J , ol
GO (x) = Ax)TTET)
(89)(x) = 8(x) g(x) .

Comme J est une involution isométrique définie sur tout L2(G) , et que A% est
un opérateur auto-adjoint positif, 1l'égalité S = A%J n'est autre que la décompo-
sition polaire de S . Or, dans la situation abstraite générale, la fermeture S
de # (qui existe d'aprés 1'axiome 4') admet une décomposition polaire, comme

tout opérateur fermé ; on peut ainsi construire l'analogue abstrait de A% , Puis
le groupe (A(a)) . On prend ensuite pour B la sous-algébre de A engendrée par

les £(B(1))E , oi Ee A et ou f est une fonction complexe indéfiniment déri-

vable sur R , A support compact contenu dans ]O, +o[ .
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5. Applications.

5.1. Soient N une algébre de von Neumann dans H , € wun élément de H sépara-
teur et totalisateur pour N . Il existe une algébre hilbertienne 3 gauche modulaire
B , admettant € pour élément unité, telle que N soit l'algébre de von Neumann

associée 3 B .,

(I1 suffit de combiner 3.6, 3.8 et 4.4.)

5.2, Soient N, et N, des algébres de von Neumann. On a (N1 ® N2)' =N ® Ny .
On se raméne aisément au cas ou N1 et N2 admettent chacune un

vecteur séparateur et totalisateur. I1 existe alors des algébres hilbertiennes 3

gauche modulaires B, , B, telles que N, = ﬂ(B1)_ y N, = n(Bz)- (cf. 5.1).

Alors B1 ® 82 est facilement munie d'une structure d'algébre hilbertiemne 3 gau-

che modulaire, et 1l'on a

(N &ny)' = (s(5) @p(B)) = (p(B; ®B,))"

Tr(B1 ® B2)- (th. de commutation)

N1®N2.

5.3. Soit N une algébre de von Neumann dans H , admettant un vecteur totalisa-
teur et séparateur. Il existe une bijection semi-linéaire isométrique
J:H - H telle que J2 =1, JNJ=N", JN'J=N.

C'est une conséquence immédiate de 5.1 et du th. de commutation.

5.4. Soient N une algébre de von Neumann, ¢ une forme linéaire positive sur
N . On dit que ¢ est normale si w(sup(xa)) = sup(¢(xa)) pour toute famille

filtrante croissante majorée d'éléments de N . On dit que ¢ est fideéle si

(x e N et o(x) =0) = x=0. Soit t o, un groupe 3 un paramétre réel
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d'automorphismes de N , continu (en ce sens que, pour tout x € N , l'application

t — ct(x) soit fortement continue). On dit que ¢ vérifie la condition KMS

(de Kubo-Martin-Schwinger) relativement 3 (ct) si, pour tous a , b e N, il
existe une fonction 2z + F(z) , définie, continue et bornée pour 0 < Imz <1,
holomorphe dans la bande ouverte, telle que

F(t) = o(o(a)p) ,  F(t+i) = oo, (a))
pour tout t € R . (Cette condition sort de la mécanique statistique quantique,
cf. par exemple [1].) Si ¢ vérifie la condition KMS, ¢ est invariante par les
°t . Lorsque ct =1 pour tout t , la condition KMS signifie simplement que

¢(ab) = ¢(ba) pour tous a , b € N, autrement dit que ¢ est une trace.

L'apparition de la condition KMS peut s'expliquer de la maniére suivante.
Soit N = L(H) . Soit p un opérateur positif tragable injectif sur H . Posant
@(x) = Tr(px) pour tout x € N , on obtient une forme positive normale fidéle sur

N (d'ailleurs toute forme positive normale fidéle sur N s'obtient de cette fa-

gon). Pour t e R, 1:>1'C est unitaire et définit 1'automorphisme
Ot DX p-'ltxplt de N . Soient a , b e N et posons
-it it 1+it -it
F(t) = gp(ao‘t(b)) = Tr(pap  bp ) = Tr(p ap b) .

Pour 2z e C , l'opérateur pZ est défini, mais il est borné seulement si

Re z20 . Pour 0<Re z=<1, on voit que p1-zapzb est un opérateur traga-
. . 1+iz _ -iz .

ble. On démontre que la fonction z = Tr(p ap b) est continue bornée

pour 0 < Imz <1 , analytique pour 0< Imz< 1 ; et 1l'on a

’

F(t + i) = ‘I‘r(pltap_lt"'1 b) = ’I‘r’(;>‘|-1tbp1t a) =gp(o't(b)a) .

5.5. Les définitions de 5.4 permettent d'énoncer le résultat suivant.
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THEOREME.- Soient N une algébre de von Neumann, ¢ une forme positive normale

fidéle sur N . Il existe un groupe 3 un paramétre continu t w— O (t € R)

d'automorphismes de N , et un seul, tel que ¢ vérifie la condition KMS relati-

vement 3 (o) .

Par la construction de Gelfand-Naimark-Segal, on réalise N dans un espace

hilbertien H de maniére que ¢ soit de la forme X ¢ (x§|§) , ou E estun

vecteur séparateur et totalisateur pour N . On applique 5.1. Alors t v+ A(it)
(t € R) est un groupe continu 3 un paramétre d'opérateurs unitaires, et

Ait) N A(-it) = N pour tout t € R ; donc chaque A(it) définit un automorphis—

me ¢, de N . D'autre part, Aa@)

. existe pour tout o € € , du moins sur un

sous-espace dense de H . Cela, et les propriétés algébriques des A o) , permet

de construire les fonctions holomorphes requises.

Le groupe t o, s'appelle le groupe d'automorphismes de N associé

a2 @

5.6. On vient de voir que ¢ détermine le groupe t +— o, de manieére unique.

Réciproquement, soient N wune algébre de von Neumann et t ct un groupe

continu 3 un paramétre réel d'automorphismes de N . Il n'existe pas toujours de

forme positive normale fidéle ¢ sur N vérifiant la condition KMS relativement

EY (ct) . Supposons qu'il en existe une. Alors on peut décrire toutes les autres.

Pour simplifier, nous énoncerons le résultat seulement lorsque N est un facteur,

c'est-3-dire 1lorsque le centre de N est réduit aux scalaires.

THEOREME.- Dans ce cas, les seules formes positives normales fidéles sur N véri-

fiant la condition KMS relativement 3 (ct) sont les multiples scalaires de ¢ .
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5.7. THEOREME.- Soient N une algébre de von Neumann, ¢ une forme positive nor-

male fidéle sur N , t |- o, le groupe d'automorphismes associé 3 ¢ . Pour que

N soit semi-finie, il faut et il suffit que t P °t soit intérieur (c'est-a-

dire qu'il existe un groupe continu t +» U(t) d'opérateurs unitaires de N

tel que, pour tout t € R, . soit 1l'automorphisme intérieur défini par U(t)).

Ce genre de résultats sert 3 démontrer, par exemple, que l'algébre de
von Neumann associée 3 un groupe localement compact connexe est semi-finie, Il
sert 3 étudier les produits tensoriels infinis d'algébres de von Neumann [2].

Il donne aussi le résultat négatif suivant :

5.8. THEOREME.- Un facteur non semi-fini dans un espace hilbertien séparable

admet des automorphismes extérieurs.

La condition de séparabilité assure l'existence d'une forme positive normale

fidéle ¢ sur le facteur. On considére le groupe (ct) associé. Si tous les o

étaient intérieurs, on conclurait que N est semi-fini.
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