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Séminaire BOURBAKI
21e année, 1968/69, n° 349 Novembre 1968

FORMES AUTOMORPHES ET PRODUITS EULERIENS
d'aprés R. P. langlands,

par R. Godement.
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1 - Séries d'Eisenstein & une variable.

Soit G un groupe lindaire algébrique semi-simple connexe défini sur Q et provisoire-
ment quelconque; on a alors un groupe adélique GA et un groupe rationnel GQ. y Sous=—groupe
discret & quotient de volume fini du précédent. Nous choisirons un tore déployé maximal H
de G, ce qui permetira de parler des "racines" de G (par rapport & H) et du groupe de Weyl

W= N(H)Q‘/Z(H)Q .

Soit P un sous-groupe parabolique maximal de G, dont nous supposerons qu'il contient
H (c'est toujours vrai modulo conjugaison par un élément de Gg), et dont nous noterons U
le radical unipotent. P est défini par une partie parabolique IT du systéme de racines de
G par rapport & H, et U, en particulier, par les « € 1T telles que - 5( TT. On peut
ordonner les racines de telle sorte que les & € U (on egpére que cette notation se com-
prend d'elle-méme) soient toutes positives., Comme P est maximal, U est un horicycle [1]

minimal de G, et si 1'on désigne par <>(o s X, yee2, o(r les racines simples (pour 1'ordre

considéré) on peut supposer que 1T est l'ense;lble des =Z niO(i telles que n, 2 0,
les &« € U étant caractérisées par la relation n0> 0. Les & telles que n, = 0 correspon-
dent, dans G, & un sous-groupe réductif Z de P tel que P = ZU (produit semi-direct), et
qui est le centralisateur d'un tore T C H, & savoir la composante connexe de 1l'intersec-
tion des noyaux des racines 0(1 yesay a(r de G . I1 est clair que T est un tore de dimen-
sion 1, déployé sur Q, et que le quotient M = Z/T = P/TU est un groupe réductif dont le

centre est un tore anisotrope sur Q, et dont le Q-rang est inférieur d'une unité & celui
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de G. Toute fonction sur M /Pb s'identifie canoniquement & une fonction sur P /PQTAUA .

Nous supposerons d'autre part que l'on a choisi (grice & la théorie de Bruhat-Tits)
un sous-groupe compact maximal K dans chaque composante G_ dg GA de telle sorte que les
conditions suivantes soient remplies : le produit K =T_r Kp est contenu dans C-A , On a
GA = K. PA , et cette relation subsiste si 1'on remplace P par tout autre sous-groupe para-
bolique de G (il suffit naturellement, pour cela, de la vérifier pour un sous-groupe para-
bolique minimal). L'image Kt de K PA dans MA =P /’I‘ U posséde alors la méme propriété
relativement & MA .

Nous dirons, comme Harish-Chandra, qu'une fonction ¢ sur M /M , a valeurs dans 1l'es-
pace d'une representatlon,{)' de dimension finie du groupe compact KM , est une forme auto-
morphe de type l/¢ si 1l'on a q}(km) =4/°-(k cp(m) pour tout k € KM et tout m € MA y S1 en
outre @ est annulée par un idéal de codimension finie de l'algébre Q(M) des opérateurs
différentiels biinvariants sur le groupe de Lie M, des points réels de M, et si enfin [
satisfait aux conditions de "croissance lente & 1'infini" évidentes. Si la fonction @ est
une forme parabolique i.e. telle que
(1) f (p(mv)dv =0

VA/VQ
pour tout horicycle V de M, la fonction ¢ est, comme on le voit facilement, a décroissan-

ce rapide & 1'infini, et en particulier dans L2(M /M )

A9
Soit q) une forme parabolique de typed} sur M /Mg et relevons-la en une fonction sur
PA , qui sera donc invariante & droite par PQTAUA Il y a une representatlon’\)_ de dimen-
sion finie de K qui, restreinte & KnP A’ contient la représentation de KnPA déduite de
/(}‘ par l'homomorphisme canonique de Kr\PA sur KM . On peut donc prolonger (; en une

fonction sur G, , & valeurs dans l'espace de la représentation /L} , et telle que 1'on

ES

ait
(2) 9 (kgrtu) = d(k)glg) pour k € K, g€ Gy » TEF , bET,

Comme d'autre part U est invariant dans P, on peut considérer la représentation adjointe

,uEUé.

de P dans l'algébre de Lie de U; le déterminant de cette représentation sera noté PU(p),

de sorte qu'on a pour la mesure invariante de UA la formule

(3) d(pup—1) = l pU(p)l du .

Nous poserons
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(4) ¢(e;ss) =|pU(p)]_SqJ(g) = 1| I Wgle) st g =p,
de sorte qu'on a maintenant, au lieu de (2), la relation

(5) ¢ (kegntuss) =|py(t)] A ()gess) -
On peut maintenant construire, & 1l'aide de la fonction q(g;s), une série d'Eisens-

tein

(6) Eq,(g;S) =) 9(gy 39) ,

%%
laquelle converge comme il est bien connu pour Re(s) assez grand - en fait, ici, pour
Re(s)) 1 - et se prolonge analytiquement & tout le plan ccmplexe comme 1'ont montré
Selberg et langlands (voir le chapitre IV de [2] ). Pour formuler de fagon précise le
résultat, il faut tout d'abord calculer, comme on l'a fait dans [1] avec des hypothéses
un peu plus générales, les "termes constants des séries de Fourier de E‘P suivant les
diverses classes d'horicycles" de G. Soit U' un tel horicycle, i.e. le radical unipotent

d'un sous-groupe parabolique P' = N(U') de G. Il s'agit de calculer

Eg'(g;S) =/ E‘P(gu';S)du' =/ Z ¢leu'y ;8)

U_A_/Ué w /U' /

= Z / ¢ (gu'y 38)au’
Ué\Gg/Pg U'/ ,W(P)

comme le montre un calcul trivial, et ou 1l'on pose x(?g) =Y %gx'_1 . I1 est clair que

(7)

le terme général se raméne encore & une intégration sur

=1/ =1/
IRCRVA S CAE A
qul se factorise & travers une intégration sur 1'image dans M =P /Z du sous-groupe

X (U')A N Z , divisée par un groupe de points rationnels qu1 1mporte peu. Or on cons-
tate fac1lement (en supposant par exemple que P' contient, comme P, le tore déployé maxi-
mal H et en remplacant ¥ »ce qui est permis modulo le théoréme de Bruhat, par un é1é-
ment du groupe de Weyl) que cette image, si elle ne se réduit pas & 1'unité, est un hori-
cycle de M - auquel cas le terme correspondant de la somme (7) est nul puisque l'on est
parti, sur M /ag , d'une forme automorphe (] parabolique. Restent donc les termes X tels
que Z ne rencontre pas 8 (U') Supposant H C P' et écrivant P' = Z'U' avec H C 2' on
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peut supposer x § w avec w € N(H) et §€ ?é , d'olu 7 1(U') -w (U') Comme P est
maximal, il est alors clair qu on ne peut avoir Z n W (U') ={e} que si P' est lui
aussi maximal, et qu'alors w (U’) ne peut &tre que U ou le groupe "opposé" , obtenu en
multipliant par -1 les racines qui appartiennent & U. On a Z' = Z dans les deux cas, mais
il faut distinguer deux situations, suivant que U et le groupe opposé sont conjugués, ou

non.

Cas 1 : Uet son opposé sont conjugués (exemple t G = SL(n) et on prend pour P le
groupe triangulaire dans la partition n = n/2 + n/2, ce qui suppose n pair). Le seul et
unique groupe parabolique pour lequel 1'expression (7) puisse ne pas étre nulle est, &
conjugaison pres, P lui-méme. On peut donc se borner & supposer U' = U dans ce cas. Dans
la somme (7), on peut se borner aux ¥ = § w tels que w_1(U) soit égal & U ou & son oppo-
sé., Un tel w normalise Z et par suite on a, pour ces ¥ , la relation qéy‘P = ?QY?Q ,
ce qui permet de supposer ¥ = e et Y = w. Comme w est déterminé modulo un élément de ?Q
par son effet sur U, il reste donc, dans la somme (7), deux termes non nuls au plus, celui
qui correspond & la classe unité, et celui qui correspond & un w transformant U en le sous-
groupe opposé (ces w sont évidemment caractérisés par le fait qu'ils induisent sur T 1'au-
tomorphisme t +-9 t_1). Choisissant une fois pour toutes un tel w il reste donc, puisque

Un w(P) = {e} , la relation

U
(8) E (g;s) = ¢(g;s) +f ¢ (guw;s)du .
¢ U
A
Pour des raisons d'invariance triviales, il existe sur nA/M P /?Q?AUA une fonction
c(s)q y qui dépend linéairement de ¢ et holomorphiqueﬁgnt de s, et telle que 1'on ait

(9) [ olewss)an = [g,(0)| *'H)e(e)g(p) st g=kp , Re(s) > 1.
U

I1 est facile de voir Eﬁe c(s)Q est comme ¢ une forme automorphe parabolique de M, dont
1'espece dépend uniquement de celle de ¢ (rappelons en passant que les formes d'espéce
donnée forment un espace vectoriel de dimension finie), et le second membre de (9) est
donc le terme )Y = e de la série d'Eisenstein Ec(s)¢ (g;1-s) associde & la forme para-
bolique c(s)Q et pour la valeur 1-s du paramétre, Ceci dit, on a les résultats suivants:
la fonction c(s) (définie & priori pour Re(s) > 1, et dont les valeurs appartiennent & un

certain espace vectoriel de dimension finie) est méromorphe dans tout le plan complexe;
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elle est holomorphe dans le demi-plan fermé Re(s)> + , & ceci prés qu'elle peut admettre
un nombre fini de pSles Simples situés sur l'intervalle]~% ’ 1] de 1l'axe réel; on a 1'é-

quation fonctionnelle
(10) c(1-s)e(s) = 1

(on peut toujours se ramener au cas ou c(s) transforme des formes d'espéce donnée en for-
mes de méme espéce); la série d'Eisenstein E (g;s) est méromorphe dans le plan complexe;
ses pSles sont des pdles de c(s), ses pdles dans Re(s)> 4 sont simples; enfin on a
1'équation fonctionnelle

(11) Ec(s)? (g;1-8) = E(P(g;S) X
(12) Z /cp(gyuw,o)du = Z ¢leyss) ,
/ GQ/PQ

4 ceci prés bien slir que le premier membre n'a pas de sens lorsque le second en a un...

Cas 2 : U et son opposé sont non conjugués (exemple : G = SL(n) et on prend pour P

le sous-groupe triangulaire dans une partition n = p+q avec p # q). I1 y a alors deux
classes de sous-groupes paraboliques maximaux pouvant conduire & un résultat non nul. la

premidre est celle de P, pour laquelle on trouve visiblement
U
(13) B (gis) = ¢leis)

et la seconde celle du groupe parabolique P' = ZU', ol U' est l'horicycle opposé a U, et

pour laquelle on trouve

(14) Eg'(g;s) = f(p(gu';S)du' .

1
UA

Ici encore, il existe sur M /M = P'/?é?AUA une forme automorphe parabolique c(s)cp aont

1'espéce dépend seulement de celle de ¢ , et pour laquelle on a
-1 .
(15) [ qleutsadant = |gy(e)]| " Fele)fpr) st =t
1
%
en notant pﬁ ce qui, pour P', joue le méme rdle que py pour P (évidemment Py et pﬁ sont

inverses 1'un de l'autre sur P\ P' = Z). la fonction c(s) admet encore comme plus haut
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un prolongement analytique, avec un nombre fini de pdles simples dans Re(s)z-% , tous
situés sur:]i , i] . Pour obtenir une équation fonctionnelle, il faut faire intervenir
symétriquement P et P' . Si w est une forme automorphe parabolique de méme espéce que

c(s)? » on peut lui attacher sur GA la fonction

(16) ¢ (@9) = Ipye)] “S00pe) s 6 = o

avec cette fois p' € PA , puis la série d'Eisenstein

(17) E"f’(;S) = Z y'(eyss) ;
G, /P!

cela dit, on est conduit, en échangeant les rdles de P et P' dans ce qu'on a fait tout

d'abord, & définir un opérateur c'(s) qui fera passer de la fonction Y sur BA/P'T,U'

AQAA
a une fonction c'(s)y sur PA/?Q?AUA , donnée par
(18) fw'(gu;s)du=IPU(p)lS“'f\9(k)c'(s)y(p) sig=kp .
U

A

On a un prolongement analytique pour c'(s), avec les mémes propriétés que plus haut concer-

nant les pdles, et 1'équation fonctionnelle s'écrit maintenant
(19) c'(s)e(1-8) =1 .

Les séries d'Eisenstein relatives 4 P et 4 P' se prolongent, avec tout au plus les mémes

pdles que c et c', et 1'équation fonctionnelle s'écrit

(20) E! s)g (g;1-s) = Eq,(g;S) ,

i.e., de fagon imagée, sous la forme

(21) ) ftp(gxu';s) = ) ¢(gy 3s) .

Gg/Pé Ui GQ/PQ

On remarquera que, dans le cas 1 comme dans le cas 2, on a un prolongement analytique
pour les "termes constants" des séries d'Eisenstein, donc pour les intégrales (9) et (14).
L'intégrale (9) se raméne du reste, formellement, & 1'intégrale (14) en remplagant g par
gw et en observant que, dans le cas 1, la transformation w du groupe de Weyl applique U
sur le sous-groupe unipotent opposé U' (qui est conjugué de U dans ce cas). On voit donc

en définitive que, dans tous les cas, l'intégrale
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(22) / Plgu' ;5 s)au’ ,
]
a
définie & priori pour Re(s) > 1, est une fonction méromorphe dans tout le plan complexe,

dont les seules singularités possibles dans Re(s)) + sont des pdles simples situés sur

l'intervalle]‘T y 1] . Ils ne dépendent pas de g.

2 - Développement euldrien de 1'intégrale (22).

Dans ce qui précéde, la représentation J du groupe compact K —TTK est triviale
sur Kp pour presque tout p; soit S 1l'ensemble des places p ou J n'est pas triviale.

Pour p ¢ S, la forme parabolique ? sur MA/MQ. = %_ ZQ.TA dont nous sommes partis est

3,

invariante & gauche par 1'image dans le groupe Mp du groupe compact Kph Zp ; soit Kﬂ

cette image; la théorie de Bruhat-Tits montre certainement (i e. trés probablement)
que KM est un "bon" sous-groupe compact maximal de M_ et que la théorie des fonctions
spherlques a la Satake s'applique pour Mp et KM (pou.r les groupes déployés, auxquels se
borne langlands, ces assertions "trés probables" sont vraiment certaines). Soit 7@ (m)

1'algebre de Hecke de Mp , i.e. 1'algtbre (pour le produit de convolution) des fonctions

\

continues & support compact sur Mp qui sont invariantes & droite et & gauche par KM On

sait que cette algebre est commutative, et comme chaque f € 7’@ (M) s'identifie & une

mesure & support compact sur MA on peut définir f = ¢ pour toute forme automorphe ¢ sur

MA . 5i la forme L) appartient—— comme il est naturel de le supposer - & une composante

irréductible de la représentation "régulidére" de M dans 1'espace L (M /M ) des éléments

paraboliques de L (M /M ) - rappelons que la representatlon de MA da.ns cet espace se décom-

pose de fagon dlscrete - alors on aura nécessairement des relations de la forme
(23) fxg = )\p(f)(P pour tout p £ S et toute f € %p(l“l) y

ol )‘p est un homomorphisme de 1l'algebre %p(M) dans le corps complexe; la relation
(23) exprime que ¢ est une fonction propre, pour p £ S, des "opérateurs de Hecke" rela-
tifs & p. En outre, si 1'on rend la fonction (P(m) - qui est déja invariante & gauche par

.

Kg - invariante & droite par ce sous-groupe, on trouve un résultat qui, en tant que fonc-

tion de la composante mp dem € MA , est proportionnel & la fonction sphérique Qp(mp)
de Hp relative & 1'homomorphisme ')\ figurant dans (23); rappelons que celle-ci est
caractérisée par les propriétés su_'wantes : elle est bi-invariante par KM y elle est éga-

le 4 1 4 1l'origine, et enfinona f » Qp %p(f)ep pour toute f € % (m).
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Le premier pas, pour calculer (22), est d'évaluer une intégrale de la forme
(24) f (P(zu';s)du' pour z € Z}_ ,
U'
p
ce qui est, en principe, un probléme sur G_ uniquement. Nous allons voir que pour p ¢ S

1'intégrale (24) est proportionnelle & ”lu(zp)\ <P(z;s), avec un coefficient fonction de

s et que 1'on peut calculer entiérement, tout au moins si G est déployé.

Pour cela, associons & toute fonction E définie sur M et invariante & gauche par
K: la fonction ;(g;s) définie sur Gp par la relation §(g;s) = JPU(Z)‘—SE(Z) si g = kzu
avec k € Kp , etc... , ol s est un nombre complexe donné tel que Re(s)> + . Pour ¥ bor-
née 1'intégrale
(25) }A:(ﬁ) =/ E(u';s)du’
Ul
est alors convergente, et il est clair que la forme lindaire § l==> [J. (E) définit sur Mp
une mesure bornée invariante & gauche par KM . 51 k€ KM et si 1'on remplace la fonction
i(m) par la fonction E(mk), on remplace évidemment E(g;s) par E(gk;s), en notant k un
élément de Kpf\Zp qui se projette sur k, et par suite p :(E) est remplacé par
(26) j Swhoa = [ E@ieh = [ Fie) = )(8)
Ul ]
P
puisque Kpf\ Zp normallse Up Autrement d1t la mesure }.l définie par (25) est invariante
4 droite et & gauche par le sous-groupe compact maximal considéré de Mp . Bi d'autre part
on remplace la fonction E(z) par la fonction g(zzo) pour un zo €2Z , i.e. si 1l'on sou-
. . N . 8
met ? a une translation a droite dans Mp , on remplace g(g;s) par l(&U(zo)\ §(gz0 ;i 8),

d'ou 1l'on déduit par un calcul trivial que

(27) B [Haws)aw = [ Fapdm) = B2 x3(2)

_ p
en notant z 1l'image dans Mp d'un z € Zp . Si la fonction E considérée ici sur M vérifie

la relation (23) on en déduit, en remplagant f par FL: dans (2%), une relation
1= -
(28) f% §(zu';s)du’ = cp(S)\pU(Z)\ £G
ou ¢ (s) dépend de s et de 1'homomorphisme A p’ mais non de la fonction %'.
p

Pour appliquer ce raisonnement ingénieux & 1'intégrale (24), en supposant g = z € ZA

on regarde la fonction cP(m), définie & priori sur MA , comme une fonction sur M_ en don-
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nant & toutes les composantes de m autres que mp des valeurs fixes. On trouve alors visi-

blement la relation

1. LI, .
(29) [ alauisan = o (o) |pylz) olzie) .
UI
P
Pour passer de 13 & un produit eulérien, on remarque d'abord que la convergence de
1'intégrale (22) pour Re(s) > 1 provient uniquement du fait que @ est bornée sur M, et
que ceci impose aux paramétres complexes dont dépend 1'homomorphisme 7\p de l'algég}e de

Hecke de Mp des restrictions qui rendent convergent le produit infini

(30) XS

p

pgS

pour Re(s) assez grand; il faut, pour s'en convaincre, soit utiliser des résultats sur le
comportement & 1'infini des fonctions sphériques p-adiques comme le fait langlands, soit,
ce qui est beaucoup plus rapide, utiliser les formules explicites qui viennent d'é&tre
publiées par I.G. Macdonald [5]. Si 1'on pose
(31) L = | ( u!

pES P

il est alors clair d'aprés (29) que
(32) fq)(zu';s)du' = TTHZU(ZP)(- o (s) j ¢(zu' ;s)au’ ,
U pfs UL

1l'intégrale sur Ué disparaissant si S = @, cas étudié par Ianglands. Comme on peut conjec-
turer que cette intégrale sur Ué se prolonge analytiquement - il s'agit d'un probléme
local, analogue aux "intégrales d'entrelacement" étudiées par Kunze et Stein, Schiffmann,

Gindikin et Karpelevich, etc... - on en conclut que le produit infini

(53) TT o

p¥¢S

se prolonge analytiquement lui aussi, le résultat étant assuré au moins si S = g.

3 ~ Calcul du produit infini.

I1 faut maintenant calculer chaque terme cp(s) du produit (33). C'est un probléme

local, et comme on a d'apres (28) 1a relation

(34) J E(u';s)du' = cp(s) ?(e)

U
p
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pour toute fonction z bornée sur Mp et vérifiant la relation (23), de sorte qu'il s'impose
de choisir la fonction E la plus simple possible. Nous supposerons maintenant - faute de
pouvoir mieux faire - que 'le groupe G est déployé. Le tore déployé maximal H choisi au début
et tel que TC HC Z est alors un tore maximal déployé, et son image H dans M est un tore
maximal déployé de M. Choisissons un sous-groupe unipotent maximal V contenant U et norma-
lisé par H, i.e. un ordre sur les racines de G par rapport & H. L'image V de VA Z dans

M est un sous-groupe unipotent maximal de M normalisé par H, et 1'ona M = K:ﬁp\-lp pour
tout p. Si o(o , 0(1 geaay & r sont les racines simples dans V, et si U est 1'horicycle
minimal correspondant & ®& comme on l'a supposé au début, les racines de M sont celles de
G qui ne contiennent pas g(o , de sorte que o<1 geany o(r est une base du systéme de ra‘ci-
nes de M par rapport & H. Considérons, sur l'algtbre de Lie % de H, la forme linéaire 5 ,
demie-somme des racines qui appartiennent & V mais non & U; elle est trivialement nulle

sur 1l'algebre de Lie de T, donc se définit sur 1l'algébre de Lie ;— de H. D'autre part, la

\

théorie de Satake [6] montre qu'a 1'homomorphisme 'Xp de 1'algébre de Hecke de Mp corres-
pond sur l'algeébre de Lie Z une forme linéaire Ap prenant sur les éléments H, bien con-
nus des valeurs complexes, et telle que, si 1'on désigne par X i (1 £ i £ r) une base du
groupe des caractéres rationnels du tore H, et par I_{: la base duale de l'algeébre de lie Z,
on trouve parmi les solutions de (23) la fonction § donnée par

KE L, _+F
(35) Ep(khv)=r—[‘xi(h)| A M e (keX , nef y VET) .

p 1Y
En copsidérant />\ comme une forme lindaire sur l'algebre de Lie ; de H, nulle sur la

sous-algébre 4 ae T, il vient aussitét, pour la fonction fp(g;s) correspondante sur G_ ,

la formule

-<H* » A s >
(36) Ep(khv ; %) =U[7&i(h)[ ity TP TP (k € K, »heH ,vev),

ou les Xi (0 ¢i ¢ r) forment une base du groupe des caractéres rationnels de H, ou les

H; forment la base duale de , et ou 1'on pose
(37) P =_5_2: x , PU=7L‘>_—— X .
X €V €T

Le calcul de 1'intégrale (34) pour la fonction (36) s'effectue par une méthode main-
tenant bien connue, et qui est exposée par exemple dans les pages 257 & 270 de la these de
Jacquet (_3] , méthode qui permet en fait de calculer 1'intégrale (34) non seulement sur U
mais plus généralement sur tout "hémicyle" , i.e. sur 1l'intersection de l'horicycle opposé
a V avec n'importe quel horicycle normalisé par H, et de ramener le calcul au cas du groupe

SL(2), ou il reste & sommer des progressions géométriques. On trouve alors que
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¢ (<H ™ >) -
(37) (s+1 =i l'G%{Hu p " °Py ou Gp(z)=(1-p"z)1 siz€C.
P o

N_+spod+1)
XEU P v

Cette formule, valable pour p fini, suppose que G est déployé, et que la composantie p-adique

de J_ est triviale. Pour p infini, et dans les mémes hypothéses, on trouve

Co(<Hy y Dot 804 D) )
(38) o =T 02wl PR2 o (a) = 2 a/2)

G((H, , A _+s8p. >+1)
xeuy %0 v

est la fonction que Weil désigne par G1(z). la forme linéaire ')w € {» ; qui figure
ici s'obtient, modulo les résultats bien connus de Harish-Chandra, en rem;lagant les re-
lations (23) par des équations différentielles (invariantes & droite et & gauche) sur ¢ .

Noter que la donnée de la forme parabolique ¢ ne détermine pas univoquement les A H

il y a toujours une ambiguité due au groupe de Weyl, et en outre, pour p fini, possibilité
d'ajouter a 7\ p un élément de %‘M’ » en notant 4f 1le réseau qui, dans le dual de

1'algébre de Lie /5 ,» représente les caractéres rationnels du tore maximal H de M.

4 - les fonctions L(s;TC » @ ).

Les constructions précédentes supposent que l'on a obtenu M comme la partie semi-simple
d'un groupe G tel que rg(G) 1 + rg(M) Mais comme le montre Langlands il est possible
d'attacher & chaque forme parabolique ¢ sur M /M des produits infinis qui ne font inter-
venir que le groupe M lui-méme, et qui generallsent directement ceux qu'on obtient, lorsque

M = SL(2), par la théorie classique de Hecke-Maas.

Pour cela, et supposant toujours M déployé, considérons, au lieu du systéme R des
racines de M par rapport & son tore maximal H , le systime de racines dual de R, formé des
vecteurs H“ (ot € R) de 1'algdbre de Lie ? de H; il correspond &4 un groupe semi-simple M*
qui posséde un tore maximal dont l'algebre de Lie s'identifie canoniquement au dual 3? x
de Z, ; si 1'on caractérise M (qui n'est déterminé par son algebre de Lie qu'a une isogé-
nie prés) par le réseau 47 C Z’é qui correspond au groupe des caractéres rationnels du
tore H, il faut naturellement choisir pour M* le groupe dont le réseau des poids est le

réseau dual ZJ—"*C ;»’Z de 4{ , de sorte que si M est un groupe adjoint M est simplement

connexe. Si 1'on considére le groupe M" des points complexes de M , on peut alors atta-

Q

cher & chaque forme linéaire complexe A sur j; , i.e. telle que ’)\(Hd) € C pour toute
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C

racine & , un point exp()) du tore maximal I—I* = exp(?*). Si en particulier on a sur
HA/MQ. une forme automorphe <p invariante & gauche par le compact maximal ]8; de Mp pour
tout p fini, on a vu qu'il correspond & ¢ , pour chaque p fini, une forme linéaire
complexe ,)\p sur f_ ; considérons alors la forme linéaire log(p) A p ; 1l'ambiguité 2111,4:,7'~
qui figure dans sa définition se trouve trés exactement dans le noyau de l'application
exp : f— ; -— ﬁ; ; on voit donc que la donnée des valeurs propres propres des opéra-—
teurs de Hecke déte-x_'mine dans le tore complexe H; un point hp = exp(log(p)?\p) qui est

rfaitement défini modulo le groupe de Weyl (év;demment le méme pour M et le groupe dual

M ). Si 1'on choisit alors une représentation linéaire T de dimension finie de M (ration~
nelle et définie sur Q - ou, ce qui revient au méme, une représentation sur les complexes),

1'expression

(39) L(s;tT, @) = } ( aét(1 - pre(n )7

p fini
ne dépend que de @ , et non du choix des hp modulo le groupe de Weyl. Si par exemple on

prend M = SL(Z). si 1'on désigne par 'Xp les nombres tels que Tp(p = ’)\p CP dans la no-
tation standard, et si 1'on prend pour Tt 1la représentation de dimension m+1 de M, on
trouve, aprés un calcul facile, que si @ est de poids k alors

(40) Ls;n,q) = (1 -px "2
Tl

p
04 n<nm 1=k
1

ou les o(p sont déterminés en fonction des />\p par la relation p 2 />\ o = O(p + O(p_ :
ce sont précisément les produits infinis de Hecke pour m = 1, cependant qu'ils ont été
introduits récemment par Serre [7] pour m quelconque; on ignore pour le moment s'ils se

prolongent analytiquement (on le sait pour m = 2 grice & une construction de Selberg, et
Ianglands le prouve aussi pour m = 3), Dans le cas général, langlands conjecture que la
fonction (39) est méromorphe, et admet une équation fonctionnelle reliant L(s;T(',CF) a

v v
L(1-8;T ' ¢ ), ol T est la contregrédiente de T

En ce qui concerne la convergénce du produit infini (39), on observe que les fonctions
sphériques p-adiques obtenues en rendant @ Vbi-invariante par les Kg étant bornées, les
formules de MacDonald montrent aussit8t que, pour tout p, la forme linéaire Re ')\p appar-
tient & l'enveloppe convexe de l'ensemble des transformés de ?) (-5— somme des racines posi-
tives de M) par le groupe de Weyl de M, d'ou résulte, pour tout poids § de TT , une majo-
ration \ E(hp)' £ cpN avec des constantes ¢ et N indépendantes de p. la convergence ré-
sulte évidemment de 1i.



49

Notons enfin que, si 1'on définit G(u) = l ‘ G(')\i) pour toute fonction holomorphe G,
et pour toute matrice complexe semi-simple de valeurs propres A i on peut encore, sans

introduire les hp , écrire, (39) sous la forme

(39 bis) L(ssm,0 ) = ] G (s = (™)) .
p fini
Lorsque AF est triviale aussi a 1'infini, il s'impose de poser
5(s5T,9) = 6 (s - T(A))ilsie, ),
et d'écrire 1'équation fonctionnelle conjecturale sous la forme
v
§(s;m,9) =5 (1-s5m, @ )
comme le fait Ianglands.

5 - Expression de c(s) 4 l'aide de fonctions L(s;n: ' ).

Revenant & la situation initiale, nous allons maintenant montrer comment le terme
général (37) du facteur c(s) s'exprime & l'aide des facteurs p-adiques de certains pro-

duits (39). Partons de la formule (37) et écrivons—la sous la forme
(41) cp(s +%)= g Gp(<H« ’)\p+SPU>)/GP(<HN’AP+SPU>+1)
X €U )

ou PU =2 ()U est la somme des & € U. Considérons le groupe dual G* de G et son tore maxi-

mal
(42) H* = exp( {*) ,

si 1'on ose dire. Les racines de G par rapport & H* sont les He( € f traditionnels; si

*
1'on note o le caractére rationnel de H' défini par Hy , on a donc

% <H_, N>
(43) & (h) =e sih=exp(')\)€H§ avec N\ € f; ’
d'olu aussi
(H, , M
(44) 0(*(}1)—1 = |p| " si h = exp(log(p)’)\) avec A € f; .

Considérons maintenant les groupes duals ¢* et M et leurs tores maximaux g = exp(f *)
et i¥ = exp( f *). Comme ? est un quotient de { , on peut regarder ;* comme une sSous-
algebre de 'f * ; le noyau de l'application exp : ;; _ ﬁ; est (au facteur 2i prés)

le réseau A qui correspond aux caractéres rationnels du tore maximal H de M, i.e. aux ca-
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ractéres rationnels du tore maximal H de G triviaux sur T, de sorte que 1l'on a
(45) M =n 4"

en notant 4/ le réseau de f* qui définit le groupe des caractéres rationnels de H, i.e.
le noyau (3 2rti prés) de 1'application exp : f c -—> H . Par suite 1'injection naturelle
de f dans f * conduit a a regarder i comme un sous-to;e de H » et comme les racines de
M* s'identifient naturellement & des racines de G on obtient de cette fagon une injection
naturelle de M* dans G (alors que M était un quotient d'un sous-groupe de G; bel exemple
- s'il n'est pas canulé - de passage par dualité d'un objet-quotient & un sous-objet). Il
est clair que, dans cette injection, 1'élément hp de ﬁ; qu'on a, pour tout p premier, atta-
ché a la forme parabolique ¢ au n’ précédent, se transforme en 1'élément exp(log(p))\ ) de
H; , ou maintenant 1'on regarde />\p comme une forme linéaire sur f , nulle sur la sous-
algébre 4 correspondant au tore T. la formule (44) montre alors que
(46) o) =y P :

P
ce qui fournit une interprétation & l'aide de hp d'une partie du second membre de (41).
Pour aller plus loin, il faut introduit 1l'algebre de Lie QJ* (sic) de ¢* , sa sous-algebre
de Cartan f* , les sous-espaces radiciels g*(u) de 9* correspondant aux racines o(* ’
et enfin la sous-algébre nilpotente
(47) 44«*=2: g

& €U
5 . . . * * , .
en considérant la représentation adjointe de M ¢ ¢ dans /g on trouve évidemment une

représentation To de M* dans m* , et il est maintenant clair que les premiers membres

e (46), pour les X € U qui interviennent dans (41), sont les valeurs propres de 1'opéra-

v v
teur TT (hp), ou T est la contragrédiente de /T . En regardant m comme une représenta-
tion de 1l'algébre de Lie de M* dans s , et en regardant les /)\ comme des éléments de

cette algdbre de Lie (et en fait d'une de ses sous-algebres de Cartan, 4 savoir de 1 ),

on verralt aussi bien que les nombres < H » A P > sont les valeurs propres de 1'opéra—
teur - T (A )

Considérons enfin la représentation adjointe de l'algébre de Cartan f* dans /g* H
pour N € ,}/* , 1'opérateur ad()\) effectue dans le sous-espace *(O() une multiplication
. _ . . N1 44 .
par le scalaire ‘) (He‘) = <H“ , 2> . Prenons en particulier pour 1'élément PU qui
figure au second membre de (41). Si une racine /3 est dans M, l'algebre de Lie #~ de U
est stable par les opérateurs ad(xp) et ad(x_n), par suite 1'opérateur ad(Hp) a, dans 4+,
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une trace nulle. On a donc /)U(H ) = 0 pour toute racine p € M . Il s'ensuit que 1l'opéra-
teur ad(ﬁU) commute A la représentation adjointe de M* dans ,07* et en particulier & 1la

* P .
représentation TU dans 44 . Si donc on désigne par a ceey aq les diverses valeurs pro-

1 ’
pres de ad(/ﬂu) dans /na* , i.e. les valeurs possibles de l'entier

(48) /AU(HN) =) y (H)
y€U
pour les diverses racines o € U, et par 44«:: le sous-espace propre de n* correspondant &

a, , on aura
. * *
(49) (HN’SPU>= a,s si o €4, .

v
Notons alors TCi la représentation de M* dans /W: et TC ; sa contragrédiente. On a d'a-

prées (49) et (46) 1la relation

v
- = G A .
(50) 6 (a5 =7, (N ) E | L G{CH D ap )
X~ €M,
i
Portant dans (41) on en déduit la formule cherchée, & savoir
__ Vv v
1) = - T -
(51) cp(s +3) ( l Gp(ais ;O p))/Gp(ais +1 Ri(%p)) ’
i
avec naturellement un résultat analogue & 1l'infini si la composante o0 -adique de ,O' est tri-

viale.

Si G est déployé et si A} est triviale, on trouve donc la relation
2 v
(52) c(s+%)=( ’ §(ais ;Tci,@)/g(ais+1 P P)
i

ce qui prouve que les seconds membres se prolongent analytiquement.

Bien entendu on peut effectuer les mémes calculs en remplagant le sous-groupe parabo-
lique P = ZU par son opposé P' = ZU' ; on remplace ainsi la représentation dans n* par
la représentation dans 1l'algébre nilpotente opposée, qui est précisemment en dualité avec

la premiére. On en déduit aussitdt qu'en remplacant P par P' on remplace l'expression (52)

par 1'expression

(53) ‘ s L(a.is;TL.l ,CP)/L(aisH ST, o, P ) .
Comme 1'observe Langlands, 1'équation fonctionnelle conjecturale qui fait passer de
v
L(s;'n; ,(9 ) a L(1-s; , (P) est compatible avec la relation c'(1-s)c(s) =1 qui traduit 1'é-

quation fonctionnelle des séries d'Eisenstein; mais celle-ci n'implique pas, en général,
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1'équation fonctionnelle souhaitée pour la fonction £ . On trouve cependant des résultats.

Le cas le plus simple ,est celui ou l'on a, dans ce qui précéde, un seul indice i, de
\4
sorte que (52) se réduit a E(a1s;¥c, <Q)/§’\a1s+1;rl'—, q); si 1'oh sait que ce quotient est
v
méromorphe il s'ensuit aussitbt, puisque $(s; T, @) est holomorphe dans un demi-plan, que

la fonction E(s;rvt, q)) est en fait partout méromorphe. Si 1l'on a deux valeurs propres a, et

a2 et si 1'on sait prolonger analytiquement ‘§(s;‘;‘l\2,l , cp) il s'ensuit que 1l'on sait prolongex
analiytiquement g(s;;ltz ,t‘) Y..A partir de 1i, le probléme consiste, M étant donné, & trouver
un groupe G tel que rg(G) =1 + rg(M) dans lequel M soit la partie semi-simple d'un sous-
groupe parabolique, et pour lequel on soit dans 1l'une des situations précédentes. C'est ce
que fait langlands dans 32 situations différentes en exhibant le diagramme de Dynkin de M,
celui de G, les valevurs des ai et les représentations rLi (avec i=1oubieni =1,2 ou
bien i = 1,2,3). Dans la 32e position par exemple - 1l'aurore boréale, dans la terminologie

de Paul Eluard et André Breton - le diagramme de Dynkin est le suivant ¢

4
7

[+] o o o

L L4 o (08
0 1 2 3

¢} o
&
5 6
de sorte que G est de type E8 et M de type E7 ; 11 y a deux représentations TC

» PR
- R o

1etTC2,

la premiére ayant pour poids dominant fondamental A 1 et la seconde étant la représentation

unité, et les entiers a, et a, sont égaux & 29 et 58 respectivement.

L'exemple le plus "particularly striking", comme le dit Langlands avec raison, s'obt

tient en prenant M = sL(2) = A1 et G = G, , le diagramme de Dynkin étant le suivant :

2

o o

4 ol
1 0

(position 15, 1'orchidée). On trouve alors, en examinant le diagramme de G2 , qu'il y a
dans M ¥ deux représentations irréductibles de SL(2), la représentation unité (pour la-

= 10) et celle de dimension 4 (pour laquelle a_ = 5). Notant TC cette dernidre

11
quelle a 5

1
représentation, on voit donc que 1l'expression

;(10s;id,q>) §(5s ;T ,9) g(—10s;id,c(’) § (o5 510, @)
§(10s+1;id,p) E(s+1;57,p) 5(-10s +1 514a,¢) 5(5s + 157, )

est invariante par s +—9 ~-s ; mais comme f(s 3 id ?) est la fonction & (s) usuelle

correspondant & la fonction z&ta de Riemann, on voit finalement que 1'expression

§ (55 ;7 ,0) $(-55 ;@)
§(1 -ss5w,) EQ0 + 585,90 )
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est invariante par s r— - s. Ce résultat est évidemment trés voisin de ce qu'on espére, a

savoir que $(1 - s ;W ,(P) = §(s 5TC, ) pour la représentation T de dimension 4
de SL(2) ...

Notons pour conclure qu'un procédé trivial pour associer & une forme automorphe @
des séries de Dirichlet admettant des équations fonctionnelles consiste & effectuer une
transformation de Iaplace sur un tore déployé maximal (le résultat dépend d'un "Grossen—
charaktere" du tore, et est invariant par le groupe de Weyl), et 4 exprimer la fonction
obtenue & l'aide du développement de q) en "série de Fourier" suivant un horicyle maximal.
la théorie classique de Hecke consiste & prouver que, pour les fonctions propres des Tn ’
la série de Dirichlet obtenue admet un développement en produit eulérien. I1 serait inté-

ressant d'examiner les liens pouvant exister entre ces séries de Dirichlet et les produits
infinis de langlands.
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