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Séminaire BOURBAKI
21e année, 1968/69, n° 363 Juin 1969

TRAVAUX RECENTS DE M. ARTIN

par Michel RAYNAUD

En géométrie algébrique locale, comparée & la géométrie analytique locale, on
manque d'un théoréme des fonctions implicites et d'un théoréme de passage au quo-
tient par une "jolie" relation d'équivalence. Ces difficultés s'estompent si, au
lieu de la topologie de Zariski, on accepte de travailler avec la topologie étale
des schémas introduite par M. Artin et A. Grothendieck [6]. On est alors amené 2
agrandir la catégorie des schémas et & introduire des objets qui sont seulement
localement représentables pour la topologie étale ; on obtient ainsi les espaces
algébriques., Une justification supplémentaire de 1l'introduction de ces espaces
est fournie par le critére de représentabilité démontré par M. Artin. Ce dernier
caractérise en effet, par des propriétés élémentaires (c'est-a-dire accessibles
au calcul dans la pratique) les foncteurs sur la catégorie des schémas qui sont
représentables par des espaces algébriques satisfaisant 3 des conditions de fini-
tude raisonnables, alors qu'aucun critére général analogue n'existe pour les fonc-
teurs représentables au sens usuel, c'est-a-dire représentables par des schémas.
Ce résultat, qui éclaire singuliérement les problémes de représentabilité en géo-
métrie algébrique, repose sur des théorémes d'approximation non triviaux que nous

allons maintenant examiner. {

I. Approximation des solutions formelles d'éguations algébriques et

analytiques.

1. Cas des équations analytiques.,

THEOREME 1 [1].- Soit X un corps valué (non nécessairement complet), de caracté-

ristique O et considérons un systéme d'équations analytiques

(1) f(x7Y) = 0 avec f(x1Y) = (f1 (xvY)v-~°vfm(x7Y))
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ou les fi(x,y) sont des séries convergentes (c'est-a-dire de rayon de convergence

non nul) & coefficients dans k , et ou X = (x1,...,xn) et y = (y1,...,yN).

Soient c wun entier 2 0 et y(x) = (§1(x),...,§N(x)) des séries formelles 3

coefficients dans k , sans terme constant, telles que f£(x,y(x)) = 0 . Alors il

existe des séries convergentes 3 coefficients dans k

Y(x) = (y1 (x)i"°’yN(x))

telles que f(x,y(x)) = 0 et telles que les coefficients de y(x) et de y(x) ,

de degré = c , coilncident.

c;
<

La derniére condition signifie encore que y(x) = y(x) modulo m° o
est 1'idéal maximal de 1l'anneau local des séries formelles k[[x]] .
Autrement dit, pour tout entier c 2 0O et toute solution formelle ?(x) de

(1), il existe une solution convergente y(x) de (1) telle que y(x) = y(x) mod .

2. Cas des équations algébriques.

Considérons maintenant un corps k quelconque et un systéme d'équations poly-
nomiales

(2) £(x,y) = 0
ot f£(x,y) = (f1(x,y),...,fm(x,y)) , fi(x,y) e k[x,y] , x= (x1,...,xn) et

y = (y1,...,yN) . Et supposons avoir trouvé une solution formelle de (2)

y(x) = (§1(x),...,§N(x)) , ?i(x) e k[[x]] . I1 n'est plus question bien str,
d'espérer approcher y(x) par une solution polyndmiale y(x) de (2). Mais le théo-
réme d'approximation de M. Artin nous dit, dans ce cas, que l'on peut trouver une
solution formelle y(x) de (2), arbitrairement proche de y(x) , qui soit entiére
sur le corps des fractions k(x) de X[x] . Il revient ici au méme de dire que

~
y(x) est dans l'hensélisé k[x] de x[x] & 1l'origine.
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Rappelons qu'un anneau local R est dit hensélien si toute R-algébre finie
S est le produit d'amneaux locaux. Si maintenant A est un anneau local quel-
conque, il existe un morphisme local de A dans un anneau local hensélien I ’
universel pour les morphismes locaux de A dans les anneaux locaux henséliens.
L'anneau A , caractérisé & un A-isomorphisme unique prés par cette propriété
est un hensélisé de A [E.G.A., IV, § 18]. On peut donner de T 1a description
précise suivante (loc. cit.). Considérons les A-algébres A' qui sont des loca-
lisés, en un idéal premier, de A-algdbres étales et telles que le morphisme
A - A' soit local & extension résiduelle triviale. Les algébres A' forment
une famille filtrante pour la relation de domination et la limite inductive de
ces algdbres, suivant un ensemble cofinal, est un hensélisé de A ., Cette descrip-
tion est & l'origine de 1l'importance prise par la notion d'hensélisé en topologie

étale des schémas.

Ceci étant, nous pouvons poser un probléme général d'approximation des solu-

tions formelles d'équations polyndmiales.

DEFINITION 1.- Soient A un anneau local noethérien hensélign, m son idéal maxi-

mal, A 1le complété de A pour la topologie m-adique.

(1) Nous dirons que A satisfait & la propriété d'approximation si pour tout

systéme d'équations polyndmiales a coefficients dans A

(3) £(v) =0 ou £(Y) = (£(Y),..0,f (V) , £,(v) € Alv] , Y = (Yy,..0,Y0),

-

pour toute solution y € A de (3) et tout entier ¢ 2 0 , il existe une solution y

- AC
y mod m~ .

1]

de (3) dans A telle que y

(ii) Nous dirons que A satisfait a la propriété d'approximation forte, si

tout systéme d'équations polyndmiales £(Y) = O , comme dans (i), a une solution
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dans A , dés qu'il a une solution modulo m" , pour tout entier r 2 0 .

I1 est immédiat que la condition énoncée dans (ii) est plus forte que la con-
dition énoncée dans (i). D'autre part, des considérations élémentaires montrent
que si l'on veut que l'anneau A et toutes les A-algébres locales finies véri-
fient la propriété d'approximation, il est nécessaire de supposer que A soit
universellement japonais [E.G.A., IV, § 7]. 11 se peut que cette condition soit

suffisante. Pour l'instant on dispose seulement du théoréme fondamental suivant

da & M. Artin [2] :

THEOREME 2.- Soit R un anneau de valuation discréte excellent (i.e. le corps

des fractions X du complété R de R est une extension séparable du corps des

fractions K de R ) et soit A 1'hensélisé d'un localisé en un idéal premier

d'une R—algébrg de type fini. Alors A satisfait & la propriété d'approximation

(définition 2 (i)).

Par ailleurs, Greenberg a montré que tout anneau de valuation discréte hensé-
lien excellent satisfait 3 la condition d'approximation forte [5]. L'hensélisé 3
1'origine de 1l'anneau de polyndmes k[X1,...,Xn] sur un corps k satisfait éga-
lement a la propriété d'approximation forte comme il résulte facilement d'un
résultat plus précis de M. Artin [2] que nous allons maintenant énoncer. Par degré
d'une famille de polyndmes & coefficients dans k : f = (f1,...,fm) , on désigne
la somme des degrés des fi ; par degré d'un idéal J de k[Z1,...,Zr] , on dési-

gne le degré d'une famille de générateurs de J , de degré minimum.

THEOREME 3.- Soit k un corps. I1 existe une fonction 3 valeurs entiéres

B

B8(n,N,d,a) telle que si f = (f1,...,fm) sont des polyndmes de k[X,Y] ,

X

(X1,...,Xn) , Y = (Y1""'Yn) , avec degré (f) <d etsi y = (;1,...,§N)
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sont des polyntmes de k[X] , tels que £(X,y) = 0 mod (X)B , alors il existe

¥ = Gﬂ,...,;&) dans 1l'hensélisé k[X] de k[X] 2a l'origine, tels que
£(X,¥) =0 et ¥=35 moda ().

La démonstration du théoréme 3 est analogue 3 celle du théoréme 2 dans le cas
ou A = ﬁtx] , mais on doit prendre soin, & chaque étape de la démonstration, de
borner les degrés des idéaux qui interviennent et pour celd on utilise des résul-
tats inédits de Stolzenberg qui permettent de borner les degrés des idéaux d'une
décomposition primaire d'un idéal J en fonction du degré de J et du nombre de

variables.,

Remarque.- Reprenons les notations de la définition 1 (i) et supposons que A
vérifie la condition d'approximation. Soit I un idéal de A , distinct de A ,
et supposons avoir trouvé une solution y € A du systéme d'équation (2), tel qu'il
existe y' € A avec y' =Yy mod IA (par exemple, ce sera le cas si y est déja
dans le complété de A pour la topologie I-adique). Alors il existe une solution
y de (2), yeA, telle que y =Y mod IA .

En effet, si Qgreeer sont des générateurs de I , il existe des éléments
aij dans A tels que §i =y + j§1 o aij (i=1,.0s,N) et il suffit d'appli-
quer la propriété d'approximation au systéme d'équations

£(Y) = 0 et Y.=yi+

r
i z o Uij (i =1,.00.,N)

J=1
par rapport aux indéterminées (Yi 'Uij) .



284

II. Indications sur la démonstration des théorémes d'approximation.

Les théorémes 1 et 2 se démontrent essentiellement de la meme fagon. Nous ne
parlerons que du cas algébrique et nous nous restreindrons au cas ou A est
l'hensélisé & 1l'origine de 1l'anneau de polyndmes k[X1,...,Xn] sur un corps k
(pour traiter le cas général ou k est remplacé par un anneau de valuation dis-
créte excellent R , M. Artin utilise en plus une technique de "lissification"
imaginée par Néron dans sa construction des modéles minimaux des variétés abé-

liennes).

1. Une réduction élémentaire permet de se ramener au cas ou les polyndmes

£ = (f1,...,fm) sont & coefficients dans k[X] , donc appartiennent & x[X,Y] .
Posons B = k[X,Y]/(f) . La donnée d'une solution y de (£) = 0 dans

A = x[[x]] définit un k[X]-homomorphisme @ : B - A . Quitte & augmenter
1'idéal (f) , on peut supposer u injectif. Par ailleurs k[X] est excellent,
de sorte que le corps des fractions de A est une extension séparable de k(x)
[(E.G.A., IV, § 7] ; a fortiori, le corps des fractions de l'anneau intégre B
est séparable sur k(X) . Autrement dit, 2Z = Spec(B) est lisse sur

S = Spec k[X] en son point générique T . Si r est la dimension relative de
Z sur S en T, il résulte du critére jacobien de lissité, qu'il existe un
mineur d'ordre N - r , soit §(X,Y), extrait de la matrice (afi/BYj) qui est
inversible en 1 . Donc & = 6(X,y) est un élément non nul de A . On peut sup-
poser que &(X,Y) = |afi/BYj| (iy3) = 14444,N = r . Soit Z' 1le spectre de
1'anneau k[X,Y]/(f1,...,fN_r) .« Alors Z' =Z U Z" ou Z" est un sous-schéma
fermé de Z' ne contenant pas T . Il existe donc g € k[X,Y] , nul sur 2" ,

tel que g(X,y) £ 0 . Soit alors y = (y1,...,yN) une solution dans A du Sys-
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y modulo une puissance suf-

téme partiel d'équations (f1’°'°'fN-r) =0.8i y
fisamment grande de 1'idéal maximal de A , on aura également g(X,y) £ 0, ce qui,
vu le choix de g , entraine que y est solution de (f) = 0 . Bref, il suffit de

traiter le cas o f = (f,,...,£ ) et ol le mineur
1 m

8 = |(afi/%Yj)(X,§)| (1 < (i,j) < m) est non nul dans A .

2. On peut alors aborder le pas essentiel de la démonstration qui repose sur le
théoréme de préparation de Weierstrass et sur le lemme élémentaire suivant (cf.

Bourbaki, Alg. Com., chap. III, § 4, cor. 1 au th,. 2).

LEMME 1.- Soient A un anneau local hensélien, f = (f1,...,fm) des éléments de

A[Y1,...,YN] , 8(Y) 1le déterminant de la matrice (Bfi/BYj) 1<i,jsm et

0 mod 62(y°) .

soient y° = (y?,...,yg) des éléments de A tels que £(y°)

Alors il existe des éléments y = (y1,...,yN) de A tels que f(y) =0 et

v° mod §(v°) .

y

Le théoréme 2 résulte alors du lemme suivant appliqué avec g = 62 .

LEMME 2.- Supposons le théoréme 2 démontré lorsque k[X] a moins de n variables

et soient (g, f1,...,fm) des éléments de k[X,Y] et ye A tels que

g(x,y) £ 0 et fi(X,§) 0 mod g(X,y) pour i=1,.eeym ,

enfin soit ¢ un entier 2 O . Alors il existe vy e AN tel que

fi(X,y) =0 mod g(X,y) pour i=1,...,m et y =¥ mod m< .

Si g(X,y) est inversible, le lemme est trivial et cette remarque achéve la
démonstration lorsque n = 0 . On suppose désormais n > O . Commengons par appli-
quer le théoréme de préparation & ¢g(X,¥) # O . Quitte & faire un automorphisme
de k[X] , on peut supposer que l'on a

(*) g(X,5) = 3E(x,) h
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oli h est un élément inversible de A et
- r-1

— r —. -—
a(Xn) =X +a X + et X o+

r-1 'n o

est un polyndme unitaire en Xn , de degré r , dont les coefficients Ei sont

dans 1'idéal maximal de k[[X1, Xn_1]] .

On peut alors diviser les composantes §v de y par E(Xn) .
r-1 j
vy = a zZ y . X V="1,00e,N
Yy a(Xn) zy t JEO vj “n ’ ’
ol z, €A et Yyj € k[[X1,...,Xn_1]] .
_ r=1 _ 3 - - - P
Posons y* = £ y . XY , de sorte que 1'on a y_, = y* mod a(x ) . On en déduit:
v =0 vj v v n

g(X,v*) = g(X,y) et fi(x,y*) fi(x,i) mod E(Xn) .

Compte tenu de (*) et de 1l'hypothése faite sur les fi(X,§) , on a alors :

(**) g(x,5%) =0 et £ (X,y*) =0moda(x) .

Introduisons de nouvelles variables ij (V=1,00e,N €t j=0,00u,r=1).
Effectuons dans les polyndmes (g, f1,...,fm) la substitution
« . By 4
Y, e YYo= j§1 vi %
et divisons les polyndmes obtenus par le polyndme unitaire

r r-1

A(Xn) = X+ A X+ e+ A X+ A
ou les Ai sont de nouvelles indéterminées. On obtient
r-1 .
* _ J
g(Xx,Y*) = A(Xn) Q + 351 Gj X
r-1 J
t £.(X,y* = .
e l( ,Y¥) A(Xn) Q + j§1 FlJ X
ou Q , Qi , Gj , Fij sont des polyn®mes par rapport aux variables Xi , ij ’

AM , & coefficients dans k , tels que la variable Xn ne figure pas dans Gj

et F.. .
1)
Si bstit v, - a i
i on substitue va et au a la place de ij et A“ dans les relations

précédentes, on obtient compte tenu de (**)
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GJ(X1 yoeee ,Xn_1 y va y au) = 0
(***)
Fij(X1""’Xn—1’ Yyj au) = 0.
Vu 1l'hypothése de récurrence, le systéme d'équations Gj = Fij = 0 admet une solu-

2 1] 2 3 2 ~
tion (yvj ,au) dans 1'hensélisé k[X,,...,X ,] de x[x, » X, 41, telle que

)< .

Yyj = Yy et a, =3, mod (X1,...,Xn_1
Posons
r r-1
a(Xn) = X +a X+ .o+va X o+ay
r-1 J
* = I . X
yV J:O va n
- xe
= * ) et = d .
Yy a(xn)zv * ou z €A z, = Z, mod m

y, mod m o, g(X,y*)

la formule de Taylor, ¢g(X,y) =0 et fi(X,y) =0 mod a(Xn) .

On a alors y, 0 et fi(X,y*) =0 mod a(Xn) d'ou par

D'autre part, pour c assez dgrand, le plus petit entier « tel que le coef-
ficient de Xg dans g(X,y) € k[[X1,...,Xn]] soit non nul sera le méme que celui
relatif & g(X,y) c'est-a-dire r et on aura alors g(X,y) = B(Xn)ﬁ' ol h'
est inversible dans A et E(Xn) est un polyndme unitaire en X , de degré r ,

3 coefficients dans k[[X1,...,Xn_1]] . Comme a(Xn) divise g(X,y) , il va divi-

ser B(Xn) , donc lui est égal et finalement on a bien fi(X,y) =0 mod g(X,y) .

III. Application aux foncteurs localement de présentation finie.

Pour pouvoir appliquer le théoréme 2, nous prendrons comme schéma de base,

dans la suite de cet exposé, un schéma S de type fini sur un anneau de Dedekind

excellent, Dans la pratique, cette restriction n'est pas trés sérieuse car nombre
de problémes de géométrie. algébrique relatifs 3 un schéma de base quelconque S' ,

se raménent par des techniques de passage 3 la limite au cas ou la base est 1le
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spectre d'une algébre de type fini sur Z .
Considérons alors un foncteur contravariant F défini sur la catégorie des S-
schémas, & valeurs dans la catégorie des ensembles. Si X est un S-schéma

affine d'anneau A , on note F(A) pour F(X) .

DEFINITION 2.- Nous dirons que F est localement de présentation finie si F

commute aux limites inductives filtrantes d'anneaux :

%ip F(Ai) % F(lim Ai) .
Cette terminologie est justifiée par le fait que si F est représentable par
un S-schéma X , F est localement de présentation finie, si et seulement si

X est un S-schéma localement de présentation finie [E.G.A., IV, § 87.

Soient S un schéma, s un point de S . Nous appellerons voisinage étale
élémentaire de S en s , un schéma S' , étale sur S , muni d'un point s' au-

dessus de s ayant mme corps résiduel que s .

THEOREME 4.- Soient s un point du schéma S , 5 1e spectre du complété de O

pour la topologie définie par 1'idéal maximal m de

0 . Soient
— S,S _..0.1___

F : (Sch/s)® - Ens un foncteur localement de présentation finie, & e F(8) et

c un entier 2 0 . Alors il existe un voisinage étale élémentaire S' de S en

s et un point E' de F(S') tel que &' = € mod m .
Démonstration.
Soient A = OS s ! % 1'hensélisé de A et A son complété et considérons
’
A comme limite inductive filtrante de A-algébres de présentation finie Ai ’

ielI . Comme F est localement de présentation finie, il existe i € I , tel que

val

€ F(A) provienne d'un élément E, € F(Ai) . Plus précisément, si

“

i = A[Y1,...,YN]/(f) ou f = (f1,...,fm) , le morphisme canonique u : A; > A

b3
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est défini par une solution y € A de £(Y) =0 . Soit ¥ € A une solution de
£(Y) = 0 telle que ¥ =35 mod m* (théoréme 2). Alors y définit un A-morphisme
T A, - % . soit T e F(E) 1'image de g, par T, onadonc T=€ modm® .
Comme F est localement de présentation finie, € provient d'un élément €' de

F(Ss') ol §' est un voisinage étale élémentaire de S en s convenable. On a
- “c

alors E'= € modm .

Exemple.~ Soient X et Y deux schémas de type fini sur S, x un point de

X, m 1'idéal maximal de O

a hisme de Spec($. ) dans Y
X, % ! u un S-morphisme de pec X, x ans .

Alors il existe un voisinage étale élémentaire X' de X en x et un S-
morphisme u : X' - Y tel que u=u mod ﬁc . En effet, il suffit d'appliquer
le théoréme 4 au foncteur localement de présentation finie

F : (sch/X)® - Ens

X' HomS(X', Y) .

IV. Espaces algébriques et critére de représentabilité.

On conmnait 1l'importance prise par la notion de foncteur et celle de foncteur
représentable en théorie des schémas. Dés lors, on a cherché 2 développer des
critéres de représentabilité. Par exemple, on a pu dresser une liste de conditions
nécessaires et suffisantes, chacune de nature trés élémentaire, que doit vérifier
un foncteur F : (Sch/S)o - Ens , pour 2tre représentable par un S-schéma non
ramifié et séparé [12]. Mais, il semble exclu de pouvoir caractériser de maniére
analogue les foncteurs représentables par des schémas disons localement de présen-
tation finie sur S . Nous allons voir maintenant comment, en agrandissant conve-
nablement la catégorie des schémas, M. Artin a obtenu un critére satisfaisant de

représentabilité dans ce cadre élargi.
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Commengons par énoncer quelques propriétés des foncteurs représentables.

Soient X wun S-schéma localement de présentation finie et F : (Scu/s)o-» Ens

le S-foncteur représenté par X . On a donc pour tout S-schéma T
F(T) = x(T) = Homs(T,X) .

Alors le foncteur F vérifie les cing conditions suivantes :

[FO] Le foncteur F est un faisceau pour la topologie étale sur Sch/S .

C'est-a-dire, pour tout S-schéma T et tout S-morphisme T' - T étale
surjectif, on a la suite exacte d'ensembles :

F(T) - F(T') 2 F(T xp T')

[F1] Le foncteur F est localement de présentation finie sur § (définition 2).

[Fz] Le foncteur F est effectivement pro-représentable, c'est-a-dire que pour

tout point s de S

’
(i) la restriction de F 2 la catégorie des OS S—algébres de longueur finie
’

est pro-représentable (f10], ne 195) ;

(ii) si A est une 0S S—algébre locale noethérienne compléte, d'idéal maximal
y

m tel que A/m soit fini sur k(s) , alors on a :

F(A) ®» 1im F(a/m")

(intuitivement la condition [F2] permet, pour tout point x de X , fermé dans sa
fibre, de déterminer l'anneau local complété 6X X et le morphisme canonique
’

Spec(OX,x) - F).

[F3] Le foncteur F est relativement représentable, c'est-a-dire que, quel

que soit le S-schéma T et les éléments (§,M) de F(T) , le sous-foncteur W
de T des cotncidences de & et T est un sous-schéma de T ( W, est en effet
1'image réciproque de la diagonale de X xS X par le morphisme T - X Xg X de
composantes & et T ).
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[F4] Pour tout S-schéma T de type fini et tout E e F(T) , si & est for-

mellement étale en te T , £ est formellement étale en tout point d'un voisi-

nage de t . Rappelons que & est formellement étale en t si pour tout carré

commutatif

/
z % JF
ou Z est un S-schéma local artinien, Zo c_i¢ Z une immersion fermée définie
par un idéal nilpotent et £ un morphisme d'image ensembliste {t} , alors il

existe une unique fléche f : Z - T qui rend les triangles commutatifs.

En fait, les conditions [Fi]’ i=0,...,4, sont de nature locale pour 1la
topologie étale. Plus précisément, soient X wun S-schéma localement de présen-
tation finie, R wun sous-schéma de X Xg X qui est le graphe d'une S-relation
d'équivalence sur X et supposons que cette relation d'équivalence soit étale,
c'est-a-dire que les projections canoniques R 33 X soient étales. Alors le
faisceau F , quotient de X par R pour la topologie étale vérifie encore les

cing conditions [Fi], mais il ne sera pas en général représentable.

I1 est commode dans ce qui suit de considérer la catégorie des S-schémas,
comme sous-catégorie pleine de la catégorie Faisc/s des faisceaux sur Sch/S ,

munie de la topologie étale.

DEFINITION 3.- Un S—-espace algébrique est un faisceau sur Scn/s pour la topo-

logie étale, isomorphe au quotient d'un S-schéma X localement de présentation

finie par une relation d'équivalence étale. On note B/S la sous-catégorie pleine
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de Faisq/s dont les objets sont les espaces algébriques.

Nous pouvons alors énoncer le critére de représentabilité de M. Artin [4].

THEOREME 5.- (Soit S wun schéma localement de type fini sur un anneau de Dedekind

excellent). Un foncteur F : (Sch/%)o - Ens est un espace algébrique sur S si

et seulement si F vérifie les conditions Fo,...,F4 énoncées ci-dessus.

Ce résultat nous semble fournir, indépendamment des motivations cohomologiques

et arithmétiques, une parfaite justification de 1l'introduction de la topologie
étale., Il est naturel dés lors, de travailler systématiquement avec les espaces
algébriques, les schémas n'étant plus que des modéles locaux pour la topologie
étale. Bien sGr les notions de nature locale pour la topologie étale (platitude,
lissité, faisceaux cohérents, ...) s'étendent ipso facto des schémas aux espaces
algébriques, mais il est intéressant de noter que certaines propriétés de nature
globale comme la séparation ou la propreté valent également pour les espaces algé-
briques. Les théorémes fondamentaux sur les morphismes propres : finitude de la
cohomologie des faisceaux cohérents, théorémes de comparaison [E.G.A., III] ont
été étendus aux espaces algébriques par Knutson [11].

Quant & la démonstration du théoréme 5, elle repose sur le théoréme 4. Soient
en effet s e€ S et A une Osys-algébre locale noethérienne compléte de corps
résiduel k fini sur k(s) , qui pro-représente F en un point E° e F(k) et
soit E e F(A) 1'élément universel correspondant & A (cf. [sz). Le pas essen-
tiel consiste & "algébriser le foncteur F " en é , c'est-a-dire 3 trouver une
S-algébre de type fini Z , un point 2z de Z au-dessus de s , un S-morphisme
local u : OZ,z - A et un élément € e F(Z) tels que

1) E soit 1'image de § par u ;

2) u induit un S-isomorphisme O ~ A .
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Lorsque l'on sait déjd que A est le complété d'un localisé d'une S-algebre de
type fini, 1l'algébrisation est facile A partir du théoréme 4 ; dans le cas général,
M. Artin applique le théoréme 4 3 un foncteur auxiliaire et réussi 3 approximer

simultanément le foncteur F et l'anneau A .

V. Applications.

1. Le foncteur de Picard.

Soit £ : X - S un S-espace algébrique et soit Picx/s le foncteur de
Picard relatif de X sur S , c'est-a-dire (cf. [10], n° 232) le faisceau pour
la topologie fidélement plate de présentation finie, associé au préfaisceau

T + (classes de faisceaux inversibles sur X Xg T).

THEOREME 6.- Si £ : X = S est propre plat et tel que la formation f*(ox)

commute & tout changement de base S' - S , alors Picx/s est un S-espace

algébrique en groupes. Si de plus 8 est le spectre d'un corps k , PicX/k

est un schéma en groupes localement de type fini.

On montre en effet que le foncteur EEEX/S vérifie les axiomes [Fi]. La
derniére assertion résulte, en utilisant les opérations de translation, du fait
qu'il existe toujours un ouvert dense d'un espace algébrique qui est un schéma.
Jusque 12 on disposait d'un théoréme de représentabilité de EEEX/S (au sens
classique) moyennant des hypothéses de projectivité sur X et des conditions
trés strictes sur les fibres de X/s ([10], n° 232) ; la représentabilité lorsque
S est le spectre d'un corps avait été prouvée par Murre, mais la démonstration
nécessitait quelques dévissages, dont l'utilisation du lemme de Chow. Au contraire,

on dispose maintenant d'une méthode générale et directe pour aborder les questions
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de représentabilité, indépendante des techniques projectives.

2, Espaces analytiques compacts ayant suffisamment de fonctions méromorphes.

Le foncteur introduit dans '"gaga'" qui a un schéma X localement de type fini
sur le corps des complexes, associe un espace analytique Xan s'étend A la caté-
gorie des espaces algébriques sur g . 81 X est un espace algébrique propre,

X est compact ; de plus, Xan posséde suffisamment de fonctions méromorphes

dans le sens que toute composante irréductible réduite Xi de Xan a un corps

de fonctions méromorphes dont le degré de transcendance est égal & la dimension

de X, (c£. [8]).

THE OREME 7.- Le foncteur X = Xan est une équivalence entre la catégorie des

espaces algébriques propres sur C et la catégorie des espaces analytiques com-

pacts ayant suffisamment de fonctions méromorphes,

Ce résultat trés frappant a été obtenu par M., Artin comme corollaire de théo-
rémes généraux sur la comparaison des contractions et dilatations du point de vue
formel et du point de vue algébrique ([5]) ; il a été pressenti également par
MoYSezon qui semble avoir été amené de son cBté A introduire 1'équivalent des

espaces algébriques.
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