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Séminaire BOURBAKI
19e année, 1966/67, n° 315 Novembre 1966

QUOTIENTS DE FONCTIONS DEFINIES-NEGATIVES

par Jean-Pierre KAHANE

(d'aprés Beurling et Deny)

0. I1 s'agit de travaux de Beurling et Deny, qui datent de 1962 et qui n'ont
jamais été publiés, On espére que les auteurs s'accorderont & trouver la présente

rédaction mauvaise, et & en établir une meilleure sous leur nom.

I - On s'intéresse en théorie du potentiel 3 deux espaces de Hilbert en dualité,

W et W', dont les &léments s'appellent respectivement distributions d'énergie finie
et potentiels d'énergie finie (1'énergie est le carré de la norme)., On suppose géné=-
ralement PCWCI', ICcW'CD', et que la forme bilinéaire ('”)W,W' qui définit
la dualité satisfait

(8, u)w.w, = 9 (u) pour 6 eW, ue 9,
Pour chaque 6 e W, 1'€lément u de W' tel que
(o, u)w’w, = (u®, E)w, pour tout u ¢ W'

(1e second nombre étant le produit scalaire dans W') s'appelle le potentiel de 6 .

L'application 6
K : 6 =+ u

s'appelle le noyau. Les potentiels d'énergie finie s'appellent aussi des K~potentiels.

Les potentiels de mesures positives (d'énergie finie) s'appellent des potentiels purs.

On dit que K satisfait & la synthése spectrale si toute 6 € W est approchable
dans W par des combinaisons linéaires de mesures positives portées par son support

(et d'énergie finie),

On dit que K satisfait au principe classique du maximum si, pour toute 6 e’
(ctest-d-dire 6 €9 et 8:0), W@ appartient & J et atteint son maximum sur le
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support de f,

II - Voici un exemple. Les fonctions et distributions sont définies sur le cercle T.
. 1 .
telle qu'elle et son inverse x soient
K

toutes deux 3 croissance lente, On définit W comme l'ensemble des 6 dont les coef=-

On donne une suite positive K = {I,E(n)} ne 2!

ficients de Fourier satisfont &

!

8|2 K) =|[o] 2 <=,

ne 2

W' comme l'ensemble des u satisfaisant &

I ]am)|? 22— = 2w,
L l8n = Hallg, <

et 1'on pose

(e 9 u) = Z ,9\(11) ﬁ(-n).
n

\]
VW -

Le noyau est alors défini par
2 (1) = R(n) B(n)
ou encore

~ .
(1) u® =K%x8, K~ ] K e2mint
nez

On identifie la distribution K au noyau.

L'étude de Beurling et Deny concerne essentiellement cet exemple, auquel nous

nous tiendrons désormais.

III - On dit que ¢ = {q;(n)}n . est définie-négative si, pour tout k-uple d'entiers

2

Dyy Doyees Ny la forme hermitienne
k k
i=1 jz=1 Colng) + T = y(ng-n:)) o; o5

est positive. Les suites définies négatives paires sont les suites de la forme

(2) y(n) = a 2 + b +Jsin2 mnt 4 o(t),

ol a3 0,b>0,et g estune mesure positive sur T\ { 0} , telle que

1/2
J' t2 a a(t) < » (formule de Lévy-Khintchine), Dans la suite, nous supposerons
-1/2
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QUOTIENTS DE FONCTIONS DEFINIES NEGATIVES

toujours les suites définies négatives non identiquement nulles.
A partir de la définition ou de (2), on vérifie les propositions suivantes :

(i) e-t'p est définie positive pour chaque t > O, et i est définie positive

v
si  y(0) # 0,

(i1) p29(0), et v(1) > y(0) sauf si ¢ est constante
(ii1) y(n) 5 n° (1)

A
(iv) 1im n~? y(n) = a ; par conséquent, si lim l(i&)—ém 2 co la suite
n+w n

Y(n) - ¢ n® est définie négative,
Voici les théorémes principaux.

THEOREME I. Soient y, et ¥, deux suites définies négatives paires, telles que

(3) lim  yo(n) >0, im y,(n)> O,

n-+® n-e

et K une suite strictement positive telle que f{\\po =9, Alors le noyau K défini

par (1) satisfait & la synthése spectrale.

THEOREME II.
Pa)
1. Soient ¢, et "’1 deux suites définies négatives paires, et K une suite positive

A
telle que Ko =¥, et R(n) =1 lorsque Vo(n) = wl(n) = 0 ; alors le noyau K

setisfait au principe classique du maximum.

2. Réciproquement, soit K une mesure positive, symétrique satisfaisant ay

principe classique du maximum ; alors ’134,0 = "'1' ol yo et 4:1 sont deux suites

définies négatives paires, et y (n) # 0 pour tout n # 0.
)
On renvoie & la fin les commentaires et 1°'historique, pour donner tout de suite

les démonstrations.
IV - On appelle noyau élémentaire tout noyau de la forme
Ko =6+ g + 0*2 + s00 = (6 -U)*—li

inverse de convolution de § -0, oll o est une mesure positive symétrique de masse < 1.

Les K c-potentiels purs sont les distributions u telles que u = Ko*u pour une me-

sure W > O d'énergie finie, autrement dit telles que u = 0 *u soit une mesure 20
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d'énergie finie. Comme d'ailleurs
. ~ -
0 <lim X_(n) £1lim K (n) <=,
les potentiels et les mesures d'énergie finie sont simplement des fonctions de carré

sommable. Les Ko -potentiels purs sont donc les uce L2 telles que u 20 *u, On

en déduit les propositions qui suivent.

8i u et v sont deux Kq -potentiels purs, inf(u,v) est un Ko -potentiel pur

(principe de l'enveloppe inférieure),
En effet, ox*inf(u,v) est inférieure & u et & v.

_§i. u = Ko *u et v sont deux Ko -potentiels purs, tels que u SV Db
sur le support S‘l de w,ona u<vy p.p. (principe de dominatien),

En effet, inf(u,v) est un K, -potentiel pur, soit K %¥v, v20.0na

Koy *V SK *u, avec égalité sur Su + Donc o ¥ K *u < o%xK_*v, c'est-d~dire (puisque

O*Ko = § - Ko) Kc*v -v g Ko*"- ue Cette inégalité vaut en particulier sur Su,
ol Ka ¥ y= Ko*u. Donc v 2u (on le vérifie sur Su), donc Ko*v;l.{u*"’ et finale-
ment inf(u,v) = u pepe
V ~ Sans nous. limiter aux noyaux &lémentaires, supposons encore
A
O<a<K<c<B<cw,

de sorte que W= W' = 12 (mais les normes sont différentes). Soit E un compact de
mesure positive sur le cercle, v une fonction dans La, v2 0. Soit y la fonction

dans L§+ (c'estmd=dire y eL2, u 2 O,y portée par E) qui minimise 1'intégrale de

Gauss

2
I(w) =lull - 2fEuv ;
¥ s'appelle la K-mesure d'équilibre et Kxu=u le K-potentiel d'équilibre de E par

rapport & v. Pour toute ¢e LE2+’ on a

lim HI(p+ M) - I(y) = 2](u - V)¢,
A+02 E

Donc

(4) w2v  peps surE

(5) u=v  p.p. sur Sye
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On dit que 1l'équilibre a lieu lorsque u = v p.p. sur E.
Remarquons que

2
0z 1w 2 [lully = 2llullyl I, 2 < vy 2,

donc en particulier

(6) Hully & 20l Lo »

De plus, sous l'hypothése v > 1 sur E, on a

2
1) 2 1l - 2f_

A

donc

2 2 2
R WP TERN TP TR

VI - Supposons que K soit un quotient de convolution de deux noyaux €lémentaires

K et K , c'est-d-dire
A 1a-7%
K=
1-06

ol 0 et T sont deux mesures positives symétriques, de masses < 1,

On a alors le théoréme 4d'équilikre :

Pour tout Ko-potentiel pur v, 1l'équilibre a lieu dur tout E, c'est-i-dire que

le K-potentiel d'équilibre de E par rapport & v est éﬁal av DeD. sur E, k

Preuve, Soit v = Ko* V, et u = Kxu= Ko*(G =T)%i comme au paragraphe précé-
dent, D'aprés (5),
Ka*u = Ko*‘r ¥y + Ka*v PoPo SUT Sua
Donc, d'aprés le principe de domination,
Ko*u = Ko*r *u + Ko*v DPeDoy
soit u £ v p.p. Compte tenu de (4), on a bien u=v p.p. sur E,

Corollaire, Pour tout Ko-potentiel pur.v, et tout compact E de mesure positive,
la K-mesure d'€quilibre u de E par rapport & v satisfait (y; f)w =JE v ¥ pour

toute f ¢ Lg .

VII - Soit enfin K un noyau satisfaisant 1'hypoth&se du théoréme I. Supposons d'abord

37



J-P. KAHANE

Vo(0) # 0, \bl(O) # 0, et écrivons

A A A _1 ~ "'l .
K=K K » K; = wi (i =0,1).

Par la propriété (i) des suites définies négatives (§3), K, et K, sont deux mesures

positives. On définit les mesures approchées

N vi -1 1 1 -1 .
Ki,p- (——1—1+£i =3 (l—‘;—ﬂ) (i =0,1),
P P

~

Toujours & cause de (i), §3, ce sont, au facteur % prés, des noyaux &lémentaires,

Le noyau K_ défini par
P A A~ ALl
K =K K
P O,p 1,p

satisfait donc les hypothéses du §6. A 1l'aide du corollaire qui termine le §6, on va

démontrer la proposition suivante.

Pour tout K,~potentiel indéfiniment dérivable v, v 2 1, et tout ouvert w sur le

cercle, il existe dans W une mesure positive u, portée par © , telle que

(8) (v, ©), = B(v)

pour toute distribution © € W, i support dans w, De plus, 1l'énergie Ilu! |$ est

majorée indépendamment de w,
-1
Preuve, Comme (1 + %9-) est transformée de Fourier d'une mesure positive

((i) §3), Ko est la convolution de K et d'une mesure positive, donc v est un
oy

K p-potentiel pur, D'aprés le corollaire du §6, la Kp-mesure d'équilibre de @ par

-3 ]
rapport & v, soit W_, satisfait &

(9) (u_, £) =‘[ F
Mp wp wV

~

pour toute f egw (indéfiniment dérivable & support dans ®). D'aprés (7),

2 ar V12,2 -1
(20) 2fup 3 5HVHW§ =5 nZZ 1#(n) [ (a))™ .

Or,pour tout p, on a
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QUOTIENTS DE FONCTIONS DEFINIES NEGATIVES

(inégalités immédiates en distinguant les cas VYo 2 411. Yo X ll'l)o D'aprés les proprié-

tés (ii) et (iii) du §3, et le fait que % est & décroissance rapide, le second mem-

bre de (10) est majoré indépendamment de p et de w, Donc les masses totales des vp

sont bornées. De wéme, d'aprds (6), les IIuPl |3 sont bornées, indépendamment de

p et de w. P

Soit u une limite faible d'une suite convenable de “p 3 c'est une mesure positi-
- . A A, oA ~
ve portée par uw, Comme, pour chaque n ¢ Z, lim up(n) = u(n) et 11m~'Kp(n) = X(n), on a

[lully = 3 16w * k) < 2in T (3,01 € (0) = inllu,| i

donc u ¢ W et son énergie est bornée indépendamment de ., Si f e-@w,

(wy £y = 1 ita) Ty K(n) = 24m ] § () FT R (n)

neZ
en vertu de (11), de la propriété (iii) du §3 et de la décroissance rapide de T.

(n, f)w=fv§

w
pour toute f ¢ .gu' et on obtient (8) par régularisation de 0

D'aprés (9), on a

VIII. Démontrons le théordme I. Supposons encore Y,(0) # 0, lbl(O) # 0, Etant donné

un compact E sur le cercle, désignons par WE le sous~espace formé par les distributions
d'énergie finie portées par E, et par ME le cBne constitué par les mesures positives
dans WE. Il s'agit de montrer que si 6 ¢ W'E et 6 .LME, 6=0,

Soit v un Ky-potentiel pur indéfiniment dérivable, v 2 1 sur E, Soit w une

suite d'ouverts décroissants dont 1'intersection soit E, tels que v >1 sur C)

En appliquant la proposition du §7, on a pour chaque m une mesure positive Hpo portée
par -“Iin’ telle que
(s 8, = B(v)

et sup| [ully < = Quitte & restreindre la suite W, & une sous suite, W, tend
m
faiblement dans W vers une limite e On & y e ME’ done (y, O)W =0, donc 6(v) = 0,

Or toute g ¢ est combinaison linéaire de fonctions telles que v, En effet, en
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désignant par A, la distribution telle que 4o = yo (cfo (iii) §3), on a
g =Ko *Ap%g, et AJo%* g est une combinaison 1linéaire de fonctions e 9" minorées
par (ﬁo(o))'l (de fagon que leur K,-potentiels soient minorées par 1).

On a donc a(g) = 0 pour toute g 59. et 0 = 0, ce qui prouve le théoréme sous
1'hypothé&se additionnelle yo(0) # 0, wl(o) # 0.

A
Remarquons que la condition du théoréme ne change pas si 1'on change K en une
P
1

A A
8i Yo(0) = wl(o) = 0, 1l'hypothdse (3) entraine que K = Lty est équivalente & K. Le
1+yo

. P . o -~ « - .
suite équivalente Kl (c'est=d=dire telle que X soit compris entre deux nombres > 0).

o]

théoréme I se trouve donc démontré sans restriction.

IX - La premiére partie du théoréme II se démontre & 1l'aide des mémes étapes, mais

elle est beaucoup plus facile,

lére étape : K = Ko*(é-r), ol Kcr est un noyau &lémentaire, et t une mesure

positive de masse < 1, Si l'ona f ¢ 9% et Kut <a sur Sf. on &
K *fca+K *xtxf=Kx*v (v2 0) sursS, dome partout
d'aprés le principe de domination (§4). Donc K% f atteint bien son maximum sur S £

28me &tape : On suppose {o(0) # O, wl(o) # 0, et on approche K par des noyaux
K, au §7. /

/ahaque Kp*f atteint son maximum sur Sps et Kp* f tend vers K»f dans J,
3éme étape : On suppose o(0) = 0, wl(o) = 0, et (ce qui n'est pas une restric-
A
tion) KX(0) = 1. On approche K par des noyaux K, tels que
% +
R _etw .
e+y,

A A
¢ €t comme K est compris entre 1 et K, K _xf

Chaque Kc* f atteint son maximum sur S £

tend vers K £ dans 9 quand € + 0,

X = La seconde partie du théoréme II sera démontrée & 1l'aide de la proposition suivante,

dont on trouvera un énoncé plus général, et la démonstration, dans [5] (théordme 3).

Soit X une mesure positive, Dire que K satisfait au principe classique du maximum,
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c'est dire que, pour tout ¢ > O, il existe une mesure positive o, de masse totale

1, ne chargeant pas 1'intervalle J=¢, e[, et _telle que K-)ec:e 2 K hors de cet interval~-
le (principe du pseudo-balayage).

Dans la suite, on désigne par a et 8, les parties positive et négative de
K*(G-oe). Ainsi

(12) K*(G-ae) =a_ - Bo

Supposons que K satisfait & l'hypothése de théoréme II§ comme K est symétrique,

on peut choisir les mesures Ter As Be symétriques;/-

Comme GC(O) =1, ona 38(0) = Ee(o). De plus, K majorant le premier membre de (12),
ona 3 (0) ¢K(0).

Comme Ge n'est pas constante, on a Ge(l) <1 ((ii), §3). Ecrivons (12) sous la
forme n ~ n A
- 15 8.(0)-8 & (0)-a

16 (1) 16 (1) 144 (1)

soit

(23) Kwe = EE- Nes

et observons que Voo Lo N, sont des suites définies négatives, En vertu de (iii),
2

§3, we(n) %n, donc y_ tend vers une limite Yy, quand e + O suivant une suite (¢)
convenable, Comme

38(0) - ae(l) sflt]: e(l—-cos 2nt)da€(t) <2 sinaue Gc(o)

et

1- Ge(l) =j| | (1-cos 2rt)do (t) 2 2 sinre ,
ti2 €

AN A -~ . oo
on a "e(l) _<_n€(0) < k(0), et, d'aprés (iii), §3, de nouveau,n_tend vers.une limite
No

quand ¢ + O suivant une sous-suite convenable de (e). D'aprés (13), ¢, tend
alors aussi vers une limite, Zq.

Les trois suites Yo, Lo, No Sont définies négatives et paires. De plus, no
est transformée de Fourier d'une distribution portée par 0, et T,(0) = 0 ; donc
no(n) = a n, on a

KWO=CO-71°
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A
Or 1lim K(n) > 0 (on le vérifie en appliquant K & un noyau de Feyer d'ordre arbi-

trairement grand), donc
A

Tim Elﬂl%?ﬁﬂl > 0 .

n

D'aprés la propriété (iv) du §3, ¢o~ n, est définie négative, ce qui achdve la

démonstration,

XI - Voici quelques commentaires,

(i) Le théoréme I, joint & la remarque que K et Kl satisfont en méme temps la

~ ”~
synthése spectrale si K et Kl sont deux suites équivalentes, semble actuellement le

meilleur résultat concernant la synth&se pour les espaces W considérés au §2, Il

comprend comme cas particuliers

~n
a) K= EY (cas oll W' est un espace de Dirichlet), déjd traité r de toutes
0 y Pa

autres méthodes, par Beurling et Deny. ([3], théorémes 8 et 10 ; pour une rédaction

plus détaillée, voir les exposés de Deny au Séminaire d‘Orsay, 1961-62).

b) K fonction scmmable, convexe sur ]0,1[ » cas qui peut aussi se traiter par

d'autres méthodes, développées par Beurling [2]

A
¢) K(n) = (l+n2)u, slgasl.
Le cas =1 < a < 0, qui est un cas particulier de a) et b) , avait été étudié par
Beurling en 1947 dans [l] » qu'on peut tenir pour la source principale des &tudes

dans ce domeine.

(ii) Naturellement, la synthése n'a pas lieu si W contient &', c'est-d-dire
1 n° ﬁ(n) < » , D'autre part, il est faux que si K, et K, satisfont la synthése, et si

N

%1 <K <« 22’ K satisfasse nécessairement la synthése ; par exemple, pour tout

0 <a <& et y > 3a, il existe une fonction scmmable K de type positif, telle

(l+x12)"'Y < /lE(n) < (1+x12)"u , et qui ne satisfait pas la synth&se (on le voit, &

1'aide de séries de Fourier gaussiennes, en adaptant la preuve du théoréme de
Malliavin),

(iii) Dans la 2e partie du théoréme II, 1l'hypoth&se que K est une mesure est

essentielle. Tout opérateur de dérivation satisfait le principe classique du maximum.
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(iv) En ce qui concerne les méthodes, 1'introduction des noyaux &lémentaires et
1'application du balayage & la synthése sont dus & Deny (thdse) [h]. Le principe dy
pseudo-balayage semble dfi & Frostman, Surtout,l'introduction des fonotions définies
négatives en analyse harmonique et en théorie du potentiel semble revenir i Beurling
(renommée publique).(*).

A qui qu'elles soient dues, ces méthodes sont trés jolies, habilement utilisées, et
dignes d'8tre connues (telle est la raison d'&tre de cet exposé),
(v) Les théorémes I et II s'étendent au tore i plusieurs dimensions, mais pas

entidrement & R".
’ ré
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ERRATUM

Page 315-10 - lignes 4 et 5, supprimer "ce qui achéve la démonstration.” et lire :
" donc f#o1 = ¢11 , ou ¢01 et ¢11 sont définies né€gatives et paires, avec
vo1(1) =1 .0r, si K satisfait au principe classique du maximum, il en est

de méme de Kptv z i(pn)eznlnt (p=1,2,s..). Donc ﬁ*op =¥

, ou vo et
neZ

1p P

¢1P sont définies négatives et paires, avec Wopkp) = 1 « En choisissant une

©

suite strictement positive aP tendant assez vite vers zéro, V

Za
1 P wOP
©
et ¥, =Za_¥ vérifient bien la conclusion du théoréme IT (2e partie). "
11 pIp
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