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Séminaire BOURBAKI
19e année, 1966/67, n°330 Juin 1967

GROUPES DE CONGRUENCE
(d'aprés H.BASS, H.MATSUMOTO, J.MENNICKE, J.MILNOR, C.MOORE)

par Jean-Pierre SERRE

§ 1. Le probléme des groupes de congruence,

1.1. Groupes de congruence,

Soit k wun corps de nombres algébriques, et soit Ok 1tanneau des entiers
de k. Soit G wun groupe algébrique linéaire connexe défini sur k, et soit
r= Gok le groupe des points entiers de G (relativement & un plongement donné
de G dans un groupe lindaire GLn). Un sous-groupe I''* de I' est appelé un

sous-groupe de congruence s'il existe un idéal q non nul de 0 tel que T

contienne le sous-groupe l"q de I' formé des éléments g tels que g= 1 mod.q .
Un tel sous~groupe est d'indice fini dans [ . Le ¢probléme des groupes de
congruence» consiste & savoir si la réciproque est vraie, autrement dit si G
vérifie la propriété suivante :

(C) - Tout sous-groupe d'indice fini de I’ est un groupe de col ence §

On vérifie que cette condition ne dépend pas du choix du plongement
G - GL_ (bien que T en dépende).

Plus précisément, soit Gk le groupe des points rationnels de G (i.e.

le groupe des points de G & valeurs dans k). Dé&finissons une topologie T

(resp. Tc) sur G en prenant comme base de voisinages de 1 les sous-groupes
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J-P. SERRE

d'indice fini de T (resp. les sous-groupes de congruence de I'); ces topologies
ne dépendent pas du choix du plongement G - GLn Zfbn donnera un peu plus loin une
définition intrinséque de TC ; quant & T, on peut la caractériser en disant
qu'un sous-groupe de Gk est ouvert pour T si et seulement si il contient un
sous-groupe arithmétigue de G, » au sens de Borel-Harish-Chandra [4)/. Soit @k
(resp. ék) le complété de G, pour T (xesp. Tc). Comme T est plus fine que
Tc » on a un homomorphisme canonique ék - G,_; on voit facilement que cet homo-

morphisme est surjectif, propre, et que son noyau C(G) est un groupe profini (li-

mite projective de groupes finis). Diol la suite exacte :

(1) 1->C(G)—>(§k—>§k—>1.

Si 1l'on note de méme [ et f les complétés de ' pour T et Tc , ona la

suite exacte correspondante de groupes profinis :

(@) 1 - ¢6 - 1 - T - 1.

la condition (C) revient & dire que T = T, , ouencore que C(G) est réduit
a {1} .

Remarque. Soit Ak l'anneau des adéles de Xk, et soit Ai sa composante finie

(i.e. le produit restreint des complétés kv de k pour les diverses classes de
valeurs absolues.ultramétriques de k). Le groupe G £ des points de G & valeurs

5 k
dans la k-algebre Af est muni d'une structure naturelle de groupe localement

k
compact. Ia tecpologie gque ce groupe induit sur le sous-groupe Gk est la topologie

Tc . En particulier, ék stidentifie & l'adhérence de Gk dans GAf . Lorsque
k

G vérifie le € théoréme d'approximation fort» de Kneser, on a ék =Gy f et
k
T = I | Gov, ol 0, désigne l'anneau des entiers de k.
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GROUPES DE CONGRUENCE

1.2. Premiers résultats.

a) la condition (C) est vérifiée lorsque G est un groupe unipotent (facile)
ou lorsque G est un tore (Chevalley [5]).

b) Lorsque G = SL, et k = @, la condition (C) n'est pas vérifiée (comme
le savait déja Klein) ; le groupe C(G) est infini. Le groupe SL (%) a donc
<beaucoup;» de sous-groupes d'indice fini qui ne sont pas des groupes de congruence.
J'ignore ce qui se passe lorsqu'on remplace & par un corps de nombres, quelconque.

¢) Prenons pour G un groupe semi-simple non simplement connexe. Soit S son

revétement universel, de sorte que G = S/M od M est un groupe algébrigque de di-
mension zéro, non réduit a { 1}. Supposons (ce qui est souvent le cas) que S

vérifie le théoréme d'approximation fort de Kneser, de sorte que Sk s'identifie

& S5,f . Considérons le diagramme commutatif :

1 - ¢(s) - § - S -~ 1

1 -~ C(G) - é - ék - 1 .

Le noyau de m est MAf ;7 c'est un groupe infini. Dtautre part, en utilisant le
k
cor.6.11 de Borel-HarishChandra [4], on montre que le noyau de # est Mo, qui
est fini. Si E désigne 1'image réciproque du sous-groupe MAf de §k dans ék ’
k

on en conclut que C(G) contient un sous-groupe isomorphe & E/Mk ;5 en particulier,

C(G) est infini, et G ne vérifie pas (C).
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d) A titre de curiosité, mentionnons que le probléme des groupes de congruence

garde un sens pour les variétés abéliennes. Il n'est résolu (positivement) qu'en

dimension 1 (cf. [11]).

1.3. Le cas des groupes SLn et szn .

Soit My le groupe des racines e l'unité contenues dans k. C'est un groupe

cycligue fini d'ordre pair.

THEOREME 1.- Soit G 1'un des groupes 51, (nz3) ou Sp, (nz2).

(1) 81 k a au moins un conjugué réel, ona C(G) = 1, autrement dit G

vérifie (C).

s

(ii) 81 k est totalement imeginairve, C(G) est canoniquement isomorphe &

By 5 il est contenu dans le centre de ék . En particulier, G ne vérifie
pas ().

Pour SL'1 s c'est une conséquence d'un théordme plus précis (cf. n° 3.1,

th. 6) démontré dans [3]. Ie cas de Sp,, est analogue.
Remargque. Le cas particulier k = @ avait été résolu en 1964 par Mennicke [9]
et Bags-lazard-Serre [2]. Memnicke-Newman (non publié) ont ensuite traité le cas

(i), du moins pour le groupe SL_ .

1.4. Le cas des groupes semi-simples déployés.

THEOREME 2.- Faisons sur G 1'hypothdse suivante :

(H) G est simple, simplement connexe, déployé, de rang = 2, Alors :

(1) 8i k a au moins un conjugué réel, ona C(G) = {1}, autrement dit G

vérifie (C).

———e

(ii) 8i k est totalement imaginaire, C(G) est isomorphe & un quotient de

by 3 il est contenu dans le centre de Gk .
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GROUPES DE CONGRUENCE

Ce résultat est dt a Matsumoto ([7], (8]) ; sa méthode consiste & montrer que
C(G) est ¢plus petit» que le groupe correspondant pour SL3 et Sp4 (lequel est
donné par le théoréme 1). Il faut signaler que Mennicke a annoncé un résultat ana-
logue. D'autre part, si l'on suppose connu que C(G) est contenu dans le centre

de G le théoréme est une simple conséquence des résultats de C. Moore [10]

K ?
résumés au § 2.
Remarques.

1) Dans le cas (ii), il conviendrait de déterminer le quotient de p, auquel
0(G) est isomorphe. Peut-8tre est-ce toujours T lui~méme ?

»2) On aimerait pouvoir remplacer 1'hypothese <déployé de rang Z af> par <de rang

relatif = 2, au sens de Borel-Tits».

§ 2. Revétements universels (C. Moore [10]).

2.1. Le cas local.

Soit kv un corps localement compact, et soit G un groupe algébrique simple,
simplement connexe, et déployé sur kv . Le groupe Gv des points de G ration-
nels sur kv est muni d'une structure naturelle de groupe localement compact.

On s'intéresse aux extensions centrales de ce groupe, i.e. aux suites exactes

(3) 1—>M—>E-)Gv—>1,

ot E et M sont des groupes localement compacts, avec E/M = G (comme groupes

topologiques), M étant contenu dans le centre de E.

Exemples.

a) Si k, = C, le groupe G _ est simplement comnexe (au sens topolagique),

et une telle extension est triviale : E est canoniquement isomorphe & Gv x M.
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b) Si kv =R, le groupe GV n'est pas simplement connexe ; son groupe fonda-
mental m (Gv) est isomorphe & 2/2Z (sauf si G est de type €, »nZz1, auquel
cas m (Gv) = %). Une extension du type (3) est alors déterminée par un élément
de Hom(m, (GV), M).

¢) Prenons pour G le groupe Sp,, » nZ 1. Weil [(13] a construit une extension
centrale de Gv , avec M = {t1}, qui est non triviale pourvu que kV £C ; clest

le groupe <métaplectique'» relativement au corps kv .

On peut se demander s'il existe une extension centrale

(4) 1 - m(c) > & o G o T

telle que toute autre extension (3) s'en déduise par un unique homomorphisme
fE Y (Gv) - M. L'extension en question s'appelle alors le revétement universel
de G, et sonnoyau m (Gv) est le groupe fondamental de G .

C. Moore ([10], chap. III) a montré llexistence d'un tel revitement universel
et en a déterminé presque complétement la structure. De fagon plus précise,
bornons-nous au cas ol kv est ultramétrique, et notons My le groupe des racines

de 1'unité contenues dans kV . Ona :

.

THEOREME 3.- a) Le groupe T, (Gv) est isomorphe & un quotient de . .

b) Lorsque G =SL,, ona TG ) =pu_ .

c) Lorsque k, est de caractéristique zéro, et que G est isomorphe & SL,

(nz2) ou SP,p (nz1), ona nl(Gv) b, -
La méthode suivie par C. Moore est analogue & celle de Steinberg [12] dans le

cas discret ; la décomposition de Bruhat de GV ¥ joue un rSle essentiel. On prouve
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GROUPES DE CONGRUENCE

que toute extension centrale de Gv provient d'un <cocycle de Steinbergx Dans le
cas de SL, , DMoore détermine tous ces cocycles ; ils proviennent essentiellement
du symbole de restes normiques de Hilbert. D'ol b). Lorsque G est de rang Z 2,
on choisit une racine longue de G ; si H est le sous-groupe de rang 1 attaché

4 cette racine, Moore montre que ™, (Hv) - m (Gv) est surjectif. D'ol a).

Enfin c) se déduit de a) combiné avec le théordme 1.

Remarques.
1) Certains de ces résultats ont été obtenus indépendamment par T. Kubosa.

2) C. Moore conjecture que ﬂl(Gv) est toujours égal a by

2.2, Le cas adélique.

Soit de nouveau k un corps de nombres (Moore traite également le cas d'un
corps de fonctions d'une variable sur un corps fini). Soit S wun ensemble de
places de k, et soit Ai le produit restreint des corps locaux kv , V§S.
Lorsque S =@ (resp. lorsque S est 1l'ensemble des places archimédiennes de k),
on retrouve 1l'anneau Ak des addles (resp. sa composante finie Aﬁ).

Soit d'autre part G un groupe algébrique simple, simplement connexe et déployé

-

sur k. Le groupe Gk stidentifie & un sous-groupe du groupe localement compact

GAS . On s'intéresse aux extensions centrales localement compactes :
k

(5) 1 - M -» E - ¢

Als( -

qui sont triviales au-dessus de Gk (autrement dit telles que E contienne un

1

sous-groupe s'appliquant isomorphiquement sur Gk ~ ce sous-groupe est d'ailleurs

unique puisque Gk coincide avec son groupe des commutateurs). D'ou une notion
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de revétement universel relatif de Gy 5 mod. Gk , ainsi qu'un groupe fondamental
k
relatif ; nous noterons ce dernier rrls(G,k). C. Moore en démontre l'existence

({10], chap.III) ; de plus :

THEOREME 4.- a) Si 1'une des placegs veS n'est pas complexe, on a TTIS(G,k) = {1}.

b) Si toutes les places wveS sont complexes, rrls (G,k) est isomorphe & un guo-

tient de W, . Si de plus G est isomorphe & SL ,nZ2, oud szn ,nZ1,

le groupe nf (G,k) est isomorphe & By -
(Rappelons que My désigne le groupe des racines de l'unité contenues dans k.)
Pour la démonstration, voir [10], chap. III.
Remargue. Il est probable que, dans le cas b), le groupe nls (G,k) est toujours
isomorphe a Hy o Cette conjecture globale est d'ailleurs une conséquence de la

conjecture locale analogue (cf. n° 2.1).

2.5. Relations entre les points_de vue € groupes de congruence/d et Lrevétements

universelgy (cf. [10], chap. IV, ainsi que [3], § 15).

Conservons les notations du n° précédent, et prenons pour S 1'ensemble des

places archimédiennes de k, de sorte que Alsc = Aﬁ . Comme G est déployé, le
groupe GAﬁ est égal & 1'adhérence @k du groupe G , cf. n°1,

Soit
(6) 1 - m - E - Gk - 1

le revétement universel correspondant. Comparons-le & celui défini au n°1.1 :

(1) 1-—>C(G)—>§k—->§k—->1.
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Supposons, pour simplifier, que le rang de G soit = 2. D'aprés Matsumoto [8],

cela entraine que C(G) est contenu dans le centre de ék . Comme en outre ék
contient Gk , le caractére universel de E permet de définir un homomorphisme
f:E-> ék . Dtautre part, l'injection Gk - E est continue pour la topologie T
du n° 1.1 (cela provient de ce que E est une extension finie de ék) ; elle se
prolonge donc en un homomorphisme g : ék -»E , et 1l'on vérifie tout de suite que

fog=1 et gof=1. D'ou :

THEOREME 5.- Lorsque le rang de G est 2 2, les extensions E et ék de Gk

sont canoniquement isomorphes ; en particulier, C(G) et m sont isomorphes.

(Lorsque G est de rang 1, on peut simplement affirmer que 'E est la plus
grande extension centrale de @k qui soit quotient de ék . Si 1'on note
(ék,C(G)) 1'adhérence du sous-groupe de C(G) engendré par les commutateurs
st lst, avec se@k , t€C(G), cela entraine que C(G)/(ék,C(G)) ~m o)

Ainsi, les points de vue <groupes de congruence » et <€ revétements universels »

sont équivalents dans le cas considéré ici ; dtol l'analogie entre les théorémes

2 et 4.

§ 3. la méthode de Mennicke et Bass-Milnor pour SL, .

5.1, Matrices élémentaires et sous-groupes associés.

Soit A un anneau de Dedekind et soit n un entier = 3. Nous noterons
I'(n) (ou simplement I') 1le groupe SLn(A). Un é1ément gel'(n) est appelé une
mtrice élémentaire si g est de la forme 1 + a'Eij s avec a€A, 1=1i,j=n,

i # j. Ces matrices engendrent un sous-groupe E(n) de r(n).
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Soit q wun idéal non nul de A. Le noyau de SLn(A) - SLn(A/q) est le groupe
de congruence l"q (n) aéfini par q. On note Eq (n) 1le sous-groupe distingué de
E(n) engendré par les matrices élémentaires de la forme 1 + a'Ei,j , avec a€q
(ce sont celles qui appartiennent & Fq (n)). On montre, au moyen d'un théorime de

stabilité de Bass [1 ], que Eq (n) est distingué dans TI'(n), et que
E,(n) = (E(n),E, (n)).
q q

On pose Cq.(n) = Tq (n)/Eq (n). On a la suite exacte :

(1) 1 > Cq(n) - I‘(n)/Eq(n) - I‘(n)/l"q(n) - 1,

Lorsque q varie, les suites exactes (7) forment un systéme projectif, a
fléches surjectives.
Revenons maintenant au cas du § 1, autrement dit supposons que A soit

1'anneau Ok des entiers d'un corps de nombres algébriques k. On a alors :

THEOREME 6.- a) Le groupe Cq (n) est isomorphe & un sous-groupe de By

b) 8i k a un conjugué réel, ousi q =4, ona Cq(n) =1.

c) Soit m 1'ordre du groupe cyclique My o 8i k est totalement imaginaire

et si q est divisible par m®, on a Cq = -

COROLLAIRE.- Le groupe SLn(A) est engendré par des matrices élémentaires.

C'est la le principal résultat de [3]. Nous donnerons quelques indications
sur sa démonstration dans les numéros suivants.

Indiquons tout de suite comment le théoréme 1, pour le groupe SLn , Se déduit

du théoréme 6 :
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On remarque d'abord que, si I'' est un sous-groupe distingué de I"(n) d'indice
fini ¢, ona Eq (n) crt si d|q. On en conclut que les sous-groupes 'Eq (n)

sont cofinaux parmi les sous-groupes d'indice fini de I'(n). Avec les notations du
n® 1.1, ona donc I = li.m. I‘(n)/Eq (n) et évidetment [ = 1':i_.m. 1"(n)/I‘q (n). Ia 1li-

mite projective des suites exactes (7) donne donc :

~

(8) 1 > lim C(n) > [ - r -» 1.

En comparant & la suite exacte (2) dun® 1.1, on voit que lim. Cq (n) s'identifie
au groupe que lfon avait noté C(G). D'autre part, d'aprés le théordme 6, on a
lim. Cq(n) = {1} si k a un conjugué réel, et lim. Cq(n) ~py si k est tota-

lement imaginaire ; c'est bien ce qu'affirmait le théoreme 1.
Remarque. Supposons k totalement imaginaire, et soit q un idéal non nul de Ok .
On trouvera dans [3], cor.4.3, la détermination explicite du sous-groupe de Py
auquel Cq (n) est isomorphe ; ce sous-groupe ne dépend pas de n (pourvu, bien siir,

que n 2 3). En particulier, on a Cq (n) = W, siet seulement si q est divisi-

ble par m TT p1/(P-1).
p|m

3.2. Symboles de Mennicke.

Conservons les notations du n° précédent ; soit q un idéal non nul de 1‘anneau

de Dedekind A. Soit wq l'ensemble des couples (a,b), a,b¢A, avec a = 1 mod. q,
b= Omod. q, et ald + bA = A, Si (a.,b)swq , on voit facilement qu'il existe un

- 2 b N
élément o = (ac. d) de SL,(A), dont la premidre ligne est (a,b), et qui vérifie

= 1mod. q . Soit a' ={g? ,, et soit Bj ltimage de «! dans Cq(n).
n-2
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On voit facilement que Bj ne dépend pas du choix de (c,d). On a-donc défini une
application Wq - C (n) ; elle jouit des propriétés suivantes :

THEOREME 7.~ i) m =15 [b;'ta] = [:} Dour tout teq ; [aftb} = [:] pour tout
teA.

)51 (@), et (B )W, , ona [Z%J - ['?] [:2]

iii) Tout élément de Cq (n) est de la forme [:] .

L'assertion i) est triviale. L'assertion ii), due & Mennicke, se démontre

par un calcul de matrices dans SIg(A) ; il faut vérifier que les matrices

ab 0 ab O ‘ablhao
* %* 0 * % 0 et * * 0
00 1 00 1 0 O 1

sont congrues mod. Eq(}), ce qui se fait par un calcul explicite ([3], lemme 5.5).

Enfin, iii) résulte d'un théoréme de stabilité de Bass [1].

DEFINITION.- Soient q un idéal non nul de A et C un groupe. On appelle sym-

bole de Mennicke relativement & q et C toute application (a,b) — [:] de Wq

dans C gui vérifie les propriétds i) et ii) du théordme 7.

On montre (cf. [3], § 2) qu'un symbole de Mennicke vérifie les propriétés

suivantes :

) 81 (e b)eW, et (2;,0)eW, , ona [eab ] - [aﬂ [’«’2] '

v) Soient a,deA, t€q, avec aA + dA = A et a=d=1mod. t. Alors
|:at _ [dﬂ
a) a._l )
Pour tout idéal q # O, il existe un symbole de Mennicke universel wq - Cq ,

défini & isomorphisme unique prés ; il suffit de prendre pour Cq le quotient du
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groupe libre engendré par Wq par les relations fournies par i) et 4ii). En

fait, il est inutile d'aller chercher si loin :

THEOREME 8.- Pour tout n 2 3, le symbole de Mennicke Wq - Cq (n) construit plus

haut est universel.

COROLIAIRE.- L?application Cq (n) » Cq (n+1) définie par la suspension

est un isomorphisme.

a0
01
C'est le théoréme 4.1 de [3] ; sa démonstration occupe une bonne vingtaine de

ar— (

rages. Il s'agit de prouver que tout symbole de Mennicke 'Wq - C se factorise en
Wq > Cq (n) > C, autrement dit définit un homomorphisme de rq (n) dans C qui est
trivial sur Eq (n). Cela se fait en plusieurs étapes :

1) Soit T q(2) le sous-groupe de congruence de SL,(A) correspondant & q .
Le symbole de Mennicke [:] donné définit une application [P I‘q (2) »C par
(2 g) — [ab ] - Le premier point consiste & vérifier que ¢, est un homomorphisme,
et que @, (sts™!) = @, (t) si t€1‘q(2) et si s est une matrice élémentaire de
SLy(A). Voir pour cela Kubota [6] ainsi que [3], th. 6.1.

2) Ia partie la plus délicate de la démonstration (due & Bass) consiste a pro-

longer ¢, en un homomorphisme [N 1"q (3) »C. Pour cela, on écrit tout élément

cﬂ“q(}) sous la forme

[ 100\ /1 %x
o = (@) * 010 0 (8) avec teq, o, ael"q(Z) .
00 1 £ 01 0

On pose ¢,(0) = @ (o), (B), le membre de droite étant indépendant de la décompo-
sition de o choisie ([3], lemme 8.11). Il reste alors a montrer que ¢3 est un
homomorphisme, et que ¢, est trivial sur Eq (3) 5 ce n'est pas facile ([3], §§ 9,
10).
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%) Le passage de g, & Pgrecer @y Se fait comme celui de ¢, & ¢,, la seule
difficyté supplémentaire étant une difficulté d'écriture.
Remarque. Ia méthode décrite ci-dessus fournit en méme temps une démonstration
d'un &'théoréme de stabilitéy» pour K (A), A étant un anneau commutatif quelcon-

que ; cf. (3], th. 11.2 et cor. 11.3.

3.5. Détermination des symboles de Mennicke dans le cas aritlmétique.

Revenons maintenant au cas o A = O » et soit m 1'ordre de By e Soit p

un idéal premier de O premier & m, et soit x un élément de k qui est

k ’
une unité en p ; on sait qu'il existe alors un unique élément T noté (%),
tel que

X(NP'1)/m = ¢ mod. p , Np étant la norme de p .

Le caractére xt— (%) est la généralisation naturelle du symbole de Legendre.
Soient maintenant a et b deux éléments de A; supposons a étranger & la

fcis 8 b eta& m. On pose :

v (a)
pla

ol vp désigne la valuation discréte associde & p .

THEOREME 9.- Supposons gue k soit totalement imaginaire, et que q soit divisible

rr
1/(p-1)
m'\'—rp/(P )

p|m

L'application Wq =y définie par (a,b) — (3) est alors un symbole de Mennicke.

(Lorsque b = 0, on convient que (E-) =1.)
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On utilise la décomposition de (f) en produit de symboles de Hilbert :

TT @&
s

Ie démonstration n'est pas difficile (cf. (3], prop. 3.1).

@) -

THEOREME 10.- a) Si k a un conjugué réel, ou si q = A, tout symbole de

Mennicke relativement & q est trivial.

. 1 -1
b) 8i k est totalement imaginaire, et si q est divisible par m |l| P /(P ),
plm

le symbole de Mennicke (a,b) — (5—) est universel.

(I1 est clair que ce théoréme, combiné avec le théoréme 8, entraine les par-
ties b) et c¢) du théoréme 6, et en particulier résout le probléme des groupes
de congruence pour SLn . la partie a) du théoréme 6 se démontre de manidre
a.nalogue.)

Indiquons, & titre d'exemple, la démonstration de b). Soit (a,b)— [:] le
symbole de Mennicke universel Wq - Cq . Vu le théoréeme 9, on a un homomorphisme
surjectif cq > py » et il suffit de prouver que Card (cq) = m.

On montre tout d'abord (Mennicke-Newman, cf. [3], lemme 2.4) qu'étant donnés
des éléments (ai,bi)ewq , en nombre fini, on peut trouver d'autres éléments
(a,,ci)swq , ayant méme premiére coordonnée a , tels que [: 1] = [;i] pour
tout i ; de plus on peut s'arranger pour que a soit premie:Jl:" (i.e. que 1tidéal
aA soit premier). Mais, d’aprés la propriété ii). des symboles de Mennicke,
l'application b+ [:J définit un homomorphisme U(A/aA) - C, ou U(A/ad)
désigne le groupe des unités de l'anneau A/aA. Comme A/aA est un corps fini,

on en conclut que U(A/aA) est un groupe cyclique fini ; d'oll : tout sous-ensembBle

fini de C est contenu dans un sous-groupe cyclique fini de C.
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Soit maintenant p un nombre premier, et soit pn' la plus grande puissance de

p divisant m. Vu ce qui précéde, il suffit de prouver qu'aucun élément [: ] de

C n'est d'ordre pn+1. Soit P 1l'ensemble des idéaux premiers p , premiers a p,

tels que Np # 1 mod. pn+1. En utilisant le fait que k ne contient pas les ra-
cines pn+1-émes de 1l*unité, on montre que P est infini. De plus, le théoréme

de la progression arithmétique montre (cf. [3], th. 3.2) qu'il existe (<:,d.)€wq ,

d (b 2 .
avec [c] = la-l s et cA =ppy , Py sPa€P, Py £ po. L'élément [:] appartient

alors & 1'image de U(A/cA) = U(A/p,) x U(A/p,) dans C . Puisque p, et p,

appartiennent & P , il est donc bien impossible que [:] soit d*ordre pm'1 ’

cqfd.
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ERRATUM

Page 330-06. Dans 1'exemple (c), il faut supposer que la caractéristique du corps
de base k, est # 2.
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