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Séminaire BOURBAKI
19e année, 1966/67, n° 328 Juin 1967

. ’
LOGIQUE DU PREMIER ORDRE AVEC QUANTIFICATEUR CARDINALISE

par Daniel LACOMBE

0, Introduction

Soit x’a un cardinal infini donné, On peut se demander "ce qui se passe"
lorsqu'on introduit dans le calcul des prédicats (du premier ordre) un sym-
bole signifiant "il existe au moins ‘5\ éléments tels que.,.". On est

a

conduit en particulier & discuter suivant les valeurs de l'ordinal o,

Ce probléme, posé par MOSTOWSKI et ré€solu par lui dans le cas o = O,
a 6té étudié par de nombreux auteurs (CRAIG, FUHRKEN, KEISLER, SCOTT, SILVER,
VAUGHT, etc...). On trouvera dans [1] 1'état de 1a question en 1963 (avec une
bibliographie) ; les articles [2] et [3] apportent quelques résultats supplé-
‘mentaires, Le lemme fondamental, utilisé (avec ou sans généralisation) dans

tous ces travaux, est tiré de [h] .

A titre de comparaison, nous rappelons dans le §1 les principaux résultats
classiques concernant le calcul des prédicats ordinsires (avec uniquement le
quantificateur "il existe" - d'ol aussi le quantificateur "quel que soit" =,

mais sens aucun quantificateur cardinalisé).

Dans le § 3 nous donnons les définitions nécessaires, avec un certain

nombre de résultats généraux (dont quelques=uns non triviaux),

Le 84 est consacré a 1'étude des cas a =2 0 et o = 1, Les démonstrations
y sont assez délicates et les résultats assez surprenants, En effet, contrairement
8 ce qu'un esprit non prévenu pourrait supposer, le cas a = 1 est (& plusieurs
points de vue) beaucoup plus simple que le cas a = O, Par contre, la preuve

de la simplicit& du cas & = 1 est beaucoup moins simple que la preuve de la none
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D. LACOMBE

simplicité du cas a = O, D'autre part, on démontre que ces deux cas se
trouvent en quelque sorte aux extrémités opposées de la famille des cas

possibles (munie d'une certaine relation d'inclusion),

0.3+ Bien entendu, cet exposé (qui consiste & étudier "sémantiquement"
une certaine classe de systémes formels) se déroule dans la théorie des
ensembles usuelle: (formalisée ou non), avec axiome de choix, Quelques défi-

nitions et propositions ensemblistes utiles seront données dans le 2

1~ Rappels sur le calcul des prédicats du premier ordre avec égalité

Soit (P un ensemble fini ou dénombrable, et soit Ar une application
de P dans I (ensemble des entiers 2 0), Les éléments de (P seront

appelés symboles de prédicats (ou "prédicets formels", ou encore "constantes

de prédicats"). Pour chaque P ¢ (P, Ar{P) est 1'arité {ou "nombre
P L SIite

de places" de P).

Dans le cas ol [P est infini (dénombrable), nous supposerons de plus
que P est muni d'une numérotation Num (bijection de M sur () telle que

la fonction Ar o Num soit récursive.

On sait définir 1'ensemble F * (®, Ar) [ou, en abrégé, ?*] des formules

du premier ordre avec égalité construites sur (P, Ar) [c'est un certain sous-

-~

ensemble de l'ensemble de toutes les suites finies & valeurs dans

Puv u{ Ll alls \/} , ol ¥V est un ensemble (supposé infini dénombrable)
de "symboles de variables", et ol & ,4,n 9\/ sont des symboles appelés
respectivement "égalité", "négation”, "conjonction" et "quantificateur

existentiel" "formels" J .

On sait également définir le sous=ensemble 37‘) de F* constitus par les

formules closes (ou "sans variables libres").

F et " sont dénombrables, On définit canoniquement (& une permutation
récursive de N prés) une certaine numérotation de SE‘} (dépendant de Num lorsque

[P est infini). Relativement & cette numérotation on peut parler de sous-ensemble

récursif ou récursivement &numérable de Cf/, etCeoe
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LOGIQUE DU PREMIER ORDRE

REMARQUE - Besucoup d'entre les résultats indiqués dans cet exposé se généralisent
au cas ol le cardinal de P est quelconque, Mais, faute de place, nous ne nous

occuperons pas de cette question.

~

Scit E un ensemble quelconque., Un prédicat p-aire (ou "relation & p are
guments") sur E est une application de E°¥ dans 1'ensemble {fa.ux, vra.i}

(on peut - si on veut - assimiler respectivement les éléments "faux" et "vrai

aux ensembles @ et {{6} s Ou sux nombres O et 1),

L'ensemble de tous les prédicats p-aires sur E sera désigné par ﬁ(p)

On peut évidemment et canonxquement'ldentz.ﬁer F p) a (Ep) ( ).

Nous poserons A?Q E = 4’73 (p)E
pe

Nous appellerons (P, Ar)-structure [ou, pour sbréger, structure]
tout couple (E,0), o E est un ensemble non-vide, et ¢ une application
(ar{p))

de (P dans ,ﬁ”E telle que o(P) € ,ﬁ E pour chaque P € P.

L'ensemble E est appelé la base (ou 1'""univers") de (E,o).
Nous appellerons cardinal d'une structure le cardinal de sa base.

1.4} Soit F un élément de ¥~ et soit (v reeesVy ) une énumération compléte
et sans répétition des &léments de VW qm. possedent des occurences libres dans F,
Soit d'autre part (E,0) une structure. On sait définir (par récurrence sur la
longueur de F) un certain élément de /ﬁ (p)E’ qui est appelé la réalisation de

F dans (E,0). Bien entendu, cette définition est telle que les symboles

s Gatls \/ sont "traduits" respectivement par 1'égalité, la négation, la
conjonction et le quantificateur existentiel "ordinaires" (respectivement représentés
par =, non, et, ) et que chaque P ¢ P est traduit par le prédicats a(P).

Dans le cas p = 0, une formule close F est dite vérifiée par (E,0)

si se réalisation dans (E,0) est la constante "vrai'.

La traduction d'un élément F de F  est wne "condition du premier ordre"
portant sur (E,0). La locution "du premier ordre" signifie que les seules
variebles (quantifies) figurant dans une telle condition sont des variables décri-
vant E (ce qui exclut les conditions o figurent des variables décrivant

ﬁB(P) » OUu EF s oOu ool » €tCace)s

1 PN .
(") ;{z(x) désigne l°ensemble des parties de X .
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D. LACOMBE

Par exemple, si R désigne wn €lément de /ﬁ(z)E, chacune des conditions
suivantes est du premier ordre : " R est une relstion d"8quivalence”, " R est
wme relation d'ordre”™, " R est un ordre total demse" (c'est-di-dire tel que la
bese E contienne au moins 2 €léments, et qu'entre deux &léments distincts
qualconques de E il en existe toujours un troisidme), etc... o Mais la
condition " R est un bon=ordre™ n'est pas du premier ordre (et on démontre

qu'elle n’est équivalente & aucune condition du premier ordre),

De méme, si P désigne un sous-ensemble de E, il n'existe aucun a
tel que la condition "cerdinal de P N \5‘\ « " goit exprimable dans le
premier ordre (et de m€me pour ls condition " cardinal de P = % « ") . Par
contre cette condition est exprimsble, pour chaque o fini, dans un systéme ol

on dispose de deux espéces de variables déecrivant respectivement E et EE.

REMARQUE A- Lorsque la base E est clairement indiquée dans le contexte,

nous écrirons "Jx " pour " Ix e E", et " Vx " powr "VxeE",

REMARQUE B- Pour k entier fini, l'expression "il existe au moins k &léments

A\

tels que... " est manifestement définisazable dans le premier ordre avec

égnlité, et ne nécessite par conséquent aucun symbole spéeial,

REMARQUE C- Nous n'avons pas introduit dans notre langage formel de symboles
fonctionnels (ou "constantes de fonctions”), En effet: on peut toujours rempla=-
cer chaque symbole fonctionnel & p places par un symbole de prédicat & p+l
places, avec une convention formelle de remplacemeat qui est €vidente lorsquion

interpréte le prédicat comme le graphe de la fonction,
Une formule close (élément de(?r'/) est dite valide si elle est vérifiée
par toutes les structures,

L'ensemble de toutes les formules valides sera désigné par U .

Ol étant un sous=ensemble (fini ou infini) de ¥ , une structure est appelée

un modéle de (I 8i elle vérifie tous les é€iéments de O .
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LOGIQUE DU PREMIER ORDRE

Ol est dit consistant (ou "non-contradictoire") s'il admet au moins un

modéle,
Pour que F soit valide, il faut et il suffit que [+ F} soit non-

consistant,

1,6~ Les principaux résultats classiques sont les suivants :

THEOREME 1.I - Si ({ admet un modéle, il admet un modéle fini ou
dénombrable,

THEOREME 1.II - Si Ol admet un modéle infini, il admet un modéle de

n'importe quel cardinal infini,

COROLLAIRE, Si (Ol posséde un moddle infini, il poss&de des modSles

non-isomorphes entre eux,

THEOREME 1,1II - Pour que (I soit consistant, il suffit que tout sous-

ensemble fini de Ol 1e soit.
THEOREME 1.IV - U~ est récursivement énumérable.
PROPOSITION 1.A - Si Ar ne prend que des valeurs < 2, U est récursif,

PROPOSITION 1.B ~ Si Ar prend au moins une fois une valeur 3 2, U n'est

pas récursif.

Le Corollaire du Th. 1,II signifie que, sauf dans des cas triviaux (cf,
Remarque ci-dessous), une théorie du premier ordre n'est jamais "catégorique".
Nous verrons que la situation peut changer lorsqu'on introduit un quantificateur

cardinalisé,

Comme conséquence du théoréme 1.IV, on peut déterminer (de multiples
fagons) un systéme d' "axiomes" et de "régles" tel que U soit identique &
l'ensemble des formules obtenables A partir des axiomes par application des
régles. C'est ce qu'on appelle une definition “syntaxique" de U (par oppo-

sition 4 la définition "sémantique" utilisée c¢i).
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D. LACOMBE

REMARQUE. Il existe &videmment des ensembles Cl consistants qui ne possé&dent
aucun modéle fini, par exemple l'ensemble constitué par 1'unique formule

qui formalise la condition " R est une relation d'ordre dense ", Fl existe

aussi des (L consistants qui ne possddent que des moddles finis, par exemple
l'ensemble conskitu& par l'unique formule ay vl\/ Voh X VY, [dont la
traduction est : VxVy(x = y)] .

Du Th, 1.III on déduit ais@ment que, si (X admet des modéles de cardinal

fini arbitrairement grand, alors Ol admet un modéle infini,

2, Considérations ensemblistes
b _ ]

Le cardinal d'un ensemble E sera désigné par Card(E).

"

Convenons que l'expression "il existe au moins $~(~a ees" sera notée par le

signe J o Autrement dit, si x représente une variable décrivant un ensemble
donn€ E, l'expression " aax(A) " signifie : Card ({x | (4) }) 2 Ha .

Nous utiliserons le quantificateur dual ch signifiant "pour tous, sauf
pour moins de Ha ", Autrement dit, \/ax(A) équivaut par définition & :
,nonaax noa (A).
Pour a =0, 3, signifie "il existe une infinité", et Va signifie

"pour tous sauf un nombre fini",

Soit R un &lément de ,F(g)E. Nous dirons que R est un ordre de genre
« sur E (dans [1] : T3, -like linear ordering) si :

(I) R est un ordre total sur E

(II) pour tout x e E, l'ensemble des prédécesseurs de x relativement

& R est de cardinal < )—?u s c'est-Z=dire
Vx \{uy non R(y, x} 3
(I1I) Card (E) 2. ¢

8 voit aisément que de (I) et (II) on d8duit : Card (E) < hu o

La base d'un ordre de genre o est donc exactement de cardinal ~a °
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LOGIQUE DU PREMIER ORDRE

Parmi les ordre de genre a , il y a les bons-ordres isomorphes au

premier ordinal ayant Hﬁ powr cardinal, Mais ce ne sont pas les seuls,
Il y a exception pour a = 0 : un ordre de genre O est nécessairement

de type w (c'est-3~dire isomorphe & 1'ordre naturel sur N), Autrement dit,

si nous désignons par RO(E,R) la conjonction des conditions (I), (II) et

(III) dans le cas a = 0, on voit que, pour tout (E,R) :

QO(E.R) = [_(E,R) est isomorphe & (M, :)] .

REMARQUE - Soit & un ordinal tel que }\a soit régulier (cf, 2,5 ci-dessous,,

et soit R un ordre de genre a sur E, Pour un sous-ensemble P de
E (élément de J)B(I)E),le fait d'8tre de cardinal >y, équivaut au fait

d'8tre non-borné. Autrement dit, on a alors :

(1v) 3ux'P(x) = Yy Ix [R(y,x) et P(x)] .

Soit P eﬁ(l)E et Q efB(g)E. Considérons la condition (0) suivante :
(0) Card (P) < Nu et Q induit sur P une relation d'ordre
total dense,

Cette condition n'est jamais satisfaite pour a = 0, Par contre, pour

chaque a > 0, on peut trouver un (E,P,Q) qui la satisfasse (avec en plus,
si on veut, Card E =.$-7\u) .

Soit E' eﬁ(l)E s R s;‘Q(Q)E s Se (2)E. Désignons par

9 (E,E',R,S) 1a conjonction de QO(E',R'P E') |[on @, est défini comme

en 2.2, et ol RIE' désigne la restriction de R & E'] et de la condition
suivante :

Vx Vy [((Vz € E') [S(z,x) e S(z,y)]> =) Xx = y].

On voit aisément que cette condition 8 (E,E',R,S) ne peut &tre

satisfaite que si Card E g ° » et peut en fait &tre satisfaite

pour un certain (E,E',R,S) tel que Card Em= 2 ° ,
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D. LACOMBE

On définirait de méme une condition QZ(E“ E', R, E.» 50, 8) qui ne peut

. . . (2™o)
etre satisfaite que si Card E < 2

de 1'8galité, Etcoo.

, et peut &tre satisfaite dans le cas

2,5- Le cardinal est- dit régulier si, pour toute famille (E.).
a IEEUIST 81, i’iel

d'ensembles, la condition
Card I < &< et (VieI) (Card E << )

a
Ine : U E. < .
entralne Card 1 Ha

iel
—, est régulier, Et HB+1 est régulier quel que soit l'ordinal B8 .
Pour Q ¢ 38(2)E, considérons la condition (1) suivante :

(1) I, v axy) = l:}y I,xQ(xy) ow  J v Ix Q(x.y)]

Pour que cette condition (1) soit satisfaite quels que soient E et Q,
il faut et 1l suffit que Ha soit régulier (ce n'est rien de plus que

la définition),

2,6= Soit R un ordre total sur E., Pour un sous-~ensemble M de E et une

application ¢ de E dans E, considérons les conditions suivantes :

(a) ¢ est constante sur M

(a') ¢ est constante sur M & partir d'un certain rang, c'est-d-dire :
Ju Jv Vx ([M(x) et R(u,x)] — ¢(x) = v>

(v) ¢ augmente indéfiniment sur M, c’est-d-dire :

vvau\/x<[n(x) et R(u,x)]—> R[v.¢(X)]>

Désignons par AR(M,¢) la condition [(a.) ou (b)] , et par Aé(M,cb)
la condition [(a') ou (b)] .

.
Pour une application ¢ de E°  dans E, désignons par AR(M,W) la
condition V't AI'R(M'wt)’ ol wt déasigne 1'application x > ¥(t,x)
de E dans E,

On démontre sens difficulté (pour la Proposition 2,4,0 on utilise une

construction par récurrence) :
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LOGIQUE DU PREMIER ORDRE

PROPOSITION 2,A.1- Si S, est régulier et si R est de genre o, alors,
pour tout sous-ensemble L non-borné (c'est-g-dire de cardinal &ﬂ‘a)
de E et toute application ¢ de E dans E, il existe un sous-ensemble

non-borné M de L satisfaisant & AR(M,¢).

PROPOSITION 2,A.0- Si R est isomorphe & l'ordre naturel sur N (cas a = 0),
alors, pour tout sous-ensemble L non-borné (c'est~d-dire infini) de E
et toute application ¢ de E2 dans E, 1l existe un sous-ensemble non-

~

borné M de L satisfaisant & A; (My9),

De ces Propositions on déduit respectivement et aisément, au moyen d'une

construction par récurrence,

‘PROPOSITION 2,B,1- Soient o et R comme dans la Proposition 2.A.1. Soit
¢ un emsemble dénombrable d'applications de E dans E., Il existe un ensemble
dénombraeble 6 totalement ordonné par inclusion de sous-ensembles non-

bornés de E tel qu'on ait
(Voeo) (IMed) Ay (U,9)

PROPOSITION 2,B,0- Comme la Proposition 2,B.1l., en faisant o = O, et en rem-
plagant & par ¥ et AR par Ag .

Soient ¢ et M comme dans la Proposition 2,B,1 [}esp. : 2.B.0] .
I1 existe un ultra-filtre incluant ‘JZ et incluant l'ensemble des
complémentaires de parties bornées, Si "presque partout" signifie "sur un
ensemble appartenant & cet ultra-filtre", on voit que, pour toute fonction
¢c ¢ [}espectivement ¢ pour toute fonction wt' avec Y e ¥ et
t e E] : ou bien ¢ est presque partout constante ; ou bien, pour chaque

constante, ¢ est presque partout supérieure & cette constante, C'est cette

propriété qui sera utilisée dans la démonstration des Lemmes fondamentaux du
8k,

REMARQUE - Dans le cas de la Proposition 2,B,0, l'ensemble de toutes les

wt est dénombrable, On pourrait donc se contenter d'utiliser la Proposition
2,B.1, Mais ce ne serait pas suffisant. En effet, pour nos démonstrations
futures, il y aura beaucoup de différence entre : d'une part une quantification

comme "Vt € E" qui sera "formalisable" dans la théorie (du premier ordre)
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considérée, et d'autre part une quantification coome " V¢ e ¢ " ou

nY v e ¥" qui ne sera pas formalisable dans ladite théorie (et restera
par conséquent du domaine de la "méta-théorie"), En particulier, une pro-
priété exprimable avec seulement des quantificateurs (ordinaires) sur E
peut rester vraie, non seulement pour les structures (E, o, R) ol (E, R)
est isomorphe & (N, <), mais aussi pour toutes les (E, o, R) qui satisfont
& certains axiomes du premier ordre : ce sera le cas de la Proposition 2,B,0O,
avec L et ¢ donnés, et M donné (ou tout au moins explicitement défini

a4 partir des données).

3. Définitions essentielles - Résultats généraux.

Soient ®, Ar, ?’/*, ff‘/ comme au §1,

~

. + ~
Ajoutons & notre langage formel un nouveau symbole \/ (& ranger dans

les "constantes logiques" avec 4 ,n,\ )

PUTS 7 .
En procédant comme pour la définition de S , avec adjonction d'une régle

~

de formation portant sur \7 (sembleble & celle portant sur \/), on définit

1'ensemble g,* des formules du premier ordre avec égalité et avec quantifi-

cateur supplémentaire construites sur (P, Ar) .

. . . PO &
La nction de variable libre se définit dans %* comme dans .f‘* (en
considérant \/ et \+/ comme "liants"), Nous désignerons par % 1'ensemble

des formules closes de g* .

est dénombrable, et canoniquement muni d'une certaine numérotation
(dépendant de Num lorsque (P est infini), Relativement & cette numérotation,

3‘7 est un sous-ensemble récursif de g .

Soit maintenant o un ordinal donné.

Soit (E,0) une (P, Ar)-structure, de cardinal > Ry
En "traduisant' le symbole \7 par 30 , on définit sans aucune difficulté
la notion de oa-réalisation d'un &lément de g* dans (E,. o), et en
particulier (dans le cas des formules closes) la propriété pour (E, o)

de a-vérifier un élément de g, .
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LOGIQUE DU PREMIER ORDRE

Procédant comme en 1,5, nous définissons le sens des expressions
suivantes (oi G e% et B C%) :
G est a-valide ;
(E, 0) est un a-moddle de £ ;

@ est a-consistant o

Nous désignerons par Qfa 1l'ensemble des é€léments a=-valides de 9, .
On a éviderment, quel que soit a ,UJ /U—a o

Contrairement & celle de g s la définition de /U—a fait (au moins &
premiére vue) intervenir o« . Les fU; correspondant aux différents o
sont des sous-ensembles du méme ensemble dénombrable g . Le probléme fondamen-

tal est de savoir comment 'U; dépend de a ,

REMARQUE. Dans ces définitions, la condition Card E > e, est imposée

pour que le quantificateur 30; ne risque pas de se trouver trivialisé

(de méme que, dans le calcul des prédicats ordinaire, on impose la conditon

E # ¢ pour ne pas trivialiser le quantificateur ] ). On peut, si on veut,

introduire la notion suivante : G est a-super-valide si, lorsqu'on traduit
\7 par 3“ , la condition qui correspond & G est satisfaite dans toute

(E, 0) avec E # @, Mais cette notion se raméne & celles de validité et de

a-validité : G est oa~super-valide si et seulement si G est a-valide et

G' wvalide, en désignant par G' 1'élément de f;’/ (formule sans quantificateur

cardinalisé) obtenue en remplagant {de proche en proche) dans G chaque

sous-formule de la forme \+/ v X par une formule indentiquement fausse de 71

[par exemple \/v‘—,xv v , qui se traduit par : J]x(x # x)] o

1303}- Nous avons déjd vu que le quantificateur j, ne peut pas se "qéfinir"
d 1l'aide des opérations logiques du premier ordre (opérations booléennes et
quantificateur 3 ) .

Inversement, le quantificateur ordinaire J ne peut pas se définir &
partir des opérations booléennes et de 30. Autrement dit, l'introduction du

+ . &
symbole \/ ne permet pas de supprimer le symbole \/o C'est une conséquence

(& peu prés immédiate) du résultats (facile) suivant :
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D. LACOMBE

PROPOSITION 3,A- Soit G un élément de ?, ol ne figure pas le symbole

\V . Soient (E,0) et (E;0'} deux structures de méme base E telles
que, pour chaque P e¢ P, la différence symétrique entre o(P) et . o'(P)
soif de cardinal <&\§a [lorsque Ar(P) = 0, on impose o(P) = a'(g_)] o

Alors G est a=vérifiée par (E,0) si et seulement si elle 1l'est par
(Ega'),

Remarquons d'autre part que le quantificateur "il existe strictement
plus de %\k“ " (ou, ce qui revient manifestement au méme, le quantificateur
e I3 ~ 99 20l ° -~ ° :

11 existe exactement «S—\xa ) ne peut pas se définir & partir de ]a N ]

et des opérations booléennes,

Supposens en effet qu'il existe une condition T'(E,P) formalisée par
+
un €lément de 9 (ot V est interprété par 3a ), telle qu'on ait,
quel que soit E de cardinal Na et quel que soit PC E :

Card P >Ha<=‘/ r(E,p)

D'aprés le Th. 3,1 ci-dessous, puisgue la condition T(E,P) est
satisfaite par wn (E,P) avec Card E ;“W\u » €lle est aussi satisfaite

par wn (E',P') avec Card E B8N ° Dol contradiction,

- La démonstration du Th, 1.IV ne s'étend pas : ’U’a n’est pas récur-
8 ivement énumérable quel que soit a .

Par contre, la démonstration de iz Prop, l.A ("élimination des quanti-
ficateurs”" dans le calcul des prédicats unaires) s’€tend sans difficulté :

si. Ar ne prend que des valeurs < 1, {U—a est récursif, Ce cas trivial

sers désormais supposé exclu.

De méme, le fait que Sf'/ est un sous~ensemble récursif de g, entraine
que, lorsque UJ n'est pas récursif (c*est-d-dire en dehors du cas trivial

gu'on vient dfexclure), alors (U”G n'est pas non plus récursif,

De plus, si on considére la méthode classique qui permet de "réduire" une
infinité dénombrable de prédicats (d'arites guelconques) & un seul prédicat
d'arité 2, on constate que cette méthode peut s’appliquer & n'importe quelle
généralisation du calcul des prédicats, et en particulier au cas des quan=-

tificeteurs cardinalisés.
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Pour ces raisons, nous supposerons toujours, dans ce qui suit, que @

contient tous les symboles de prédicats dont nous pourrons avoir besoin,

l3.6_-} Soit G0 1'élément de g qui formalise la négation de la condition

(0) énoncée en 2.3. On a évidemment :
sPROPOSITION 3,B.0,- Goe U & a=0 .,

Soit Gl 1'é1ément de % qui formalise la condition (1) énoncée

en 2,5, On a évidemment :

§PROPOSITION 3.B.1.~ G, € U & \&\% est régulier,

I1 existe donc au moins trois ’U; différents, correspondant res-

pectivement & : a = 0, o régulier non-nul , a non=-régulier,

Si 1'on s'autorise 3 employer l'hypothése du continu généralisée
(HCG), on semble actuellement en mesure de prouver qu'il n'existe que
quatre /Ua différents, correspondant aux cas suivants (sur le dernier

cas, cf, [3] ) :

1° a=0 ;

2° a successeur (c'est-d~dire de la forme B8 + 1)

3° o limite et & =~ régulier (donc inaccessible, avec HCE) ;
° .. .

4 a limite et .(»—‘xa non-régulier,

Sans HCG, la situation semble nettement plus compliquée (il n'est
méme pas &vident qu'on puisse trouver, pour le cardinal de 1l'ensemble

des différents fU"q s, un meilleur majorant que le trivial 2 °).

De toute fagon (méme sans HCG), la Prop., 3.,B.l montre que la corres~
pondance a= U o n'est pas monotone (relativement & l'ordre ordinal sur
les o , et & l'inclusion sur les u, ) .

8 2

Dans le 8L , nous nous bornerons & étudier les cas a =0 et a=1,
I1 semble d'ailleurs que les méthodes utilisées soient essentiellement

les mémes dans tous les cas,
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‘397} Le Théoréme 1,I, c'est-d-dire la "partie descendante" du théoréme de
LowEnheim-Skolem-Tarski, reste valable mutatis mutandis. On a en effet,
quel que soit BC% et quel que soit 1l'ordinal a

THEOREME 3.I- Si B est a-consistant, alors B possdde un oa-moddle
de cardinal Hu o

COROLLAIRE-~ Pour qu'une formule close (élément de % ) soit a-valide, il

faut et il suffit qu'elle soit o-vérifiée par toute structure de cardinal
s °

PREUVE- On opére en gros comme dans la démonstration classique du Th, 1.I,
Pour éliminer le quantificateur 1 , on introduit des foncticns ¢, (dites
"de Skolem")., Pour 30‘ , on prend un sous-ensemble fixe U de E tel que
Card U = Ha , et on associe & tout P 278 (p+l)E une application ¢ de
EI”'l dans E telle qu'on ait, \/xlga..,xp € E:

(Mu, u' € U) [u Fu = \p(u,xl,...»xp) # p(u', xl,.”,xp)]
aay P\(xl,aoapxp.y)@ (Vu € U) P [xlgeeaaxp, lb(u,xl,.n,xp)] .

Soit E' le plus petit sous-ensemble de E qui inclut U et qui est
stable vis~d-vis de toutes les ¢i et wj ainsi introduites (in prenant
successivement pour P la réalisation de chaque formule de (3, ) On
voit aisément qu'une formule de 3 qui est o-vérifige par (E,o0)
est aussi o-vérifiée par (E',0'), en désignant par o' la restriction de
o a E' (structure induite), Mais puisque les o; et wj sont en infinité

dénombrable, on a manifestement Card E' = S\—{“ s

Par contre, le Th, 1,II (partie "montante” du théoréme de LSwenheim-Skolem-
Tarski) ne se généralise pas : Si un sous-ensemble B ae g est a-con-
sistant, il ne possdde pas nécessairement pour autant un modéle de cardinal

Sﬁ-Y pour tout y 2 a .

On démontre toutefois :

250



LOGIQUE DU PREMIER ORDRE

PROPOSITION 3.C- Pour chaque o, il existe un B tel que :

(\/BC%) [(37 2 8) Mod (a, B,vy) &> (Vy 2 8) Mod (o, B .Y)]
oll Mod (a, B ,v) signifie : "il existe un a-modéle de ¥ ayant pour cardinal
"

Mais, si on désigne par h(a) le plus petit d'entre ces B (h est la

"fonction de HANF"), on a en général h(a) > a , On prouve en particulier,

gréce & l'astuce (due & ROBINSON) indiquée en 2,4 :

éPROPOSITION 3.D= h(0) 2w

|3.9} Nous dirons que l'ordinal o est compactifiant si le Th. 1,III s'étend,

c'est~d-dire si on a :

(V 8C9 ) [(VB' finic B) (B est a-consistant)] =) B _est
a-consista.nt>

La démonstration du Th. 1.III ne reste pas valasble, Certes, on peut
procéder comme pour le Calcul des prédicats ordinaires, et se ramener & des

conditions "prénexes" de la forme

XX \V/xi s e \V/

avec /\ sans quantificateurs, Mais la présence des quantificateurs V
: a

a xj 20 A(ooo. xi,coongncao)

emp8che de recourir & l'argument classique de compacité,

On doit donc examiner séparément le cas de chaque a

L'8tape essentielle, dans 1'étude des ,U—a s consiste & trouver un procédé
permettant d' "€liminer" le quentificateur 3(1 afin de se ramener & des
problémes concernant le calcul des prédicats ordinaires, Nous utiliserons pour

cela les ordres de genre « (cf, 2.2 ci-dessus ; sur une autre méthode,

ef, [1] et (5] ).

Soit R un symbole de prédicat n'appartenant pas & @, Posons
P' =@ v {R} . Et prolongeons Ar en Ar' , en posant Ar'(R) = 2, Soit
J'' 1'ensemble des formules closes du premier ordre ordinaire (sans quanti-

ficateur additionnel) construites sur (P', Ar'),
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~

Une (P', Ar')-structure peut &tre assimilée & un triplet (E,0,R),

ol (E,0) est une (P, Ar)-structure, et ol R c(ﬁ (2)2; .

Une structure (E,0,R) sera dite de genre a 8i R est un ordre de genre

a sur E,

A chaque élément G de g associons 1'é1ément G de (57' obtenu en
éliminant dans G (de proche en proche) le quantificateur v, gréce au
procédé qui est représent€ (sous forme sémantique) par la formule (IV) de

2.2, On voit immédiatement que cette correspondance G .-—,G+ est récursive,

+ +
Posons, pour chaque @C% , R = {G s Ge B}.
Du Th. 3.1 on tire immédiatement, dans le cas oll Ra est régulier, le

résultat suivant, qui reste valable dans le cas général & condition de compliquer

. + .
un peu la définition de 6?) (ef, 5.5 ci~-dessous) :

PROPOSITION 3,E- Pour que ® posaéde un a-modéle, il faut et il suffit que

+ -~ ~
@ poss€de un mode€le de genre a o

L, Etude des cas a =0 et a =1,

lk.l}- La complication de ’U'O

"beaucoup de choses" & 1l'aide de 30 » est due essentiellement & l'existence

s c'est-8-dire la possibilité 4'exprimer

de la condition QO indiquée en 2,5, autrement dit au fait qu'on peut,
avec 30 (et contrairement & ce qui se passe pour le calcul des prédicats
ordinaire : cf, Cor. du Th, 1,II), définir & un isomorphisme prés 1'ordre

naturel sur O,

Soit E quelconque, A € ,F(3)E, Me ]3(3)E, Xe 7’8(1)E

A pertir de f, on construit de fagon évidente une condition analogue

Q(!) telle que :

25 (E\AM) &> |:(E, A, M) est isomorphe & (N, +, x)]

en désignant par + et x les graphes de 1l'addition et de la multiplication

usuelles sur ®,

A chaque condition du premier ordre (ordinaire) o0 ( E, A, M, X) corres-
pondant & un élément F de F , associons la condition suivante, qui

correspond & un certain élément Gy de 9 H
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28 (E, A, M) => on (E, A, M, X).
Dire que Gp est O-valide &quivaut 4 dire que :
(VXcN) op(®, +, %, X).
Or l'ensemble des F qui possédent cette propriété est (quasiment par

définition) " Hi’-complet " (c'est-d-dire que, non seulement il n'est pas
récursivement énumérable, mais qu'on ne peut l'exprimer qu'avec au moins
une quantification universelle portant sut une variable décrivant q’BlN).

D'oll (relativement & la numérotation canonique de 3— ) s

0 1
C'est d'ailleurs exactement & 1l'échelon Hi que se situe ’?}—0 dans la
classification de KLEENE :

§THE’ORF‘ME 4,1,0- U, est Hl-completo

gpxoposmxon b= WUye ni .

En effet, du Th. 3.I il résulte que toute formule G de g, qui posséde
un O~-modéle, en posséde un de base N, Or, sur (N muni de + et x (et par
cemséquent de :), le quantificateur 30 se raméne & des quantificateurs
ordinaires [ par la formule (IV) de 2,2] ., On en déduit que la O-validité de

G équivaut a :
(Mo de base o) ¢ (W, o, +, x)

ol ¢ est une condition du premier ordre dépendant trés simplement de G,

Considérons les &léments de 9, (en fait, ils appartiennent tous & §
sauf le premier) qui formalisent respectivement les conditions suivantes, ol

P représente un élément de (E) :

non 30x P(x) , Card P > 1,,,., Card P > n,...

Cet ensemble de formules ne posséde aucun O-modéle, mais chacun de ses

sous-ensembles finis en posséde un. D'ol :

§THI'30R1\EMB' L.IT.0- O n'est pas compactifiant,
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De méme, en utilisant encore QO ou 9(’) s en prenant un sous=-ensemble
hyperarithmétique non arithmétique de O et en considérant les deux formules
équivalentes (1'une de type IIl , 1'autre de type Z]i ) qui définissent ce sous-
ensemble, on montre que U o he satisfait pas au "lemme d'interpolation" (méme

dans le cas trés particulier ol les deux formules extrémes sont &quivalentes).
L, k= Contrairement & ce que nous venons de voir pour a = 0 s On a les
résultats suivants pour a = 1 :

§THEOREME h,T.1~ ’Ui est récursivement énumérable.
STHEOREME 4,112~ 1 est compactifiant .

Ces deux théorémes se déduisent immédiatement de la Prop, U.E ci-dessous
(pour le Th. L4.I.1 on utilise en plus la récursivité de l'ensemble C-'l

Py + P
défini en 4.7 et de la correspondance G +— G définie en 3,10).

Du Th, 4.I.1 il résulte que (U'l

par un systéme de régles et d'axiomes ; un tel systéme est indiqué dans [2] .

, tout coome U~ , peut &tre défini

4,5~ Le comportement opposé de O et de 1 vis-d-vis des autres ordinaux est

marqué par les résultats suivants :
gTHEOREME 4,III,0- Vo, U,cl, -
gTHEOREME 4, IIT,1- Va tel que ¢, Soit régulier , ’D—lc: Uy -

Le Th. 4, III.i (i = 0,1) est une conséquence immédiate de la Prop. 3.E
et de la Prop. L4.B.i suivante, ol (I désigne un sous-ensemble quelconque
de 9}' (ef. 3.10) :

gPROPOSITION 4,B,0- Si (J admet un modéle de genre O, il admet un modéle de

genre o pour tout ordinal a .

PROPOSITION L4,B,1l- Si Q—{a est régulier et si (f admet un modéle de genre a ,
alors (I admet un modéle de genre 1.
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Tout se raméne donc maintenant & démontrer les Prop. 4.,B.0 et L4,B,1, et &

énoncer et démontrer la Prop. 4,E.

Partant de [(P' (cf, [3.10), on introduit (de fagon différente suivant que
a = 0 ou 1) une infinité dénombrable de symboles de prédicats supplémentaires,
ce qui donne Py et @) . Soit % ! (i = 0,1) 1'ensemble des formules
du premier ordre (sans quantificateur supplémentaire) construites sur ng .

1]
On définit un certain sous~ensemble récursif 6 i de gi .

Et on démontre, pour tout L < F '

consistant,

PROPOSITION 4.C.1- Si (3 est régulier et si Ol possdde un modéle de genre

3PROPOSITION L,C.0- Si (] possdde un moddle de genre O, alors (I U CO est
ga , alors (] ¢ C | st consistent.

PROPOSITION L,D,0~ Si JL v CO est consistant, alors (I possé&de un moddle

de genre a pour tout a > 0 ,

ngoposrrIon 4. D.1-Si Ly , est consistant; alors (I poss&de un moddle
de genre 1.

La Prop. 4.B.,i est une conséquence immédiate des Prop. Lo.C.i et
4.D.i,

D'autre part, des Prop. 3.E; 4.,C.l et L,D.1 on tire immédiatement,
pour tout Bcg (cf. aussi 15§1 ci-dessous):

éPROPOSITION 4.E, 3 est l-consistant = Btu Cl est consistant,
Pour achever les démonstrations, il reste & fournir la définition exacte

des Gi et la preuve des Prop. 4.C.i et L4.D.i . Nous ne pourrons en donner

qu'un schéma,

La méthode repose sur la formalisation des résultats indiqués en|2.6J.Les
fonctions ¢ ou ¢ de sont toutes celles qui peuvent s’obtenir par

superposition & partir des fonctions de Skolem (relatives aux formules de g' Yo
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Les symboles de prédicats supplémentaires (introduits pour obtenir &"8 et
@; ) correspondent aux éléments de M . les formules de (:l [ resp, (70 Ji

formalisent les conditions Ag (M,9) [resp. A; (M, y) ] .

La preuve des Prop. U4.C.i est aisée. Pour la Prop., 4,D.i , le point

essentiel est constitué par le Lemme 1 suivant :

Soient (E,o0,R) et (E',0',R') deux structures telles que R (resp., R')
soit un ordre total sur E (resp. E'), Nous dirons que (E',¢',R')

est un allongement équipotent de (E,0,R) si on a :

ECE' ; E#E ; CardE=Card E'
(o4R) est la restriction de (o',R') & E ;

tout élément de E'-E est supérieur (relativement & R') & tout

élément de E.

;LEMME 0- Tout moddle de (X v C;O posséde un allongement équipotent qui
est encore un modéle de UL v CZO ,
?LEMME 1l- Tout modéle dénombrable de Clc;(:l posséde un allongement équipotent
qui est encore un moddle de (J u 671 .

La preuve de ces Lemmes s'obtient par une technique 4' "ultra-puissance
restreinte ". L'ensemble E' est obtenu (avec o' et R') comme le
quotient, modulo 1'égalité presque partout (relativement & l'ultra-filtre
considéré en 2.6) de l'ensemble constitué par toutes les fonctions ¢

ou wt introduites comme indiqué ci-dessus.

La Prop. 4.D.i se tire aisément du Lemme i, en partent d'un modéle
dénombrable (qui existe toujours d'aprés le Th, 1.I) et en répétant

transfiniment 1'opération d'allongement équipotent.

5. Remarques finales (4 lire de préférence au début ),

5,1- Pour (P (dénombrable) et Ar quelconques (cf., 1.1), il n'existe en
général aucune bijection Num de N sur [P telle que AroNum soit récursive,

Pour qu'il existe une telle Num, il faut et il suffit que le sous-ensemble
-1
{(a,p) | n < ocera (ar™ {2}))

2 . .
de M soit récursivement énumérable.
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o

Dire que 30‘ (avec o donné) n'est pas "définissable" & partir de 1
et des opérations booléennes, cela signifie qu’il n’existe aucune condition
du premier ordre © (E,P) telle qu'on ait, VE , VPCE :
0 (E,P) & {xPlx).

Par contre, pour certains E0 munis d'une structure % particuliére,
il peut parfois exister une condition du premier ordre GO (Eo, O P)
telle qu'on ait, Y Pc E, 3

0o (Egs 99 P) <= 3 x P(x).

C'est le cas par exemple pour o = 0, Eo =N, 9 = la structure d'ordre
naturel sur (N : le condition 90 est alors donnée par la formule (IV)

de @0

1503} En plus des quantificateurs ordinaires, des quantificateurs cardi-
nalisés, et des suites finies de tels quantificateurs,on peut définir

des "quantificateurs généralisés" d'espdces trés variées (cf. [6) ),
Un exemple amusant (cf, [7] ) est fourni par l'abréviation <;,:>
qui signifiera par définition :

" quels que soient x et y, il existe un u dépendant seulement de x,

et un v dépendant seulement de y, tels que ,.. " .
x
J

expressions telles que
Yx Yy Ju 3Iv Rx, Yy up V)
Vx Ju ¥y Jvrix, y, u, v)

Autrement dit, si les varisbles x, y, u, v décrivent E, l'expression

u
> R (x,y,u,v) équivaut par définition & :

(F¢,0 ¢ ") Vx v R [xgyg ¢(x), w(y)} .

Cette expression doit donc €tre soigneusement distinguée d'autres

v

qui sont respectivement &quivalentes a
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2
(Fes ¢ 550 ) Ve Vi B [x,7,600) 00x,3)

2 ~
(0 ¢ 2% (30 ¢ %) )Vx Wy R [xy,000),40x,7]

Malgré son apparence anodine, ce signe ne peut pas se définir

000|000

4 partir des quantificateurs ardinaires (par contre, les quantificateurs

oaolooo

ordinaires se définissent aisément & partir de <°'° oo en utilisant

oeclooo
des conditions oll ne figure qu'une des quatre variables 'x,y,u,v). En effet,
30 peut se définir & partir de <°'°’ "°°> et des opérations booléennes,

cec|looo

Pour le voir, il suffit de remarquer que la condition
x|u _ = -
dz |[P(z) et <y\v> [x = y&u = v] et [P(x).) (P(u) et u# z)]

équivaut & l'existence d'une application injective de P dans un sousmensemble
strict de P, c'est-a-dire & 10 x P(x) .
La réciproque n'est pas vraie : le signe <°°° '°°°> ne peut pas
000 |00

€tre défini & partir de 30, de J et des opérations booléennes, En effet,

du fait que la condition

Gl > o0 o 2]

équivaut &
36 ¥x Vy R[xw,600), ¢0y)

on déduit, gréce & quelques manipulations classiques (permettant de ramener 3

la forme ci-dessus tous les cas ol ¢ intervient de fagon "arithmétique"), que,

000 JjoooO

dans (W, +, x ), le signe >peut remplacer un quantificateur fonc-

occo

tionnel [ce que ne permet pas 30 puisque, dans ((N, +y X ), 30 est

cco

exprimable dans le premier ordre] .

2

5.4 I1 existe de multiples fagons d' "élargir" le calcul des prédicats du

premier ordre tout en conservant un point de vue "claesigue". Citons :

(a) 1'introduction de nouvelles espéces de variables (par exemple fonc=-
tions, fonctions de fonctions, etc...), ce qui donne un calcul "d'ordre

supérieur" ;
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(b) 1l'introduction de nouveaux quantificateurs ;

(¢) 1'introduction de formules "infiniment longues" (suivant des

modalités qui peuvent différer suivant les sys"témes) H

(d) 1a restriction de la classe de tous les modéles & telle ou telle
sous-classe jugée spécialement intéressante (par exemple ;: les modéles
de genre a que nous venons d'étudier, les w-modéles au sens de KREISEL, etd...).

Comme nous l'avons vu, il existe des rapports entre (b) et (a), ainsi

qu'entre (b) et (d). Il en existe aussi entre (b) et (c).

La formule (IV) de 2.2, qui permet d'éliminer _:’ ol n'est valable que lorsque

&, est régulier, Dans le cas général, on utilise le fait suivant :

Soit R un ordre de genre a sur E, On peut associer & tout P E une

application injective ¢p de P dans E de fagon d avoir (VPCE) :

(1) OP(P) = E ou QP(P) borné relativement a R .

Si cette condition (1) est satistaite, on a

(2) 3ax P(x) o) ’P(P) =E .

S

La méthode consiste donc : & introduire de proche en proche ( comme pour les
fonctions de Skolem ) des fonctions supplémentaires ¢p ( avec paramétres ), & éliminer

Ba en utilisant (2), et & ajouter (1) comme axiomes supplémentaires, Tout modile

de genre a de l'ensemble ( sous-ensemble de (F) ainsi obtenu fournira un a-modéle de

1l'ensemble initial (sous-ensemble de 8. ), et inversement,
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