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Séminaire BOURBAKI
19e Année, 1966/67 Juin 1967

CLASSIFICATION DES ALGEBRES DE LIE FILTREES

par Michel DEMAZURE

Les algsbres de Lie filtrées interviennent naturellement en géométrie diffé-
rentielle, dans 1l'étude des pseudogroupes et des Gestructures, voir par exemple [8].

Domnons deux exemples typiques :

Exemple 1 (Cas fini), Soit X une variété analytique complexe, et soit G un grou-
pe de Lie complexe opérant effectivement sur X , Soit x, € X ; notons Go le

groupe d'isotropie de X, et pour chaque i 2 O notons Gi le souse—groupe de

G formé des éléments induisant une transformation de X tangente a& 1'identiw

(o]

té & 1l'ordre 1 en X, e Notons G = G, » et soit 8; 1'algébre de Lie de G; o
Alors les G, forment une filtration de 1% 8o Si G opére transitivement sur

X g_l/go s'identifie & 1'espace tangent & X en X o

Exemple 2 (Cas infini). Soit de méme X une variété analytique complexe connexe,

et soit X, uw point de X , Soit g une algdbre de Lie de champs de vecteurs ho=
lomorpnes sur X (par exemple 1°algdbre de Lie de tous les champs de vecteurs holo-
morphes) ; si Ox est 1l'anneau local de X, s On & un homomorphisme injectif cano-

nique f 3 g —> ger(ox ) de g dans 1'algdbre de Lie des dérivations de la C-al=-
gébre O . Soit m ol'idéal maximal de O  , et soit Deri(Ox ) 1'ensemble des
dérivatiogs de O :ui envoient m  dans :i+l s 1 2 =1, Alogs les
= f’l(neri(ox ;3 forment. une fil€;ation de 2;1 = g , qui est séparée

o

&
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M. DEMAZURE

Remarquons d'autre part que Der l/Dero s’identifie canoniquement & l'espace
tangent & X en X, 3 on dit que g est transitive si l'injection canonique
g_l/go-——> Der_l/Dero est bijective,
1, Définitions,

Soit k un corps. On appelle algébre de Lie filtrée sur k un espace vectoriel

L muni d'une filtration décroissante (L ) » L DL .. ,et d'une structure d'al-
n’'neZ n n+l

gébre de Lie vérifiant les conditions suivantes :

(ALF 1) QLn =0 ,
(ALF 2) [Lp,Lq] Cly, -
(ALF 3) L, =L ,
(ALF L)  dim Li/Li+l <o,

On dit que L est transitive si on a en outre la propriété suivante

(ALF T) Pour tout p 20 et tout x e LP y X ¢ L
que [¥,x] ¢ Lp .

o+l ? il existe y ¢ L tel

Par exemple, une algébre de Lie L de dérivations d’une k-algdbre locale
de corps résiduel k est munie naturellement dfune filtration vérifiant (ALF i),
i=1,2,3,4, (voir exemple 2) ; si la condition donnée & la fin de l'exemple 2 est
vérifiée, et si k est de caractéristique O , alors L est transitive.
Remarquons d'ailleurs que la condition (ALF T) entraine que les Lp s P>0,

sont déterminés par L° , car on a alors

Lp={xeLp_l ; [x,L]CLp_l}.pzl .

Réciproquement, si on se donne une algébre de Lie L et une sous-algdbre Lo

de L, et si on défrinit des sous-espaces LP de L par la relation précédente
pour p >0 , et par L =L pour p <O , on obtient une filtration de L vé=-
rifiant (ALF 2) et (ALF 3) , De plus, comme on le voit aussitdt, (ALF 1) et
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CLASSIFICATION DES ALGEBRES DE LIE FILTREES

(ALF 4) deviennent alors équivalents respectivement &

(ALF 1') Tout idéal de L contenu dans Lo est nul.

(ALF k%)  Qim L/L <=
Pour se donner une algébre de Lie filtrée transitive L , il suffit donc de
se donner une algébre de Lie L , et une sous-algdbre Lo avec les deux condi-
tions (ALF 1') et (ALF L') ,

On dit que l'algébre de Lie filtrée transitive L est irréductible si L # O
et 8l la représentation naturelle de l'algdbre de Lie ‘Lo/LI dans l'espace vecto=

riel L_l/Lo est irréductible, Dans le cas de l'exemple 1 , ol on suppose de plus

.que G opére transitivement dans X , cela revient & dire que la représentation

du groupe d'isotropie d'un point dans lespace tangent en ce point est irréductible.

On dit que 1'algébre de Lie filtrée transitive L est primitive si Lo est
une sous~algébre maximale de L , Dans le cas de 1'exemple 1 , oll on suppose que
G op@re transitivement sur X , cela est vérifié lorsque X est un espace homogé-
ne primitif de G , c’est-d-dire lorsque les groupes d'isotropie sont des sous-groue-
pes maximaux de G , ce qui revient aussi & dire que X ne possdde pas d'espaces
homogénes quotients non triviaux, Dans le cas de 1l'exemple 2 , on peut donner une
interprétation du méme genre 3 1'aide de feuilletages (voir la littérature).

Il est &vident qu'une algdbre irréductible est primitive.

2, Clsssification (1° Dimension finie), [3] [6].

Nous nous proposons dans ce n® de donner la classification des .algdbres de Lie
filtrées primitives (resp, irréductibles) sur le corps ¢ des nombres complexes.
Le cas du corps R est analogue mais un peu plus compliqué (voir [6] Yo
Il faut d'abord éliminer un cas trivial, celui ol Ll =0 , Cela fait, on a le
théoréme suivant :

Théorsme 1 ([6]).a) Soit L une algdbre de Lie filtrée primitive sur C , telle

que L, #0 et que dim L < = , Alors :
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M. DEMAZURE

1) L est une algdbre de Lie simple,

2) Lo €8t _une sous-algSbre paraboligue maximale de L ,

3) L, =0, et par conséquent L, est commutatif,

b) Réciproguement, soit I une algébre,dewLie.si@ple complexe,

et s0it LO une_sous-algébre parabolique maximale de L ., Alars

Ll={x€L° . [x,L]CLO}aéo .

et L= L_1:> Lo:> LliD L, =0 est une algébre de Lie filtrée primitive,

Démonstration de a), Montrons d'abord que L est simple, Si J est un idéal non
milde L,ona J+L =L, car J+LO¢LO d'aprds (ALF 1') et J+ 1L

est une sous-algébre de L ; on en conclut que [J,Ll} # 0, car [J.Ll] =0

entralnerait [L,Ll] = [Lo,Ll}ti Ll , done Ll =0 par (ALF 1') ; mais

[,1)] € [7,0] N [L,Ll] CJINL ,domec JNL #0 5 J' est un autre idéal

non nul de L , on a nécessairement [ﬁng # 0 ; sinon, on aurait

Loni) =[o +3',0NL]CcIn[L,L]cINL et JNL_  serait un iaéal
) o 0o o o

non nul de L , contredisant (ALF 1) , On & donc montré que si J et J' sont
deux idéaux non nuls de L , on a [JaJﬂ # 0, ce qui entraine que L est simple
(car cela entraine d'abord que tout idéal commutatif de L est nul, donc que L
est semi~simple, puisque L n'a qu'un seul composant simple),

Montrons ensuite que L2 =0, 0na [L[Le, Lpn - Lp+l , donc ad(x) ad(y) est

nilpotent pour x ¢eL , y € L2 « Cela en@raine que L2 est orthogonal & L pour
la forme de Killing, donc nul, Enfin, comme L2 =0, Ll est un idéal commutatif
de L° , et Lo n'est pas semi-simple, D'aprés le théoréme de Morozov ([9])9 une

sous-algébre maximale non semi-simple d'une algdbre semi-simple est une sous-algé-

bre parsbolique maximale, ce qui achdve la démonstration de a)

Avant de démontrer b) ; rappelons la construction des sous-alg@bres paraboli-

ques maximales, Soit L une algébre de Lie simple complexe ; choisissons une sous-
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CILASSIFICATION DES ALGEBRES DE LIE FILTREES

algébre de Cartan H de L , soit R 1l'ensemble des racines de L relativement

& H et soit S un systéme de racines simples, Ona L =H® z L¥ , Soit sesS H
reR

pour chaque r € R , notons a(r) 1le coefficient de s dans la décomposition de

r sur S , Alors

L =H+ | LF

° a(r)2p
est une sous-algébre parabolique maximale de L , et toute sous-algébre parabolique
maeximale de L peut s'obtenir de la manidre précédente pour un choix convenable

de H,S et s ,

Démontrons maintenant b) . D'aprés a) 3), la seule chose 3 démontrer est

L #0 ; or si r ~est la plus grande racine de R pour .l'ordre défini par S ,

r
on a {L m,L] - Lo ; eneffet, si r € R et si r + ro €R , alors T+r est

r+r
positive, done L "C L° .

En vertu des théorémes de classification des algdbres de Lie simples et de
conjugaison des sous-alglbres paraboliques, on déduit de ce qui précéde que le

couple (L,Lo) est donné & isomorphisme prés par le couple (S,s) , ol S est
muni de se structure naturelle de diagramme de Dynkin. On en conclut :

Corollaire., Les classes d'isomorphisme d"algébres de Lie filtrées primitives sur

€ telles gue Lp #0 et que dim L <« correspondent bijectivement aux couples
(s,so) o8 S est un diagramme de Dynkin (S = An,Bn,Cn,Dn,EG,E.T,EB,Fh ou Gz)
et ol So est_une orbite du groupe des automorphismes de S ,

Notons LS g une algébre de Lie filtrée (définie & isomorphisme prés) cor=
1]
o

respondant au couple (S,So)o La classification des algébres irréductibles est

alors donnée par le théoréme suivant :
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Théoréme 2. [6]» Pour que L soit irréductible, il faut et il suffit que

5,5,

dans la plus grande racine du syst@me de racines correspondant & S , les éléments

de S° (ou 1'un d'eux, ce qui revient au méme) interviennent avec le coefficient 1.

En effet, reprenant la description explicite donnée précédemment , L/Lo

s'identifie & I LY, et on vérifie sans difficultés que L¥ est

a(r)<o a(r§=-l
un sous=espace stable sous L° minimal, On conclut alors en remarquant que la

valeur minimum de a(r) est a(-rm) ol r st la plus grande racine,

3. Algsbres de Lie gradufes transitives de dimension infinie,

Si L est une algébre de Lie filtrée, on définit 1'algdbre de Lie graduée

assocée par G = ) G; y 00 G, = Li/Li+1 + Les axiomes (ALF i) , i = 1,2,3,4,
deviennent

(ALG 2) [Gi,Gj] S

(ALG 3) Gn =0 pour n = =2,=3,cc,

(ALG 4) Qim G, <=,

De méme l'axiome (ALF T) devient

(ALGT) S8i x ¢ Gp »y D20, et si [G_l,x] =0 , alors x =0,

Un espace vectoriel muni d'une graduation et d’une structure d'algdbre de Lie

satisfaisant aux axiomes (ALG i) , i =2,3,4 est appelé une algdbre de Lie gra-

duée ; elle est dite transitive si (ALG T) est vérifié,

Soit G = X Gi une algébre de Lie graduée, posons V = G-l » On définit

une application linéaire

£+ 6,—> Hom(s'tv,v)

en posant fi(x)(vi’v2'°'vi+l) = [,..[.x,vi],vd sees V.

1+1] pour Vv, € v,

208



CLASSIFICATION DES ALGEBRES DE LIE FILTREES

x € G 3 il est clair que G est transitive si et seulement si fi est injective
pour chaque i , D'autre part posons f (Go) = H ) © 'est une sous-algébre de Lie de
End(V) , Pour chaque i > 0 , soit P(H)i Hom(s* Ly ,V) défini par

pour tout u € sly , 1'application x » f(ux)

f e P(H). o
appartient & H o

Posons P(H) A il est clair que £, envoie G, dans P(H)i pour chaque 1 .

On dit que H est de type infini si.l'ensemble des i tels que P(H)i ¥ 0
est infini. La discussion précédente montre alors que si G = ] G, est une algébre
de Lie gruduée transitive de dimension infinie, alors G C End(G I) est de type

infini, En fait, P(Go) est une algdbre gradufe transitive qui contient G , c'est

méme 1a plus grande qui possdde cette propriété et qui colncide avec G en degrés

=1l et O ,

La détermination des algébres transitives de dimension infinie commence donc
par la détermination des algdbres de Lie (ordinaires) de type infini. Or on a le
lemme

Lemme 1 (Eﬂ ) Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur g »Pour que
H C End{V) soit de type infini, il faut et il suffit qu'il contienne un endomor=-

phisme de rang un »

Que la condition soit suffisante est trivial, C'est malheureusement la réci-
proque qui nous intéresse ici ; voir la démonstration dans [1] . On en conclut

aussitdt

Proposition 1 . Soit L une algébre de Lie filtrée transitive de dimension infi-

nie. Alors LO/Ll considérée comme algébre de Lie d'endomorphismes de L l,Lo

contient un endomorphisme de rang un,

4, Classification (2° Algdbres irréductibles infinies) [2].[Y4]

Proposition 2. Et soit K une sous~algébre de Lie de gl(V) = End(V) contenant
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un_endomorphisme de rang un et telle que la représentation H——End(V) soit ir-

réductible, Alors H est soit gl(V) , soit s1(V) , soit sp(V) (pour une forme

alternée convenable), soit csp(V) (i.e. sp(V) + C ) , pour une forme alternée

convenable),

La représentation H-——>End(V) étant irréductible, H est réductive et son
centre est soit nul, soit réduit aux homoth&ties, Il existe par hypothdse des &é-
léments non nuls § ¢ V= Hom(v,g) tels qu'il existe he H et veV , v#0
avec h(x) = E(x) v pour xe V, Comme V est irréductible sous H , donc
aussi V¥, on en déduit sans difficultés que ces éléments engendrent V>, Choi-
sissons une sous~algébre de Cartan de la partie semi-simple de H , et un systime
de racines positives et soit A (resp, u ) le plus haut poids de V (resp. V* ).
Alors A + y est le plus haut poids de V® V , Identifions H & un sous~espace
stable de V*®V ; d'aprés ce qui précéde, il existe un élédment non nul £ ® v
de H tel que la composante Eu de & soit # 0 ; faisant agir des éléments
radiciels de H , on en conclut facilement que XA + M est un poids de H , donc
nécessairement la plus grande racine T de H . Or la classification montre que
L est toujours un poids fondamental, sauf dans les cas An et Cn ol c'est la
somme de deux poids fondamentaux, ces poids correspondant aux représentations &=

videntes et & leurs contragrédientes, Cela entraine aussitdt le résultat,

D'autre part, on détermine sans peine (voir (4] ) 1es algébres de Lie graduées
transitives telles que Go C End(G 1) soit de 1'un des quatre types précédents ;

on obtient en particuliercing types d'algdbres infinies :
V®gl(v) @ p(g1(V)), ®r(gl(V)), ®...
vV ®glv) @P(sl(v))l ® P(sl(v))2 @ soo

V®sLV)® P(sl(V))l ® P(sl(V))2 @ .o
V®sp(v)® P(sp(v))l ® P(sp(V))2 @ s

P(gr(v))

P(s1(V)) + scalaires .,

P(s1(V)) .
P(sp(V)) .

V @esp(V) @ P(Sp(V))1<:>P(Bp(V))2 ® voo = Plesp(V)) = P(sp(V)) + scalaires .

Il ne reste plus qu'd passer des algébres graduées aux algébres filtrées, Cela

se fait par une technique de variations de structures trop longue pour &tre expo=
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CLASSIFICATION DES ALGEBRES DE LIE FILTREES

sée ici (voir [5],[7] i dans ce dernier article, un certain nombre de résultats

sont erronés), On obtient ainsi :

Théoréme 3, Soit L wune algdbre de Lie filtrée transitive irréductible de dimen-

sion infinie, compldte pour la topologie définie par la filtration, Alors 1'algé-

bre graduée associée gr(L) est de 1'un des cing types précédents, et L est

isomorphe & l'algdbre filtrée complétée de 1'algdbre gr(L) munie de la filtration

évidente (donc s'obtient en remplagant les @® par des x dans les expressions

ci~dessus),

5. Classification (3° Algébres primitives infinies)
On trouvera dans [2] une description des algébres infinies primitives non

irréductibles., La démonstration est malheureusement faite dans le cadre des pseudo=-
groupes et utilise des résultats sur les systémes différentiels. Une grande partie
de cette démonstration se transcrit sans difficultés dans le cadre algébrique pré-
senté ici, mais il me manque encore un pas essentiel, l'existence de suffisamment
d'éléments de rang un dans l'algébre Lo/Ll (voir LQ] , corollary to lemma 2 ),

6. Classification (L4° Algdbres infinies),

Si G est un groupe de Lie complexe, d'algébre de Lie L , la donnée d'une
filtration transitive sur L revient & peu prés 4 la donnée d'une opération lo=
calement transitive de G sur une variété V . On doit donc considérer que l'objet
originel est 1'algébre de Lie non filtrée et que la donnée d'une filtration revient

& celle d'une certaine représentation géométrique de cette algdbre de Lie.

En dimension infinie, la situation est plus compliquée, car l'objet global
correspondant & une algdbre de Lie filtrée est un pseudogroupe d'automorphismes
d'une variété,et qu'il n'est pas possible de définir abstraitement un pseudogrou-
pe, indépendamment de la variété sur laquelle il opére. C'est 1& le "probléme
d'équivalence" de Cartan : quand doit-on considérer que deux pseudogroupes sont
des représentations du méme "pseudogroupe abstrait" ? Dans le cas des algebres
de Lie filtrées, la réponse est simple : deux algébres de Lie filtrées sont équi-

valentes s5i elles sont isomorphes comme algdbres de Lie topologiques (Remarquons
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en passant que dans le cas de dimension finie, la topologie est discréte). Il s'agit
donc de classifier les algdbres de Lie topologiques L dont 1la topologie peut &tre
définie par une filtration transitive,

On dit qu'une telle algdbre de Lie est simple si elle ne posséde pas d'idéal
commutatif fermé non nul. Si L est une algdbre de Lie simple, et si L° est une
sous-algébre ouverte distincte de L et maximale, alors la filtration (I ) dé-
finie par Lo est séparée (car l'intersection des Lp est un idéal fermé de L )
et définit la topologie initiale (comme on le voit facilement & 1'aide d'un lemme
du type Artin-Rees). On en conclut qu'une algdbre de Lie simple est équivalente &
une algébre de Lie primitive, Les résultats donnés précédemment permettent donc

en principe, d'établir la classification des algébres de Lie simples,

~

Enfin, il reste & étudier les algdbres de Lie "résolubles", "nilpotentes",

etc... Des travaux sont actuellement en cours sur cette question,

T. Remarques historiques,

La plupart des questions effleurées ici ont été introduites et étudiées par
Elie Cartan, Celui-ci a donné la classification des algdbres de Lie finies irréduc-
tibles réelles (en en oubliant 2 ), et celle des algdbres de Lie infinies irréduc-
tibles complexes (par un épuisant calcul cas par cas, dont il ne donne pas les dé-
tails, et dont certains pas semblent abusifs), Il a également donné une classifi-
cation des algdbres de Lie primitives finies, qui est différente de celle donnée

ici, et qui se base sur un théoréme faux (voir [6]).

Les démonstrations correctes des résultats donnés ici sont récentes (voir la
bibliographie), et on peut raiscnnablement espérer que d'ici quelques années, les

n° 5 et 6 de cet exposé pourront &tre remplacés par des énoncés en forme,
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