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Séminaire BOURBAKI

19¢ année, 1966/67, n° 321 Février 1967

INTRODUCTION A IA THEORIE DE LANGLANDS

par Roger GODEMENT

On se propose d'exposer ici une partie d'un mémoire de R.P.langlands 10 resté
jusqu'a présent & 1'état de preprint non publié, et qui date de 1965 environ. Il s'agit
d'une extension des résultats de Selberg (2 13 14 15 ) & ce qui, dans les groupes
Lie semi-simples réels généraux, semble jouer le r8le des groupes fuchsiens de premidre
espéce dans SL(2). langlands donne de ces groupes discrets une définition qui exige
l'existence d'un domaine fondamental du type rencontré récemment dans la théorie de la
réduction pour les groupes discrets arithmétiques; nous nous bornmerons, ici, a des
groupes arithmétiques, les extensions au cas général étant (presque) toujours évidentes.
Le probléeme résolu par langlands est de décomposer en somme continue de représentations
irréductibles la représentation unitaire évidente du groupe semi-simple réel G consi-
déré dans 1'espace de Hilbert LZ(G/ M), si [7 désigne le groupe discret donné dans G.
la théorie comporte essentiellement trois parties (a) construction de "séries d'Eisens-
tein" associées aux diverses classes de sous-groupes paraboliques compatibles avec {”
(b) prolongement analytique de ces séries (elles dépendent de variables complexes, et
ne convergent que dans des demi-espaces qui, malheureusement, ne rencontrent pas le
spectre), enfin, (c) utilisation des séries prolongées pour obtenir la décomposition
spectrale de LZ(G/ 7).

I1 serait naturellement séduisant de donner ici une vue d'ensemble du travail de
langlands. Mais il s’agit d'un papier de 250 pages environ, d'une lecture relativement
difficile, et bourré de résultats & en éclater. A défaut de pouvoir tout exposer en
une heure et trente minutes, et comme la littérature consacrée & ce sujet brille par
1'abondance des énoncés profonds, et par la rareté des démonstrations, il nous a paru
que le public, ayant soif de comprendre, préférerait trouver ici pem d'énoncés, et

‘beaucoup de démonstrations. (Notons en passant, pour éviter toute confusion, que 1l'ar-
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R. GODEMENT

ticle de langlands comporte des démonstrations compldtes et détaillées, encore qu'un
peu trop concentrées). Nous nous limiterons donc ici & des préliminaires permettant

aux personnes intéressées d'aborder la lecture de l'exposé 11 de Ianglands.

Enfin, et pour simplifier les calculs, on se placera au point de vue addlique.
Autrement dit, on désigne maintenant par G un groupe linédaire algébrique défini sur
Q, par G, le groupe (localement compact) des points addliques de G, et par GQ le
sous-groupe discret des points rationnels; le but final de la théorie est la décompo~
sition spectrale de la représentation unitaire évidente de GA dans LZ(GA/GQ). On sup-
posera que le groupe G est réductif, qu'il ne possdde aucun caractire rationnel non
trivial défini sur Q, et qu'il y a dans GQ des éléments unipotents non triviaux : le
quotient G /G est alors de volume fini, mais non compact, et on doit appliquer la
théorie de la réductlon dfle & Borel et Harish-Chandra, et exposée, dans le cadre adé-
lique, dans 5 . On utilisera systématiquement les notations et résultats de 5 ,
ainsi que de l'article 1 de Borel et Tits. Comme on a besoin de considérer non seule-
ment les sous-groupes paraboliques de G, mais aussi les sous-groupes unipotents qu'on
obtient en formant les radicaux unipotents des précédents, nous qualifierons ces sous-
groupes unipotents d’horicycles de G; la correspondance avec la terminologie de Gelfand

dans 4 est évidente, sans parler de Poincaré.
1 - Calculs formels.

Soient U un horicycle et F son normalisateur, de sorte que P U est un sous-groupe

QA

fermé unimodulaire de (}A . Considérons la représentation unitaire de GA induite (au

sens de Mackey) par la représentation unité de P : elle s'effectue par les transla-

Q A
tions & gauche dans 1'espace de Hilbert L (G /P Uy ) des fonctions sur G, vérifiant

(1.1) q(gmu):q(g) pour g € G, , rtGPQetueUA ,

et qui sont de carré mtegrable modulo PQU . On aimerait bien pouvoir immerger cette
représentation induite dans L (G /G ) ; il suffit pour cels de rendre invariante par

Gq chaque solution de (1.1), i.e. de lui associer la fonction

(1.2) G(e(g) =) ?(gx) ;
%%

on est en droit d'espérer que la série converge, et que sa somme est de carré intégra-

ble; c'est vrai (n° 4) mais pas du tout évident pour les fonctions ¢ intéressantes.
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2 2 . .
Désire~t-on, en sens inverse, projeter L (GA/GQ) dans L (GA/PQUA)’ il suffit d'at-

tacher, a chaque fonction 4) invariante par GQ , la fonction

(1.3) ) / $(gu)du ,
U/U

évidemment invariante par Py s et d'espérer que le résultat est dans L (G /P AN Deue

Il y a, entre les deux opérations que 1l'on vient de décrire, une relation évidente

2
obtenue en calculant le produit scalaire, dans L (G /G ), de (1.2) et de 4’ :

(1.4) <4 9= [ dleRlelte = [ a Z¢(gy)“£§5 [ ateigene
G /c G /c Q/PQ A/ o

et comme q) est mvanante par UA on trouve finalement

(1.5) IR =f ¢ e)gleee =<7,

G /P U,
ol le second produit scalaire est calcule dans L (G / UA) ~ & supposer que l'on se
trouve dans cet espace : c'est peu vraisemblable si <1> =1, On est donc obligé d'impo-~
ser des conditions restrictives soit & ¢ , soit & ¢ - mais alors 1'espoir de défi-

T
nir des applications ¢ 86, et ¢ d:L continues pour les structures L2 s'éva-

?
nouit momentanément. C'est ce qui explique les 250 pages de langlands.

Poursuivons néammoins ces calculs formels - ils donnent des idées, ce oui, sans
8tre suffisant, est de toute fagon indispensable. Si l'on désire reconstruire L (G /G )
3 partir des L (G /PQU ), il faut évidemment, d'aprés (1.5), isoler tout d'abord dans
L (G /G ) le sous—espace L (G /G ) formé des fonctions ¢ telles que ¢U = 0 pour tout
horlcycle Ude 6 (il sufflt du reste de le vérifier modulo conjugaison par un élément
de GQ » i.e. pour les U, en nombre fini, qui sont contenus dans un horicycle maximal).
Une telle fonction (mfme si elle n'est pas LZ) sera dite parabolique. Plus généralement
une fonction ¢ verlflant (1, 1) pour un groupe varabolique donné P sera dite parabolicue
le long de P si q> {aéfinition évidente) est nulle pour tout horicycle V C P et con-
tenant strictement U - autrement dit si, pour tout g, la fonction p p—y ?(gp), consi-
dérée sur P /U , est parabolique. Nous noterons L (G /PQUA) le sous-espace des fonc-
tions parabollques le long de P dans L (G /P U ). Dans tous ces esvaces, on a des repré

sentations unitaires de GA , & l'aide des translations a4 gauche.

Si 1l'on admet, en premiére approximation, que LZ(GA/GQ) est somme directe de
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Li( GA/GQ) et de sous—-espaces engendrés par les © ¢ pour les diverses classes de sous-
groupes paraboliques P de G, on aura évidemment - en considérant P/U, qui est réductif
comme G - un résultat analogue pour L (G /P ) ) : celui-—ci, on peut 1'espérer, est
somme de L ( PQUA) et de sous-espaces 1somorphes aux L (G /P'U' pour les P' C P,
l'immersion de ce dernier espace étant, bien évidemment - rappelons qu'on se borne ici
& des calculs formels -, obtenue en attachant & chaque solution de @'(gm'u') = (?'(g)
la fonction Zq)'(gn,), ol 1'on somme sur PQ/PC'), . Si la fonction (1.1) s'obtient de
cette fagon & partir d'une fonction @' relative & P', il est clair que la série (1.2)
ne sera pas autre chose que la série € , qu'on aurait pu obtenir directement Autre-
ment dit, il est inutile de chercher & envoyer dans L (C- /G ) 1'espace L (G /P U )
tout entier; il suffit de le remplacer par L (G / U ), puisqu'on peut espérer récupé-
rer ce qu'on vient d'oublier & l'aide des sous-groapes paraboliques P'C P, et donc,

si 1l'on suppose que tout fonctionne au mieux, & 1l'aide des espaces L (6 /P'U') Noter

du reste qu'on a trivialement
(1.6) L2(GA/P U )= L (c /P U, ) si P est minimal |,

et que dans ce cas le groupe P/U est anisotrope (mais posséde des caractéres non tri-

viaux d¢éfinmis sur Q).

On est ainsi conduit & n'étudier que les séries (1.2) pour lesquelles ¢ est para-

bolique le long de P. En supposant L (G /P ) plonge var (1.2) dans L (G /G ) il res-

te encore a4 décomposer la representatlon de G dans L~ (GA/PQUA) Pour cels, 11 s'impose
d'utiliser le fait que le groupe réductif P/U possede, si P ;‘ G, un centre non trivial,
et des caractéres ratiomnnels sur Q. Soit Pz le sous-groupe fermé de B défini par la
condition que l;((p)‘ = 1 pour tout caractdre X de P défini sur Q, voir 5 , de sorte
que PQ C PA0 et que P.Z/PQ est de volume fini. Le quotient PA/P; est un tore réel (pro-
duit de groupes isomorvhes & R:) de dimension q = rg(P), par définition du rang de P;
si 1'on désigne par T le plus grand tore décomposé sur Q contenu dans le centre de

?/U, par ’I‘uD le groupe des points réels de T (qui est donc en facteur dans TA)’ et par
T: la composante connexe de 1'élément neutre dans T, , il est clair que PA/PZ est cano-
niquement isomorphe a T+ .51 9 vérifie (1.1) et si t € ’1‘A s désignons, par abus de
notation, par q)(gt) le nombre cP(gp), ou p est un représentant de t dans P.la dé-
composition de L (G /P U ) relativement au centre de P/U s'obtient alors en attachant

4 9 la fonction
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*
(1.7) f 9(gt)thas ,
N TA/TQ
ou 1'on note t =3 t° un caractére complexe du groupe TA , trivial sur TQ (ctest
1'analogue d'un Gr¥ssencharakter du groupe des idéles d'um corps de nombres); comme
o +
TA/TQ est produit direct du groupe compact TA/TQ et de T“ , on peut se borner, pour

commencer, a4 effectuer une transformation de Fourier, ou de laplace (ou de Mellin), sur

T: , en attachant & ¢ la fonction

A%
(1.8) L?(gv.k) ={+‘?(g‘t)t at '

+ K3 N r'd rd
ol, maintenant,’» désigne un car:ctére complexe de T, i.e. s'identifie & un élément
de €7 si q = rg(P), ou encore & une forme lindaire complexe sur l'algébre de Lie réel-
le de Tm , la correspondance étant alors donnée par la relation

(1.9) t" = exp[M1og t)] pourterTh .

I1 est clair, principalement lorsqu'on néglige les questions de convergence, qu'on a

les relations

(1.9) L (gt u,> ) = £ (e oo,
(1.10) p(e) =f Lienax
Re()) = 7\0
(1.11) Otp(g) =f E (g, ™)a»
Re(n) = A o
ou l'on a introduit la série d'Eisenstein
(1.12) E(g,))=Z L?(gx.)) ;
i GQ/PQ

malheureusement, pour obtenir & 1l'aide de (1.8) une décomposition de Li(GA/PQUA') en
somme continue de représentations wnitaires de G, il faut, dans (1.10), intégrer sur
la verticale

(1.13) Re(n) = p ot t2P = a(tut™")/au

comme chacun sait (voir par exemple dans 6 la note au bas de la page 14 ; la forme
linéaire P est ici, évidemment, le déterminant de ad(t) dans 1l'algtbre de lLie de U,
i.e. la "demi-somme des racines positives" de la théorie usuelle); et le "malheur"

provient du fait que, pour ces valeurs de ) , on se trouve en dehors du domaine de
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convergence de (1.12) méme si (1.8) converge quel que soit 2 (ce qui, par exemple,
sera trivialement le cas si P est & support compact modulo PZ, ce qui ne veut pas
dire modulo PQ lorsque P n'est pas minimal). On ne peut donc donner un sens & ces
calculs qu'aprds avoir effectué un prolongement analytique des séries (1 .12) en dehors
de leurs domaines de convergence - mais alors, il faut, dans (1.11), déplacer la ver-
ticale d'intégration pour 1'amener sur la droite critique (1.13), ce qui introduit,

au passage, des résidus, qu'il faut récupérer & l'aide de séries d'Eisenstein asso-
ciées & des sous-groupes paraboliques contenaﬁ‘c P, et, une fois de plus, tout espoir
de parvenir au but trivialement s'effondre. A ce moment, il est préférable de se mettre
au travailj on a bien suffisamment d'idées, et la direction du Séminaire Bourbaki
insiste sur la nécessité de maintenir les exposés dans des limites raisomnables (ume

dizaine de pages environ).

2 - le spectre dans Li(GA/GQ) est discret.

Puisqu'on a une représentation unitaire de GA dans LZ(GA/GQ), on peut attacher &

chaque fonction F continue & support compact (plus généralement, intégrable) sur GA um

opérateur de convolution, qui transforme chaque fonction ({3 en la fonction
-1
(2.1) Fad(x) = [ Flxy™ )$(y)ay ;
2 GA 2
il est borné dans L (GA/GQ)’ et laisse stable le sous~espace invariant fermé Lo(GA/GQ)'

Théortme 1 (Gelfand et Hateckij-éapiro) - les opérateurs de convolution sont compacts

dans Li(GA/GQ). Par suite, la représentation de G, dans L:(GA/C-Q) se décompose de facon
discrete, et chaque composante irréductible intervient un nombre fini de fois seulement

Ce théortme a déja fait l'objet d'un exposé détaillé dans 8 , mais nous aurons
besoin de résultats plus précis. Il suffit de faire la démonstration pour des F "assez
nombreuses", par exemple les F € @(GA), espace des fonctions "indéfiniment dérivables"

4 support compact défini par Bruhat (sommes finies de fonctions décomposables
F= TTFU , OU Fw est Cw\, ou Fp est, pour presque tout p fini, la fonction caracté-
ristique du sovs-groupe ouvert compact de Gp formé des matrices entidres, et ol, pour

tout p fini ou non, Fn est continue 2 supvort compact). On procéde alors comme suit.

Soit V un horicycle provisoirement quelconque de G. L'intégrale (2.1) s'écrit
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INTRODUCTION A LA THEORIE DE LANGLANDS

v s \} -1
(2.2) F o« d(x) =f Klx,y)flyday  ob  Ki(x,y) = Z Flxpy ™) .
\}
/7 . Q
En notant 1) 1'algébre de Lie de V et 4) le vectoriel dual, il est clair que 1'appli-
cation exponentielle permet d'identifier 'WQ a V et 40 a A 3 on peut alors avpli-

quer la formule sommatoire de Poisson sur le vectonel 1) , d'ol

(2.3) K(xy) = ) / Flx.exp(n).y™' ] 7, (n)an
Newg M,

ou, pour chaque \ G'l/]; , on désigne par 7, (n) le caractére de Pontrjagin de 4 4 b=
tenu en prenant la valeur, sur l'adéle A(n) de Q, du caractére de Tate du groupe addi-
tif A (tout caractére trivial sur Q mais non sur A tout entier conviendra). Soit alors
U un horicycle maximal contenant U, de normalisateur P = ZU ou Z est le centralisateur
d'un tore décomposé maximal H (noté T dans 5 et S dans Borel-Tits); notons & i
(1€¢i¢r) les racines simples de G par rapport & H, l'ordre des racines étant défini
par le sous~groupe unipotent U, et soit H:;(c) la partie du tore réel H; définie par
les inégalités . (h) < c. Si 1'on choisit un compact K (noté Mau § 10de 5 ) tel
que G = KPA N et un ouvert relativement compact F C PA tel que P Q , alors le
domame de Siegel @ = K.H (c).F est un ouvert fondamental pour GQ 8i c est assez
grand. On va évaluer (2.3) et (2.2) por x €S .

Sil'on éorit x =k hp aveck €K, h €H. etp € P (l'ambiguité de la décon-
position n'a aucune importance pour ce qui suit), et si l'on tient compte du fait que

F est & support compact, on voit immédiatement que pour x €S 1la relation
(2.4) K.F(x,y) £0 implique 7y € Khxﬂp c QG.hx
ou_Q des1gne un compact fixe dans PA , et ‘QG un compact fixe dans GA' I1 s'ensuit
que, da.ns (2 3), on a
-1
(2.5) x.exp(n).y” = W_. exp[ad(hx)n].ux

ou oJx et {*)x,y restent dans des compacts fixes. Mais lorsque a et b restent dans des
compacts fixes, il est clair que les transformées de Fourier des fonctions

n = F a.exp(n).b] sur 4) , sont & décroissance uniformément rapide & 1'infini sur
40; . Si 1'on choisit sur le vectoriel adélique 441 une hauteur || || au sens de 5 ,

on a donc, pour les x,y considérés, une majoration

(2.6) f Plx.exo(n).y™ ) Tlman < 4, (n)7 [ sa ||,

A
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valable, pour tout entier N > O, uniformément pour x € G etye GA (et uniformément
par rapport & F si F reste dans une partie compacte de oD(GA), détail qui servira plus

tard); on pose naturellement

(2.7) Pv(h) = detAq ad(h) = ﬂ «(h) ,

o € 4
ou le produit est étendu & celles des racines (positives) x de G par rapport & H
pour lesquelles le sous—espace g (x) de l'algebre de Lie de G est contenu dans 4) ;
on tient naturellement compte de la multiplicité de « . Mais dans 4/] il est clair
que ad(hx) est représenté par une matrice diagonale dont les termes sont les o((hx)-]
avec X €4] . Si 1'on note I l'ensemble des indices i tels que « i €M (chez Borel-
Tits les I sont des € du plus mauvais effet), on sait que la relation & €4) signifie
o

que X =n + eee +nr°(r avec ni> O pour au moins un i € I, et nj 2 0 pour les

171
autres indices; comme o(j(hx) < cdans G , les termes diagonaux de ad(hx) sont domi-
nés par 1'expression sup, o(i(hx) , et (2.6) donne donc une mejoration

-1, =7 -1 =N N
(2.8) fF[x.exp(n).y ]z:}\(n)dn < PV(hx) il .181€1pI o(i(hx)

pour » # O, Da

Supposons en particulier V minimal; alors I se réduit & un seul indice i, et nous
poserons alors V.= U(i). Comme la série ] [IM|~ N converge pour N grand, on trouve,
en isolant dans (2.3) le terme "\ = 0, que

U(1) -1 -1 N
(2.9) K (x,v) - f F(xuy  )du < Pv(hx) .o(i(hx) dans & x G,
U(l)A . u(i)
et pour tout N, Mais si 1'on remplace, dans l'intégrale (2.2), 1le noyau KF (x,y)
N . U
par le premier membre de (2.9) on retranche, &2 F » & (x), la fonction F » ¢ (i)(x).

Posant @U(i) = 4>1 on déduit alors de (2.4) une majoration

i -1 N
(210) Fadlx) -Fa bl < p ) () [ 16 (]dy  dans G ,
Kb .Q
et la majoration est uniforme en F lorsque F reste dans un compact de @(GA).
Posons alors
i +
(2.11) v)(h) = inf o, (h) pour h € H_ .

1£i¢r
Nous dirons qu'une fonction C}) sur GA/GQ est 4 décroissance rapide si 1l'on a
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(2.12) 4)(1() < »Y(hx)N dans & quel que soit N,

et qu'elle est & croissance lente s'il existe un N tel que 1l'on ait

(2.13) & (x) < v,(hx)"N dans O ;

on vérifie facilement que ces conditions ont un sens invariant en particulier (2.13)
se réduit aux conditions de croissance imposées par Harish-Chandra, dans 9 , aux
formes automorphes .

Théoréme 2 - Si_une fonction paraboligue ¢ sur GA/GQ est & croissance lente, alors
F ox ch est & décroissance rapide quelle que soit F € oD(GA); il en est de méme si CP

est dans L(G /G)

Si en effet 4) est parabolique, le premier membre de (2.10) se réduit, quel que
soit i, &3 F % ¢ (x). Comme K.hx.ﬂP a pour volume approximativement /S(h ) , ou
cette fois F est la somme de toutes les racines positives, i.e. un mondme en les o(j ’

on déduit de (2.10) qu'il existe un entier r tel que 1l'on ait
(2.14) F *qa(x) < |7(hx)—r O(i(hx)N dans (& pour tout N et pour tout i

si 4; est & croissance lente, et comme ceci a lieu pour tout i on obtlent, en prenant
le inf des seconds membres, une majoration du type (2 12). Si JeL (GA/GQ) , on trou-

ve de méme, & l'aide de Cauchy-Schwarz, une majoration
-r N .
(2.15) F x¢(x)< Vi(hx) -‘Xi(hx) lH) “2 dans @ pour tout N et pour tout i,
d'ou évidemment
L N
(2.16) F *¢(x)4 ?(hx) H¢H2 dans G pour tout N,
. . 2
uniformément en ¢ € Lo(GA/GQ)’ cqfd.

De plus (2.16) implique immédiatement le théoréme 1; le second membre est en effet
borné sur & ; on peut de plus remplacer F par X x F ol X est, sur le groupe de Lie G, .
une distribution quelconque de support l'origine; on déduit de la, grfice & Ascoli,
que la convolution par F applique la boule unité de Li(GA/GQ) sur une partie comvacte

de cet espace, d'ou la compacité de 1l'opérateur considéré.

Le théoreme 2 est particuliérement intéressant s'il existe une F telle que

(2.17) Fxp =¢ ;

il montre alors (sicf: est parabolique et & croissance lente, ou de carré intégrable)
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que ¢ , ainsi que toutes ses dérivées successives X * ¢, est 4 décroissance rapide

(et 2 fortiori de carré intégrable). C'est le cas des formes automorphes de 9 ou 1bis.

3 - Convergence des séries d'Eisenstein.

Soient H un tore décomposé maximal dans G, et P = Z(H)U = ZU un sous-groupe para-
bolique minimal contenant H; notons « 1 v 4 r les racines simples de G par rapport
32 H (ol 1'on utilise U pour ordonner les racines); on peut les regarder soit comme des
caractéres rationnels de H, soit comme des formes lindaires sur l'algtbre de Lie f de
H. Posons ¢><1 + e+ (Xr =Fu = 2P , et considérons le groupe de Weyl W = N(11)/2(H)
de G par rapport & H comme un groupe d'automorphismes du dual de j ; 11 est engendré
par les symétries w, par rapport aux racines simples o(i , et 1'on a wi(p) =P - eio(i
oli e, = dim ¢ (di) + 2dim g(Zai) est un entier positif. On appellera poids dominants

fondamentaux de G par rapport & H les formes linéaires Ai sur j qui vérifient
(3.1) Wi(Aj)= Ay siifdy wi(a)= O, -ed,
on a évidemment

(3.2) p= A, +.+ A

et les A i sont définis sur Q. Pour chaque i, on peut trouver wn entier ni > 0 tel
que la forme linéaire Ai = niA i corresponde & un caractére ratiomnel (noté encore
A :'L) de H, et une représentation linéaire ratiomnelle P de G, définie sur Q, admet-
tant Ai pour poids dominant par rapport & P - ce qui signifie qu'on peut trouver,
dans 1l'espace de Fi , un vecteur rationnel ai 74 0 tel que la droite engendrée par a:,L
soit stable par P, avec en outre Fi(h)ai = A :!L(h)ai pour tout h € H., Cette droite
est méme stable par le sous—groupe parabolique maximal P(i) D P admettant pour radical
unipotent le sous—groupe U(i) du n° précédent. Enfin, et bien que A ; De corresponde
pas (si G n'est pas simplement connexe) & un caractére rationnel de H, on peut encore
définir

Ai +
(3.3) Ai(h) =h = exp [Ai(log h)] pour tout h € H

. + *
et on obtient ainsi un homomorphisme de Hm dans R+ .

Rappelons enfin que, si

(5.4) p(1) = m P(i)

iel
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est un sous-groupe parabolique contemant P, on peut écrire P(I) = 2(I)U(I) ok U(I)
est engendré par les racines « = DX, Tt nr“r telles qus n, >Opouruni € I,
et o Z(I) est le centralisateur du tore

(3.5) 7(I) = composante connexe de ﬂ Ker(X,)
o

id1
dans H. On a P(I) = (1) P(I)A , et P(I) /P(I est de volume fini. Enfin, GA/P(I)‘

est compact, et tout caractire de T(I) s exprime A 1'eide des Ai (1 € 1)

Théoréme 3 - Soit

(3.6) Y=2) s, (s, € Q)
i€l
une forme lindaire complexe sur l'algdbre de Lie de T(I). at soit L(g) une fonection

sur GA telle que 1'on ait

(3.7) Wgnu) = Lg)t™ " pour t € 1)), me K(1)q » ue (1),
suppogons L bornée sur toute partie de GA compacte modulo P(I); » Alors la série
(3.8) Be) = ) Uey)

GQ/P(I)Q

converge normalement sur tout compact si Re(si) > 1 pour tout 1 € I, et sa somme est

a2 croissance lente.

On peut supposer les s, réels et L(g) > O et continue comme on le voit immédiate—
nent, et méme L(gtp) = L(g)t~ " pour t € 71)" et pe P(1); . Le rapport L(ge')/L(ge")
ne dépendant que des classes de g' et g" modulo P(1) N est horné uniformément en g!
et g" lorsque g reste dans un compact, de sorte qu'il suffit, pour établir la conver-

gence, de montrer que 1l'intégrale

(5.9) Y [sepme- | ues

Gy/B(1)y V6/B(1)g
converge si U est un voisinage compact assez petit de l'origine. En intégrant par 1'ine
termédiaire de P(I) , tout revient, puisque GA/P(I)A » & montrer la convergence de

(3.10) f L(p)d_p
o N P(1),/R(1)y

ob d P est la mesure de Haar & droite sur P(I)A ; en éerivant p = tx avec t € T(I)+

et x € P(I)A on a évidemment 4 P = +2Pa*ax ol d™ est une mesure invariante sur le
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+
tore T(I)_ , et dx une mesure invariante sur P(I)X on est ramené & la convergence

de 1'intégrale
-N
(3.11) J‘tZP a’t
ol 1l'on intdgre sur la partie de T(I): formée par les composantes des p € 'UGQnP(I)A.
Mais si 1'on choisit, sur le vectoriel ad®lique de la représentation P; considérée

au début de ce n° , une hauteur au sens de 5 1la relation (3.7) montre aussit8t que

la fonction L est du m8me ordre de grandeur que la fonction

. "'231/111
(3.12) TT [ ps(&day || ,
i€l
ol niAi est, rappelons-le, le poids dominant de p; 3 comme I\ Pi(g)ain reste au

A
des propriétés élémentaires des hauteurs, on en conclut aussitdt que, dans (3.11),

large de O(quand g reste dans une partie de G, qui est compacte modulo GQ) en vertu

on peut se borner i intégrer sur la partie de T(I): définie par les inégalités
Ai(t) > ¢ avec ¢ > O donné. Choisissant les Ai(t) pour parametres sur T(I): , On

\

est ramené & constater que 1l'intégrale

TP 2(1-s,)
(3.13) [ ] f t, takt,
. i i
i€l c
converge pour si > 1, ce qui est clair. Voir aussi 1 bis .
Pour montrer que la série E(g) est & croissance lente, on peut supposer que L(g)
est la fonction (3.12), et se placer dans un domaine de Siegel G comme au n’° précé-
dent; tout revient alors & faire voir qu'il existe un nombre v > O tel que l'on ait

*
une majoration

(3.14) L(xy) < v(x)—vL(\J) dans & x Gy

-V
puisqu'on aura alors E(x) < r)(x) dans & 3 et il suffit évidemment d'établir que,

pour chaque i, on a une minoration de la forme
(3.15) lestxpa |2 ()7 (pyey||  dane &

N . . . ra Ky o ’ rd
pour un ¥ 3 O convenablement choisi. Mais écrivant x = kxh Py comme au n précédent,

on ne change pas 1l'ordre de grandeur du premier membre en négligeant le facteur kx y

+ .
(%) Si 1'on écrit sous la forme x = khp unxe€ G = K.Hw(c).F ( voir les notations

page 07) on pose V)(x) = V)(hx) ; 1'ambiguité n'a aucune importance...
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ou le facteur p , puisque k et p restent dans des compacts fixes; il suffit donc
d'établir (3. 15) lorsque x € H (c) Mais alors il y a une base rationnelle de 1'espace
de p, par rapport 4 laquelle pi(x) est représenté par une matrice diagonale dont les
termes sont les poids de la représentation, lesquels sont obtenus en ajoutant au poids
dominant n, A une combinaison linéaire & coefficients négatifs des racines simples;

comme un mondme & exposants négatifs en les o( (h) reste 7 1 sur H (c), on a donc

(3.16) ” Pi(x\‘)ai “} Ai(hx) ” Pi(x)aiH dans 5 vpour tout Y »
et comme on a
(3.17) Ai = l ai]‘dj avec des aﬁ g 0

v ; N

on trouve aussitdt, puisque o(j(hx) 2 V](hx) pour tout j, la relation (3.15) avec

V= ni(ai1 +ooot air)’ ce qui démontre le théoreme.

Le raisonnement précédent montre manifestement que la série (3.8) satisfait & une

—Z\).i’.Re(si)
(3.18) Eg) < v(g) dans ©

majoration de la forme

7
avec des vi > 0 ne dépendant que du systéme de racines de G. D'autre part, il est
clair que, si la fonction L(g) est partout continue et strictement positive, on a

a9 s Ue) > | | [puee Y ame,

i€l

siI= {1,...,r} i.e. si P(I) est minimal il est clair que, pour chaque j, il existe
dans (3.17) un i tel que 8, > 0, et 1'on déduit immédiatement de 13 1'existence d'un

nombre V" > 0, ne dependant que du systéme de racines, et tel que 1'on ait

(3.21) o) p(e) "7 e O
ol 0 = inf Re(si) .

4 - Décroissance des séries 94, .

On déduit de 12 les conséquences suivantes : pour qu'une fonction ¢ sur G /G
soit & croissance lente, il faut et il suffit qu'elle soit majorée par une série

d'Eisenstein; et pour que q; soit & décroissance rapide il faut et il suffit que

(4.1) E'(g)d(e) < E"(g)
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toutes les fois que E' et E" sont des séries d'Eisenstein associées & un sous-groupe
parabolioue minimal, et & termes continus et strictement positifs. Il va de soi que
le premier membre de (4.1) est alors & décroissance rapide (donc intégrable, ce qui
permet d'attacher aux fonctions & décroissance rapide des "transformées de lLaplace"

définies au moins dans les demi-espaces de convergence des séries d'Eisenstein).

Pour cela considérons un sous-groupe parabolique P(I) = Z(I)U(I) contenant P = 2U,
ou Z est le centralisateur du tore déployé maximal H, et Z(I) celui du tore T(I) défi-
ni par (3.5). Il est clair que Z(I) = T(I)M(I), ok M(I) est la composante connexe du
groupe des z € 2(I) qui, dans les représentations fondamentales Pi (1 € 1), laissent
fixes les vecteurs dominants ai ; le groupe M(I) est réductif sans caractéres ration-
nels, comme G, et B(I)n M(I) est fini. On peut parler, sur l!l(I)A/M(I)Q , de fonctions
a4 décroissance rapide, et, de facon évidente, de familles de fonctions & décroissance

uniformément rapide. Cela dit:

Théoréme 4 - Soit ¢ une fonction invariante par P(I)QU(I) ) & support compact modulo

P( I)z , et _telle que, lorsque g reste dans un compact fixe, la familig des fonctions
m > cp(gm) soit & déeroissance uniformément rapide sur M(I)A/M(I)Q . Alors la gérie
(4.2) 9¢g)=G;N )@@y)

/F

converge et a pour somme une fonction & décroissance rapide sur GA/GQ .

On va vérifier (4.1) en choisissant pour E' et E" des séries d'Eisenstein rela-

tives & P, et & termes continus et strictement vpositifs. Tout d'abord on a

(4.5) = ()e,e) = > mleyley)
GQ/P(I)Q
en sorte qu'il suffit de vérifier que l'on a
(4.4) Bege) <« 2 1i(em) = 1) aans G
P(1)/pP

olt I" est la fonction qui sert & définir E"; or il suffit de se placer sur le produit
d'un compact par P(I); = T(I)XM(I)A , i.e. , compte tenu de 1l'invariance des deux mem-
bres, dans le produit d'un compact fixe par un domaine de Siegel de M(I) , Telativement
au tore déployé maximal HAM(I) et au sous-groupe parabolique minimal Pny M(1); il

reste alors, compte tenu de l'hypothése de décroissance faite sur Q, 4 vérifier que
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les fonctions m - E'(gm) sont & croissance uniformément lente lorsque g reste dans un
compact fixe, et que les fonctions m —— L']':(gm) sont des séries d'Eisenstein relatives

au sous-groupe parabolique minimal M(I)AP de M(I). On applique alors (4.1) sur M(I)A

5 - Les sous—espaces If[( /G ) de L (G /G ).
P 2
Etant donné un ensemble I de racines simples, nous désignerons par LI(GA/GQ)

1'adhérence dans L (G /G ) de 1l'ensemble des séries

(5.1) Gq(g)= Z ¢ley)
G/P(T)g

ol la fonction ¢ est assujettie & vérifier les conditions suivantes:

(1)1 : @ est invariante par P(I)QU(I)
{2); :+ q est continue et & support compact modulo P(I)Z ;

I
(3); & les fonctions m —> ¢ (gm) sont & décroissance uniformément rapide sur

-
M(I)A/M(I)Q lorsque g reste dans un compact fixe de G+
(4)I : la fonction @ est parabolique le long de P, i.e. la fonction m +—» ¢ (gm)

appartient a Li(M(I)A/M(I)Q) pour tout g € G, , ou encore on a

(5.2) f q)(gv)dv = 0 pour tout horicycle V # U(I) tel que V2 U(1);
VA/VQ

comme un tel V est conjugué, par un élément de P(I)Q » d'un horicycle standard U(J)

avec J D I, il suffit naturellement de vérifier (5.2) pour ces U(J).

Le fait que les séries (5.1) soient dans L2 résulte du théoréme 4. Il est d'autre
par évident que 1'ensemble des fonctions ¢ satisfaisant aux conditions indiquées est
stable par les translations & gauche, de sorte que les sous-espaces L (G /G ) sont

invariants par la représentation de G, dans L (G /G ).

Théoréme 5 ~ La_somme des sous—espaces LI(GA/GQ) est partout dense dans LZ(GA/GO).

On observera que nous n'excluons pas de ce qui précéde le sous-groupe parabolique
P(I) = G, correspondant &2 I = # ; dans ce cas, les "séries" (5.1) se réduisent & wn
seul terme, et ce sont toutes les fonctions $ € L (G /G ) qui sont continues et &
décroissance rapide, de sorte que jé(c /G ) est contenu dans L (G /G ) et, en vertu
du théoréme 2, contient F x ¢ pour toute ¢> € L (G /G ) et toute Fe af)(G ) ; mais
comme les opérateurs de convolution par des F € $(GA) rermettent évidemment (dans tou~

te représentation de G,) d'approcher 1'opérateur unité, les F x ¢ sont denses dans
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2 Lo e
Lo(GA/GQ) , d'ou finalement
2 2
(5.3) Lﬁ(GA/GQ) = L (¢,/c,)
Pour démontrer le théoréme, il suffit de faire voir que toute fonction 49 € L2
2
orthogonale aux LI( GA/GQ) est nulle; comme il suffit évidemment de montrer que F * 49
est nulle pour toute F € o@(GA) on peut se borner 4 examiner le cas ou la fonction

donnée est un produit de convolution; elle est alors a croissance lente en vertu du

Théordme 6 - Soit F une fonction continue & support compact sur GA ; alors F » $ est

4 croissance lente pour toute c{; € Lz(GA/GQ)'

Modulo ce résultat, tout revient alors & établir le théoréme suivant:

Théoréme 7 - Si une fonction continue et & croissance lente sur GA/GQ est orthogonale

aux_séries @ ¢ Rour tout I et toute fonction ¢ vérifiant les conditions (1)1 yeees
(4)I , alors elle est nulle.

Démonstration du théoréme 6 -~ On écrit que

(5.4) Pag (0= [ ey o Kloy) =) RayyT)
GA/GQ G
et d'apres Cauchy-Schwarz tout revient a montrer que l'expression
G55) [ |l far = [ o)ty ay = 57 F xFayaT)
¢ /G é;

Gy

Q

~ e ——— ~
est 4 croissance lente en x, ou 1l'on pose F(x) = F(x~!) ; comme F » F est encore con—
. N . P A
tinue & support compact, on est finalement ramené & évaluer la somme E F(xx:c ) ol

F est continue & support compact, et ol x reste dans un domaine de Siegel
(5.6) G =K.E(c).F

ol K est compact, ol H:(c) est la partie de H; définie par les relations o(i(h) < c,
et ou F est un compact dans P‘: ;on note H un tore déployé maximal et P un sous—grouve
parabolique minimal contenant H. Posant x = kxhxpx comme au n° 2 il est clair que

xhx—1 reste dans un compact fixe, et par suite il existe dans GA un compact fixe n G

(dépendant de F) tel que F(x{x_1) # 0 implique h Y hx-1 e N @ 3 ona donc
-1 -1
(5.7) ) Flxyx) < card((L , \B,Gpn )  dmns G, .

+
Nous pouvons donc supposer X = h'x i.ee x=h€ Hm(c), et pour évaluer le second membre
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nous utiliserons le théoréme de Bruhat-Borel-Tits

(5.8) Gy = U Up(w)ww.py
N(R),/2(8),

ol U est le radical unipotent de P, et oh U(w) est le sous-groupe de U engendré par
les racines X > 0 telles que w(o) < 0, et tout revient & compter, pour chaque w,

les X = %wm € UQ(w).w.PQ telles que hth appartienne & un compact donné. Mais

en écrivant

(5.9) wnyn™ = v B n v T nren ™!

et en tenant compte du fait que w-1h€ h-1w reste dans le sous-groupe unipotent "opposé"
a4 U on voit aussit8t que h§h"1 et hw h-1 restent dans des compacts fixes. Ecrivons
maintenant T =3 avec %e Z(H)Q et ye Uy 5 on voit tout d'abord, puisque

hﬂlh—1 = g.hth y que 3 reste dans un compact fixe, donc ne peut prendre qu'un
nombre fini de valeurs, indépendant du choix de h; et comme hgh-1 et hyh“‘ restent

dans des compacts fixes il reste finalement & évaluer l'entier
-1
(5.10) Card((2 .,  WUT) .

Remplagant U par son algébre de Lie #2 grice & 1l'application exponentielle, et écrivant

= (v ' ou =
(5.11) r =P gl«)  aron n, @(g(a)A

&> 0
il est clair que (5.10) a pour ordre de grandeur le produit, pour toutes les x> 0,
des nombres de § € i (o) rationnels tels que o((h)g appartienne & un compact don-
né dans (g (O()A » ce qui se raméne & compter, dans un vectoriel R® » les vecteurs
entiers contenus dans la boule de rayon :>((h)-1 » ce que tout le monde sait faire pour
peu qu'on ne soit pas trop exigeant quant 3 la précision des mesures... Bref on trouve

que

(5.12) Card(ﬂcnhUQh_1) < ﬂ a(n)~ 4mg (€) 7(11) ~Z ding ()

x>0
et le théoréme 6 s'ensuit trivialement.

Démonstration du théoréme 7 - Il n'y a rien & démontrer si le grouve G est aniso-

trope, de sorte qu'on va raisomnner par récurrence sur le rang rationnel r = dim H de G.
Considérons alors un sous-groupe parabolique P(I) = T(I)M(I)U(I) distinct de G et une

série (5.1) relative & P(I); on a
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(5.13) | elengere= [ w ) olepplep = [ dledgiea
G
NN G,/6,  G/F(T)y 6,/P(1),

et cette fois le calcul formel du n° 1 est justifié parce que la série des valeurs abso-
lues Z N(gx)?(gx)l = \¢(g)t Bw(g) est 4 décroissance rapide (donc intégrable) en
vertu du théoréme 4 appliqué & la fonction |9(g)| [en passant de ¢ 2 @] on détruit la
condition (4)I , ce qui est sans importance puisqu'elle ne figure pas dans les hypo-
théses du théoréme 4] ; ce raisomnement s'appliquerait encore si ¢, au lieu d'8tre &
croissance lente, était dans L2(GA/GQ) puisqu'alors Zl¢(gx)?(zx)’ = H)(R‘)IQ‘(”(Q)

est produit de deux fonctions de carré intégrable.

Comme g est invariante par U(I) , la formule (5.13) montre encore que

(5.14) f $lede (e)ae = f dielglede  on $'(g) =f $(gu)au.
G,/8y G, /P(1)qu(1), u(1),/0(1)g

Considérons maintenant un sous-groupe parabolique P(J) ¢ P(I) et une série

G5} ofe) - ) otleyd= ) yiley) o yle)= )T ylew)

6/P(7)q G/B(1)q P(1)o/P(3),
relative & P(J), i.e. ou ¢ vérifie les conditions (1)J yosey (4)J 3 on trouve de méme
(5.16) [ ¢lnfere= [ ¢Melede .
(;A/cQ GA/P(I)QU(I)A

Il est clair d'autre part que 1l'intégration sur GA/P(I)QU(I)A passe & travers une inté-
gration partielle sur X'I(I)AP(I)QU(I)A/P(I)QU(I)A = M(I)A/M(I)Q , de sorte que

(sa1) [ 4lee s = | € $ ey (m)an .
GA/GQ GA/P(I)QM(I)AU(I)A M(I)A/M(I)Q
D'autre part, il est évident que, si ¢ vérifie les conditions (1)J yoeey (4)J y il en
est encore de m8me de la fonction obtenue en multipliant y par une fonction continue,
invariante par P(I)QM( 1) AU(I) ) 3 support compact modulo ce sous-groupe, et par
ailleurs quelconque; on déduit immédiatement de 1la que si 4) est orthogonale aux séries

@, ona

Y
(5.18) f ct>1(g:n)\¥1(gm)dm =0 pour tout g,

K(1),/M(1)
pour tout P(J) C P(I) et toute fonction y vérifiant (1).]' yeooy (4).] . Comme 1'ensemble
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de ces fonctions y est invariant par les translations & gauche il suffit du reste d'é-

crire que l'on a

(5.19) f dJI(gm)‘{lI(m)dm =0 pour tout g € G,
(1), /n(1),

et pour toute fonction y .

Mais il est clair que la fonction

(5.20) g @ = J_  ylar)= 7 ¢lap)

P(1)/P(3)g M(1)/M(1)gNP(T),
est une série du type (5.1) pour le sous-groupe réductif M(I); comme les M(I)~P(J)
sont, & conjugaison pres, tous les sous-groupes paraboliques de M(I), et comme on peut
vérifier par des arguments triviaux que les restrictions & M(I)A des fonctions ¢ qui
vérifient (1) 3 reee (4) sont précisément les fonctions définies sur M(I) et véri-
fiant les conditions (1).1 seoey (4) relat:.vement au sous~groupe I‘I(I)r\P(J ), 1'hypothé-

se de récurrence montre que (5.19) 1mp11que ¢ (g)

Ce résultat s'appliquant toutes les fois que P(I) # G on a maintenant établi que
la fonction ¢ est parabolique. Comme elle est & croissance lente, F x {) est dans
LE(GA/GQ) = L;(GA/GQ) pour toute F € @(GA) d'aprés le théordme 2; mais si ¢ est
orthogonale aux séries Q‘P il en est évidemment de mme de F * ¢ , de sorte qu'en
particulier F » & est orthogonale aux fonctions & décroissance rapide situdes dans
Li( GA/GQ)' donc a tout ch)(GA/GQ)' donc & elle-méme, donc est nulle, et comme on a

F * cp = 0 pour toute F € 9 (GA) il vient ¢ = 0, ce qui termine la démonstration.

Remarque - Il est clair que les raisonnements et résultats précédents subsistent
si 1'on renforce, pour chaque I, la condition (4) en imposant aux fonctions ¢ (em)
de rester dans des sous-espaces vectoriels de L. (M( I) /M(I) ) dont la somme est partout
dense dans L (M(I) /M(I) ), par exemple, comme on le verra plus loin, si l'on impose

A ces fonctlons d'étre des "formes automorphes" au sens de Harish-Chandra.

6 - Produit scalaire de deux séries th8ta.

I1 serait évidemment trés agréable de pouvoir démontrer que les sous-espaces
2 N
LI(GA/GQ) sont deux 2 deux orthogonaux, mais ce n'est pas tout & fait exact comme on

va le voir.

Considérons pour cela deux sous-groupes paraboliques P' et P" de G. Choisissons
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des tores déployés T' et T tels que P' = 2(T')U' , P" = Z(T")U" ou, si 1'on préfere,
choisissons des sous-groupes de Levi 2' et Z" de P' et P", et soient T' et T" les tores
déployés maximaux du centre de Z' et 2" . Nous dirons que P' et P" sont associés si T!
et T sont conjugués par wm élément de GQ ; comne T' et T" sont uniques & conjugaison
prés dans P' et P, cette définition ne dépend réellement que de P' et P". Il est évi-
dent que des sous-groupes paraboliques conjugués sont associés, mais la réciproque est
fausse (contre-exemple : prendre dans SL(3) le sous—groupe P' des matrices qui sont
triangulaires supérieures dans la partition 3 = 2 + 1, et pour P" le sous-groupe ana-
logue relatif & la partition 3 =1 + 2). Si 1'on désigne par P un sous-groupe parabo-
lique minimal et par H un tore déployé maximal dans P, on peut, modulo conjugaison,

se ramener au cas ou P' = P(I) et P" = P(J) ; alors P' et P* sont associés si et seu-

lement si les tores

(6.1) (1) = m Ker (o k) , TJ)= m Ker(« k)

kg1 k¢J

sont conjugués dans GQ s mais si Y transforme T(I) en T(J), il transforme Z(I) en
z(J), donc applique H sur un tore déployé maximal de 2(J), i.e. sur un conjugué de

H dans Z(J), et par suite on peut supposer aue y normalise H. Autrement dit, P(I) et
P(J) sont associés si et seulement s'il existe un w € N(H) tel que w'l‘(J_)w-‘I =1(1),
ce qu'on pourrait naturellement exprimer en termes de racines simples. L'ensemble des
isomorphismes de P(J) =T sur ™(I) = T' induits par les w en question sera noté

w(T" , T') ; il s'identifie canoniquement & W'\W/W", o W = N(H)Q/Z(H)Q est le groupe
de Weyl de G par rapport & H, et ot W' et W" sont les groupes de Weyl de Z' et Z" .

Theoreme 8 - 5i P(1I) et P(J) ne sont pas associés, les sous-espaces LI(G /G ) et
L, (G /G ) sont orthogonaux, Si P(I) = P' et P(J) = P" sont associés, le prodult sca-

laire de deux séries théta 6q1 € LI(G /G ) et 6, J(GA/GQ) est donné par
(62) [ e (elu@e= ) o' (g)g"(a)dg .
Gm WWT)G/Pwnﬂq)

On désigne naturellement var U' = U(I) et U" = U(J) les radicaux unipotents de P' et
P" , et on pose d'une fagon générale w(N) = Wi pour tout w € G et tout sous-groupe

N de G.

Comme il est utile de démontrer la formule (6.2) dans un cadre plus général (par

exemple pour calculer le oroduit scalaire d'une série théta et d'une série d'Eisens-
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tein) nous ne ferons sur les fonctions q" et " que les hypothéses suivantes :

(a) 1a fonction 9! (resp. (p") est invariante par PéUA (resp. P&UX) H

(b) la série ) ](p'(zy)] converge et sa somme est & croissance lente ;

(c) 1a série J [¢"(gy)| converge et sa somme est & décroissance rapide;

e

(d) 1a fonction ¢' est parabolique le long de P'
(e) 1a fonction ¢ " est parabolique le long de P" .

Les hypotheses (b) et (c) suffisent évidemment pour justifier le calcul formel

63) [eu@eulehe= [ o=/ ¢Eeene
c/c G,/ G/P'U' !

(on "oublie" les signes pour faciliter le travail du dactylographe), et tout re-
vient par conséquent & calculer
Ul

(6.4) 9?,.(3) = du! Z: ¢ "(gu ,

U' Ul 11

AT N
ce qu'on va faire en utilisant le théoréme de Bruhat (Borel-Tits, p.102), 34 savoir que

wr\w/wn f'\W/W" P! /P / nw(P"

mais si 1'on derit P' = T'M'U' il est clair que P'n w(P") est produit de S' , de
M'Aw(P") et de U'A w(P"), d'ol, par des calculs triviaux,

(6.6) " (g) = Z Z_ / cp"(gp.'u'W)du' .

¢ W\W/W Mé/Man w(Pa) U /v nw(zy)
Le terme général s'écrit encore sous la forme
(6.7) f ¢"(gp'vx)dx ’

(U’ )/w (U' n 7

et comme 1'intersection de w_ (U') avec P" est produit semi-direct de ses intersections
avec M" et U" il est clair que (6.7) comporte une intégration partielle sur le quotient
w-1(UA)/\ M‘:,"./w-1 (Ué)f\ M'd ; or w—1(U')n M' est un horicycle de M' ; si @ " est paraboli-
que le long de P' , ce que nous avons supposé ci—dessus en (e), 1'intégrale (6.7) est
nulle sauf si 1l'on a

(6.8) w-1(U')r\M" = e , i.e. w(T")> T

comme on le voit facilement. Ceci suppose & tout le moins dim(T")) dim(T'), et par

135



R. GODEMENT

suite on voit que
Ul

(6.9) 6 ,(g) =0si rg(P')>rg(P") et si @" est parabolique le long de P" ;
¢

il est évidemment inutile de supposer (c) ici, il suffit de savoir que la série @,
converge normalement sur tout compact pour justifier les calculs formels (cas des
séries d'Eisenstein par exemple - on obtient alors des conditions suffisantes de con-
vergence des intégrales (6.7) pour les fonctions du type considéré au n® 3). D'autre
part, si rg(P') = rg(P"), la relation w(T™) > T' suppose évidemment que w induit un
isomorphisme de T" sur T' , ce qui ne peut se produire que si P' et P" sont associés.

Par suite
1
(6.10) 9:,,(;;) = 0 si ¢" est parabolique le long de P" , si rg(P') = rg(P"), et
si P' et P" ne sont pas associés.

Enfin, si P' et P" sont associés, il ne reste dans (6.6) que les termes pour lesquels

wim) =1, auquel cas la sommation intermédiaire disparait, et il reste alors
1
(6.11) eU,.(g) = 2 f ¢ " (gu'w)du’ si P' et P" sont associés.
1" 1 1 1 "
Wit , T) UA/UAn w(Uk)
la formule (6.2) & démontrer résulte aussit8t de 1a.

Quant & 1l'orthogonalité des deux séries th&ta lorsque P' et P" ne sont pas asso-

ciés, on l'obtient en écrivant que

(6.12) f 9?,(g)€qu(g)dg = f (P.(g)e:,',(g)dg =J o”, (2)p"(g)dg ;
GA/GQ GA/PéUA GA/PaUX

si P' et P" ne sont pas associés. alors, modulo les hypotheéses (d) et (e) ci-dessus,
1
on a G;J,,(g) = 0 si rg(P')> rg(P") d'apres (6.9) et (6.10), tandis que si rg(P")>rg(P')

1
le méme raisonnement montre que 9:‘, (g) = 0, d'olt le théorime.

Le terme général de (6.11) est évidemment une fonction invariante par Pé.UA = ZaUA ,

et nous allons voir qu'il est en outre paraboligue le long de P', autrement dit qu'on

a la relation

(6.13) f dv'[ p"(gv'u'w)du' =0
VA/V& UA/UAnw(wA)

pour tout horicycle V' # je} de I' ; on suppose naturellement q)" parabolique le long
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de P", et P' et P" associés. Comme w applique T" sur T' et donc M" sur M' , il suffit
évidemment de montrer que l'on a
(6.14) av" 9 "(gv"x)dx = 0
w/y WA N Ty
pour tout horicycle ¥ ;é{e} de M' . Mais il est clair que W-1 (U'), comne U", est le

-1
radical unipotent d'un sous-groupe parabolique de G contenant M" , de sorte que w (u)
et w_1(U‘ )/\ U" sont normalisés par les éléments de V' . L'intégrale (6.14) s'écrit donc

(6.15) f dx ¢"(gxv")av' =0
-1 ] -1 ] 1 d
v (AT N v/
et est nulle puisque 1l'on a par hypothése
(6.16) J— ¢"(gv")av" = 0
" i
W/
pour tout horicycle V" ;é {e} de M", cqfd.

Dans le cas oi P! = P" = P, sous-groupe parabolique minimal de G (il est clair que,
pour les sous-groupes paraboliques minimaux, &tre "associés" signifie &tre "conjugués" ,
i.e. est une condition vide), la sommation dans (6.2) est étendu au groupe de Weyl W
de G par rapport au tore décomposé maximal H, et la condition que @' ou " soit para-
bolique, ou & croissante lente, ou & décroissance rapide, le long de P est toujours
trivialement vérifide. la formule (6.11) conduit alors, dans ce cas, & associer & cha—
que w € W 1'opération qui transforme une fonction ¢ continue & support compact modulo

PQUA en la fonction

M q(e) =[ ¢ (guw)du ,
UA/UA/\ w(UA)
laquelle n'est malheureusement plus & support compact modulo PQUA; on aurait trés envie
de montrer que Mw'w" = Mw'Mw" » mais on se heurte & des difficultés de convergence des

intégrales qu'il ne semble pas possible de surmonter trivialement. On trouvera dans les
§§ 5 et 6 du chapitre III de 4 des considérations sur ce genre de questions, consi-
dération qui, malheureusement, reposent sur une définition des fonctions "de Schwartz—
Bruhat" mod P

Q

UA qu'on ne trouve pas dans 4 - sauf pour le groupe SL(Z), auquel cas
il est faux que la série 9? soit dans L2(GA/GQ) si 1'on n'impose pas & ¢ de condition
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supplémentaire (voir p. 398 de 4 , ou bien p. 25de 6 ). On se trouve donc ici sur
un terrain glissant ou il est indispensable de faire preuve d'une grande prudence si

1l'on désire éviter les accidents.

7 - Effet d'une transformation de Iaplace.

Si 1'on attache & chaque classe de sous-groupes paraboliques deux & deux associés
le sous-espace de L (G /G ) engendré par la somme des LI(G /G ) pour 1es I tels que
P(I) appartienne & la cla.sse donnée, on obtient une decompos:l.tlon de L (G /G ) en som-
me directe finie de sous-espaces invariants deux & deux orthogonaux d'apres le théore-
me 8., I1 reste alors (sic) 4 décomposer chacun de ces sous-espaces en composantes irré-
ductibles, ou aussi peu réductibles que possible. Le premier pas dans cette voie est
d'effectuer, dans (6.3), une transformation de laplace par rapport & T' = T(I). Pour

cela, partons plus généralement de la formule triviale

(7.1) f Gq,(g%ydg =j cp'(g)‘tul(g)ds

GA/GQ G /P'U'

valable dés que la série ) ](p'(g)\ est & croissance lente, et la fonction ¢ & décrois-
sance rapide sur GA/GQ . En utilisant les formules sempiternelles d'intégration dans

les esvaces homogénes on trouve évidemment que

(7.2) <e?, Y =3§ dg f?'(g-t')(;U'(gt')(t' , 2p>at!

G /TAMc'zUA A/T'
ol 29 désigne la somme des racines positives (laquelle, sur T', se réduit & la somme
des & € U‘), et ol le symbole §>dg désigne la soit-disant mesure invariante d'un
espace homogéne qui n'en admet pas (voir 6 , note au bas de la page 14) ; enfin,
dans cette formule, et étant donné un caractere N\ de TA , & valeurs dans c* , lequel
peut par exemple, comme c'est le cas en 1l'occurence, provenir de fagon évidente d'un
caractére rationnel du tore T', on écrit {t' , A\ ) ce qu'on note ailleurs A(t') , ou
t'% , pour faciliter la typogravhie. Ceci fait, l'intégrale intermédiaire, dans (7.2),

peut encore s'écrire sous la forme
U'
(7.3) [orten) o ypv> & @) ¢or -0y o
pour tout homomorphisme continu ¢ : T'/T' — R* (caracteres "réels" de T'/T'), et

il reste & effectuer une transformation de Founer sur T! /T' , en utilisant les carac=-

téres de module 1 de ce groupe. On est ainsi conduit, pour tout caractére complexe '>\
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de T};./'I‘cf2 ("Gréssencharakter" de T'), & introduire les fonctions

(7.4) L«r'(g » M) =f o' (gt') (t' ,p+ana’t ,
TA/Tc'z

(7.5) Lg(ﬁr » YD =j¢U'(gt')<t' yp=2va’tr
TA/Té

&4 supposer qu'elles existent; en transformant (7.3) & l'aide de la formule de Plancherel

sur T,&./TC'I et en permutant dans (7.2) 1l'ordre des intégrations on trouve aussitdt aue

(7.6) <o, ,¢> =f a\ f L .(8'1.7\')113:(8' Yy e .
! Re(M\') = ¢ GA/TAMéUA f

I1 reste & justifier ces calculs, et & les expliciter dans la situation (6.3). Si
@' satisfait aux hypothéses du théorime 4 et est ¢” comme fonction de t' , il est
clair que (7.4) converge toujours, est une fonction analytique entidre de ‘A! (pour la
structure complexe évidente sur 1l'ensemble des caractéres de T}'\/'].‘:2 - voir la these de
Tate...) & décroissance rapide dans toute bande verticale, et qu'on peut appliquer &
(7.4), sans précautions, la formule d‘'inversion de laplace. Pour (7.5), nous allons
voir que, si 4> est & décroissance rapide, il y a convergence pour les A\ ' tels que
Re(h') appartiemnne (modulo la translation P , qu'on a effectuée subrepticement pour
ménacer une transition insensible vers les yogas de langlands et de Harish-Chandra)

au domaine de convergence des séries d'Eisenstein, donné par le théoréme 3. En effet

soit L{g) une fonction sur GA/P'U' vérifiant la relation

QA
(7.7) Ligt') = Lg)(t' , ~p=-2'>,
et formons, en supposant qu'elle converge absolument, la série d'Eisenstein
(7.8) 2e) = ) Ley)
%%

elle est & croissance lente, la fonction ¢ est & décroissance rapide, on a donc évi-
demment une relation
UL 4 U
(7.9) j E(g)p(g)ag =f Lig} (g)deg =j€ dg [L(e‘t')diU (gt*)<t,2ppa™t
G,/8q G, /R G /TR T/TY
1
=<§ L(g)dg J 4»“ (gt') <t ,p-2>a'tr

GA/T 1';“6”5. TA/Té
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on en conclut comme annoncé que 1'intégrale (7.5) converge au minimum en méme temps

que les séries du type (7.8), et qu'on a au surplus, dans ce cas,

Ul
(110) [ eleMlele= | uUow(e,ne
tMIITE
GA/GQ GA/TA U
la formule (7.6) s'appliaue en particulier, dans le domaine de convergence des
séries d'Eisenstein, lorsque b = 9‘?,, ol 1'on suppose maintenant que @' et ¢" satis-
font aux hypothéses du théoréme 4 relativement & P' et P" , et sont C par rapport

a t' et t" respectivement.

JQU':(gt')<t' ,P'X)d*t' = Z /f "(gt'ulw)<t"P’)'>d*‘t'du'

TA/T& w(r,Tt) T'U’/T'U'n w(U"

(7.11) - ) Lq),.(gu'w,_w-1():))du' .
w(,Tr) UA/UA,\W(UK)

On le voit comme suit. Tout d'abord on effectue au second membre le changement de
variable u' = Y ; cela introduit un jacobien opposé au déterminant de ad(t!')
dans l'algtbre de Lie de U'/U'n w(U") , i.e. égal (au signe prés si l'on note additive
ment les caractires) & la somme des racines « € U telles que w-"I (o() ¢ U" ; mais si

(0<) # U" on a soit w_1 () € M » ce qui est impossible car alors « serait dans
w(M') = M' , soit W (x) < 0 ; inversement il est clair que la relation w ! (x) <0
implique W (x) £ U" ; le jacobien & calculer est donc formé de la somme des racines o
telles que % € U' et w_1(0<) < 0 ; comme d'ailleurs les autres racines positives sont

nulles sur T' , le jacobien cherché est égal &

(7.12) ) o« =p-ulp) .

*y 0, wi(x) <0
Ceci fait, on effectue le changement de variable t'w = wt" , qui remplace T' par T,

et on trouve aussitst (7.11).

En conclusion, on voit que, si ¢'(resp.¢") est invariante par R (resp. P" U"),
parabolique le long de P' (resp. P"), C™ relativement & T' (resp. ™), et & support
compact modulo P' (resp~ v ), et si les hypothéses du théoréme 4 sont vérifides de

fagon que les senesz lo* (gx)\ ety \q"(gx)‘ soient & décroissance rapide, alors on a
la relation
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(7.13) <9 10 ® ..> Z axN Lor (g.)')dg f L?,,(gu'w , = H(3))du!
w(r,1') Re(M) =0 g /mmu U /Ul A nw(Uy)

pourvu que 0 Se trouve dans le domaine de convergence des séries d'Eisenstein relati-

ves & P'. Voir la relation (7.2) de 6 . Si, dans cette formule, on pouvait supposer

Re(\') = o = C, les fonctions L?,(z, ) et SL?,,(gu'w, - (\'))du' appartiendraient

a4 l'espace de la représentation unitaire de GA J'.nduit; par la représentation unitaire de

P' = T!M!'U! obtenue en faisant opérer ce groupe sur L (M'/M&) de la fagon évidente :

AA°A

UA opére trivialement, MA opére par les translations & gauche, et T' opére par le

caractére )\ ; les représentations de GA obtenues de cette fagon generallsent les
"séries principales" de Gelfand et Naimark, et ont tendance & &tre irréductibles comme

1'a démontré Bruhat, modulo bien entendu une décomposition préalable de Li(MA/MC'l)‘

Le probléme de prolongement analytique qu'on rencontre ici est directement 1ié &

celui des séries d'Eisenstein. Remplagons en effet (f et P' par ‘P" et P" dans (7.4) :
on trouve

(7.14) L"(g,)") =J\ Q"(gt")(t" ’P"'-)‘")d*‘b" ;
? " "
TA/TQ
& l'aide de cette fonction, on peut construire une série d'Eisenstein
(7.15) E u(g’)‘") = z L||(gK v)\ ") ’
(Y G /P"
Q¥Q

qui converge dans le domaine indiqué par le théoréme 3. On peut lui appliquer la for-
mule (6.11), d'oh

Ul
(7.16) E,(g\") = 2 J L, (gu'w, A ")du' :

q> " 1 ] 1 J

w(r,m) U /0 Aw(uy) 1

on retrouve les intégrales figurant au second membre de (7.13), pour \ " = - ().
I1 est done clair que le prolongement analytique par rapport & A" des séries (7.15)
impliquerait automatiquement le prolongement analytique de ces intégrales. Il est faci~

le (i.e. pas tres difficile) de voir qu'inversement, pour les fonctions ¢" particulid-

res que nous allons définir ci-dessous, le prolongement analytique de (7.16) suffirait

& effectuer celui des séries (7.15) elles-mlmes.

Les fonctions @" pour lesquelles langlands parvient & effectuer le prolongement
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analytique sont les suivantes. On observe tout d'abord que (théordme 1) Li(MK/M‘Q') est
somme directe hilbertienne de sous-espaces invariants fermés irréductibles; dans chacun
de ces sous-espaces, le centre g(fm.") de 1'algdbre enveloppante universelle (sur C)
de 1'algébre de Liem" de M" opére scalairement, de sorte qu'une telle composante irré-
ductible définit un homomorphisme é(m") —+ C . D'autre part, chaque élément de G,
normalisant M" induit de fagon évidente aussi bien un automorphlsme de L (M"/M") que

de g(m "): on dira alors qu'un sous-espace invariant fermé V de L (M"/M‘Q) est adm1351b-
le s'il est stable par le normalisateur de M" - i.e. par ce qui induit le sous-groupe
w(T", ™) du groupe de Weyl - et si les homomorphismes g(m—") ~— C qui interviennent
dans sa décomposition sont en nombre fini. Ceci fait, on choisit dans GA un sous-groupe
compact "presque maximal" K (prendre X= TTKP y ou K _ est un sous-groupe compact
maximal de G "adapté & P" , et ol Kp , pour p fini, est le stabilisateur dans G_ d'un
réseau rationnel) et on observe, d'une part que G U K.gi 'PA avec un nombre fini

de 8; (compacite de GA/PA) , d'autre part que KN MK est un sous-groupe compact "pres-

que maximal" de MX ; on déduit immédiatement de 12 que, si k r--)/\}' (k) est une repré=-
sentation de dimension finie de K, et si V est un sous—-espace admissible de L (M"/Mb)

la composante isotypique de type Jde v (obtenue en faisant opérer, par les transla-

bY

tions & gauche, KnMK sur V) est de dimension finie. Les fonctions ¢" pour lesquelles

on peut effectuer le prolongement analytique sont alors celles qui vérifient les condi-
tions suivantes : les fonctions m" —> 9 "(gm") appartiennent & un sous-espace admis-
sible donné V de Li(MK/M‘Q') ; ona g"(kg) = z\}'(k)lp"(g) pour tout k € K ; enfin, ¢ "
M

QM}\U‘A y et pour

tout g € GA 1'expression q)(gt") est ¢ sur le tore réel '1‘": . Pour ces fonctions,

est & support compact modulo P ou, ce qui revient au méme, modulo T
A

les séries d'Eisenstein (7.15) se prolongent analytiquement en des fonctions méromor-
phes dont les singularités ne dépendent que du choix de +/° et de V; et on a une équa-~
tion fonctionnelle que 1'on peut exprimer en écrivant que, pour w € W(T",T'), on a la

relation

(7.17)’ E j L "(gxutw, )\")du' = E?“(g, )\u)
) 1 1 1
GQ/PQ UA/UA(\ w( U'A)
on aura soin de faire attention au fait que les valeurs de A pour lesquelles le pre-

mier membre a un sens n'ont aucune chance de rendre convergente la série (7.15) qui

définit le second membre; la relation (7.17) suppose donc qu'on a d'abord effectué le
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prolongement analytique des séries d'Eisenstein! On laisse au lecteur le soin d'écrire
sous cette forme 1'équation fonctionnelle des séries d'Eisenstein dans le cas du groupe

SL(2), que 1'on trouvera dans 6 , relations (3.10) et (3.15).

Comme nous l'avons dit au début, il serait intéressant de poursuivre cet exposé
en indiquant les méthodes utilisées pour établir la relation (7.17), et pour en déduire
(ce qui demande encore beaucoup de travail) la décomposition spectrale de LZ(GA/GQ) .
Comme les quatre-vingt dix minutes dont dispose le conférencier sont, maintenant, sur
le point d'&tre épuisées, et comme il n'a pas encore suffisamment compris certains
aspects de la théorie de langlands pour &tre vraiment en mesure de tout exposer, il

lui semble préférable de remettre la suite & plus tard.
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