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Séminaire BOURBAKI
19¢ année, 1966/67, n° 320 Février 1967

RESOLUTION DES SINGULARITES
(d'aprés Heisuke HIRONAKA)

par Jean GIRAUD

1. Introduction.

Notre but est moins d'exposer le contenu de [4} que de faire voir que, con-
trairement & une croyance assez répandue, ce mémoire est accessible & un ldrge
public. Pour le lire il suffit de savoir ce qu'est un schéma et de connaftre quel-
ques résultats d'algdbre commutative d'énoncé fort simple.

Donnons d'abord 1'énoncé le plus naif.

THEOREME 1.- Soit X une variété algébrique irréductible et réduite sur un corps

de caractéristique O . I1 existe une variété algébrique non singulidre ¥ etwn

morphisme p :IJ‘('—--.‘ X tels que :

(1) P est surjectif et projectif ;

(i) soit U= {x eXx i9-x 5 &st régulier } » 8lors p induit un isomorphisme
— ’

iU,

Rappelons que U est ouvert et que, par suite, p est biratiomnel, Si X
est une courbe, il suffit de prendre pour if la normalisée de X . Si X est une
surface, la premidre démonstration satisfaisante remonte & J. WAIKER [6] lorsque
k=0, puis vint ZARISKI qui donna plusieurs démonstrations et ABHYANKAR qui
étendit le théordme & la caractéristique p (corps de base parfait). Si

dim(X) = 3 , le théordme est démontrd par ZARISKT (7] et ABHYANKAR [2] vient de

1'étendre au cas d'un corps de base parfait de caractéristique # 2 » 3 5 5. Nous
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renvoyons pour plus de détails au chapitre O de [4 ] et aux introductions de U]

et [2], ces trois références fournissent également une abondante bibliographie.

On déduit immédiatement du théordme 1 le corollaire que voici.

COROLLATRE 2.~ Soit K une extension de type fini d'un corps k de caractéris-

tique O . Il existe un sous-préschéma fermé X d'un espace projectif sur k ,

qui est régulier, et un k-isomorphisme i : k(X)22Zs K, ou k(X) est le corps

des fonctions de X .

On dit que (X,i) est un moddle non singulier de K . La question naturelle

qui se pose alors est de comparer les différents mod2les de K et, en particu-
lier, certains de leurs invariants cohomologiques (cohomologie & valeurs dans le
faisceau structural, groupe de BRAUER etc...) ; on esptre que ces derniers ne
dépendent que de X . Dans cette direction, on a le résultat suivant de ZARISKI :

THEOREME 3.- Soit X une surface projective non singuli®re sur un corps k (de

caractéristique quelconque). La catégorie des moddles non singuliers du corps des

fonctions de X admet un objet final (appelé moddle minimal), sauf si X est une

surface réglée.

Que les surfaces réglées fassent exception est un fait élémentaire ; qu'elles
soient les seules ne 1l'est pas du tout (8] . En dimension supérieure, HIRONAKA
sait démontrer le résultat suivant.

THEOREME 4.- (Car. 0) Soient X, et X, deux variétés projectives non singu-

P D.
lidres et soit X 4—1 X —2> X, une correspondance, p, et p, étant propres

q q
et birationnels. Il existe des morphismes X1 (———1— Xt ——-?-a X2 , obtenus en compo-

sant des éclatements de centre non singulier. (N. B. X est donc non singulier).
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RESOLUTION DES SINGULARITES

On en déduit des isomorphismes H(X,,0, ) 22 Hi(xz,o ),i 0. ABHYANKAR [2]
10X, 2x,

obtient un résultat analogue en dimension 3 , le corps de base étant algébrique—

ment clos et de caractéristique #2 ,3, 5.

2. Schémas excellents.

Le principe de la démonstration de HIRONAKA exige que 1l'on ne se limite pas
aux variétés algébriques sur un corps. En effet, la plus grande partie du tra-
vail se fait aprés avoir remplacé X par le complété de 1'amneau local de 1l'un
de ses points. Les objets & considérer sont les schémas (1) excellents, les spé-
cialistes consulteront (EGA IV 7) & ce sujet. Signalons que le spectre d'un
anneau local complet (exemple : un corps) est excellent et que si f : X—> Y
est un morphisme de type fini, X est excellent d®s que Y 1l'est, ce qui prouve
qu'il y a beaucoup de schémas excellents. Nous retiendrons que si X est wn

schéma excellent on a :
(E) le lieu singulier de X est fermé,
(E") pour tout x €X , si A est 1'anneau local de x et A son complété,
pour tout A-schéma de type fini Y , le lieu singulier de ¥ =Y x, A est
1'image inverse de celui de Y par la premidre projection f—57Y.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat de HIRONAKA sous sa forme la plus

utile.

GRAND THFOREME.- Soient X un schéma noethérien excellent de caractéristique 0

(2) et soit U un ouvert de X contenu dams 1'ensemble des points réguliers de X .

(1) Conformément au nouvel usage, on dit désormais schéma pour préschéma et schéma
séparé pour schéma.

2 p P .
(“) Un schéma est de caractéristique 0 si les corps reésiduels de tous ses points

sont de caractéristique O .
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~
I1 existe un morphisme projectif et surjectif p : X—— X +tel que :

(1) X est régulier ;

(i)  p induit un isomorphisme p (V)T ;

(i4i)  1le schéma D obtenu en munissant p_‘l (X - U) de 1la structure induite

réduite est un diviseur & croisements normaux.

La dernidre assertion signifie que, pour tout x €D , il existe un systime

régulier de paramdtres (zi) de Oy . tel que toute composante irréductible de
b4

D soit définie, au voisinage de x , par l'annulation de 1l'un des Zg

3. Platitude normale.

Cette notion introduite par HIRONAKA joue un réle fondemental.

DEFINITION 5.- Soient X wun schéma et Y un sous-schéma fermé défini par un Idéal

quasi-cohérent I . Soit x€ X . On dit que X est normalement plat le long de

Y en x si le faisceau d'algdbres gradudes (sur Y )
_ +1
o) = ey = B /e

est plat sur ¥ en x .

Si X est localement noethérien (comme tous les schémas que nous envisagerons)

la condition signifie que chacune des composantes In/In'H est un _QY-Module loca-
lement libre (de type fini). Pour obtenir une interprétation géométrique de cette
notion, rappelons que l'on appelle

- espace tangent (de ZARISKI) & X en x €X le spectre Tx(X) de Symk(m/mz),
oi m est 1'idéal maximal de 1'anneau local A de X en x et k son corps rési-
duel.

- cbne tangent & X en x le spectre Cx(X) du gradué associé grm(A) .

- cbne normal & X le long de Y le spectre CY(X) de grY(X) .
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RESOLUTION DES SINGULARITES

Les deux premiers sont des schémas sur le corps résiduel k et le dernier est

un Y-schéma. De plus, on a un diagramme commutatif de k-schémas :

¢ (1)—s ¢ (x) 2y 0 (x),

! |

TX(Y)———> Tx(x)

ou les morphismes du carré sont des immersions fermées et ou CY(X)x = CY(X) Xy Spec(k) .

THEOREME 6 (HIRONAKA).- Soient X un schéms localement noethérien et Y un sous~

schéma fermé régulier. Pour que X soit normalement plat le long de Y en x €Y

il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifides :

(1) Tx(Y) + cx(x) = Cx(X) au sens de la loi de schéma en groupes de Tx(x) .

(1) Le morphisme naturel déduit de p grice & (i)

¢ (X)/r (X) = cy(x)_

est un isomorphisme.

On trouvera un énoncé plus complet dans [EGA IV 19.7.1 ] ; ce théordme n'est
pas trivial ; bien entendu, il suffit de le démontrer lorsque X est le spectre
d’un anneau local complet., Remarquons que, puisque Y est régulier, on a

¢ (¥) =1, (Y) . Les conditions (i) et (i) signifient que le cbne C _(X) est wn
cylindre de directrice le vectoriel Tx(Y) et de base cY(x)x . Précisons notre

remarque par un lemme qui sera utile plus loin.

LEMME 7.~ Soient T* un espace vectoriel de dimension finie sur un corps k ,

I un idéal gradué de S = Symk(T*) . Posons T = Spec(S) , C = Spec(S/I) . On

note W* 1le plus petit sous-espace vectoriel de T* tel que, si on pose

W = Spec(S/W*S) ;, on ait W+ C =C au sens de la loi de groupe du schéma T .

Alors W' est le plus petit sous-espace vectoriel de T* +tel que 1'idéal I soit

engendré par des polyndmes par rapport aux t& W* , c'est-d~dire tel que
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(Ir\Symk(w*))S = I.

On dira que W est la directrice du céne C .

Grice au théortme 6, prouvons que la singulerité de X est la méme en tous

les points de Y . Bien entendu, on mesure cette singularité grfce aux fonctions
de HILBERT-SAMUEL

X(z,n) = ;n rangk(mn/mn+1)
Y(x,n) - OéEiﬁn rangk(m'n/m'n“")

&, Y)(zm) = o;n ramgk((x"/rn‘”’)ez’oY k)

ou x€EYCX, nEN, o n (resp. m' ) est 1'idéal maximal de 1'anneau local
de X (resp. Y)en x, o0 I est1'Idéal de Y dans X et ou k est le corps

résiduel de X et Y en x .

COROLLAIRE 8.- Si Y est régulier, fermé dans X , et connexe et si X est nor-

malement plat le long de Y , alors (X,Y)(x,n) ne dépend pas de x et 1l'on a

X(x,n) = ZY(x,p).(X,Y)(q) ’ €Y.

pq=n

En effet I%/12

teur q ‘l‘x(x).————) Tx(Y) induit un isomorphisme de k-algdbres graduées

est localement libre, et d'aprds le théordme 6, tout projec-

srm.(gy'x) ®, (ery(X) ®2Y k)L S”m(i’x,x) .

COROLLAIRE 9.~ Si, de plus, X est régulier en un point de Y , il 1'est en tout

point de Y .

En effet, pour qu'un anneau local de dimension r soit régulier il faut et il
n+r
)

suffit que sa fonction de HILBERT-SAMUEL soit égale & ni——> (
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4. Eclatements permis.

Ce sont les opérations qui permettent de construire le morphisme résolvant

o
X—> X du théoréme 4.

DEFINITION 10.- Soient X un schéma, Y un sous-schéma fermé défini par un Idéal

quasi-cohérent I . On dit que le X=-schéma X' = ij(ne?o %) est obtenu en

v

faisant éclater Y dans X . On dit que Y est le centre de 1'éclatement.

Si Y est régulier et si X est normalement plat le long de Y , on dit que

1'éclatement est permis.

PROPOSITION 11 (triviale).- Si U=X~Y, la projection naturelle p : X'—X

induit un isomorphisme p"1 ()25 U . Si on pose Y' = X! X;Y,ona

Y = Pro,j(g:rY(X)) et Y' est un diviseur de Cartier de X' . Si 1'éclatement

est permis, alors Y' est plat sur Y et pour tout point x€&Y , si X; est

la fibre de X' en X , 1l'immersion X}'{—) X' est régulidre, Si X et Y sont

réguliers, il en est de méme de X' et Y' .

L'avant dernidre assertion signifie ici que grzg,:(X') est localement isomorphe
4 une Algdbre de polyndmes sur 235’( . Les éclatements permis ont une vertu cardi-

nale : iis permettent de résoudre les singularités. Précisons.

DEFINITION 12.- Soient V un schéma et X un sous-schéma fermé, On dit que le

couple (V,X) est résolu si X est régulier et si V est normalement plat le

long de X , On dit que V est résolu si le couple (V,V - d) 1'est,

Notons que (V,X) est résolu signifie que X est un éclatement permis pour

V . Pour un schéma réduit, résolu équivaut & régulier. Etant donné un couple
(VO,XO) » ou X est fermé dans V, . Soit B un sous-schéma fermé de X tel
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que :

(1) (VO,BO) et (XO,BO) sont résolus ;

(ii) pour tout xE€ B_, le couple (V ,X ) n'est pas résolu en x .
(S oo

On considdre alors les schémas V1 et X1 obtenus en faisant éclater Bo dans

Vo et Xo . I1 est immédiat que X1 est un sous-schéma fermé de V1 et que le
morphisme V1—.>Vo est surjectif et projectif et induit un isomorphisme

1 (0)~5 U, od U est l'ouvert des points de V, o (V,X) est résolu
(condition (ii)). Soit alors B, un sous-schéma fermé de X, tel que les condi-
tions (i) et (ii) soient vérifiées quand on y remplace O par 1 . On construit

X2C V, . D'ol, par récurrence, la notion de suite d'éclatements permis.

GRAND THEOREME (bis).- Soient V, un schéma excellent noethérien de caractéris-

tique 0 et Xo un sous=schéma fermé de Vo . Il existe une suite d'éclatements

permis (Vi,Xi) » 0£i<n , telle que (Vn,Xn) soit résolu. De plus si

P.

;¢ Xn-—> X, ; 0%i<n , est le morphisme naturel, le schéma

i

D= E_,I pT‘ (B,) , ol B, est le centre du i-2me éclatement, est un diviseur
0<i<n "1 " 1 -_ 1

~

& croisements normaux.

En supposant que Vo = XO est réduit, on trouve la premidre forme du grand
théoreme.

5. Un éclatement permis ne peut que diminuer la singularité.

I1 faut d'abord donner une mesure de celle-ci. Soient A un anneau local noe-
thérien, m son idéal maximal et I 1'idéal de cx(x) dans TI(X) ( X = spec(a),
x est son point fermé). On a une suite exacte :
2 .
0—>I—s> Sym (0/n°) —s gr (A)—> 0 .

On note I~ 1'idéal engendré par les é1éments de degré <n de I et cx(x) (n)
le cbre correspondant. On note wx(x) (n) 1a génératrice de cx(x) (n) , (1emme 7).
On a des immersions fermées
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cx(x) C...C cx(x)(n) c Cx(X)(n -1)c...C cx(x)(1) = ‘I‘x(X)
U U V) I
wx(x) c...C wx(x)(n) c WX(X)(n -1)C.., cwx(x)(1)

DEFINITION 13.- On pose

a(x,X)(1) = -b(x,X)(1) = -ain(? (X)(1))
et, pour nEXN, n=>2,

n /. n-i .
a(x,X)(n) = rangk(ln/ln ), b(x,X)(@n) = d:.mk(Vx(X)(n)) .
La définition reste valable pour un point x d'un schémae X : on remplace ce

dernier par l'anneau local de x . HIRONAKA travaille avec un schéma régulier R
dans lequel est plongé X comme sous-schéma fermé, I1 définit deux suites D et

T dont la connaissance équivaut & celle de a(x,X) , b(x,x) et de la dimension

de l'anneau local de R en x .
Justifions le sous-titre.

THEOREME 14.- Soient X un schéma excellent noethérien, Y un éclatement permis

et x' un point du schéma éciaté X' fermé dans sa fibre et de projection x&EX,

tel que 1'extensior résiduelle soit séparable. Alors on a

a(x',X') > a(x,X) (ordre lexicographique).

Si ces deux suites sont égales, on a

b(x',X') £ b{x,X) (ordre lexicographique).

COROLLAIRE 15,- Soit p; 3 Xi+1 — Xi y 1€ N , une suite d'éclatements permis

telle que Xo soit excellent., Soit xiE Xi une suite de points telle que

pi(xi +1) = x; , 1'extension k(xi H )/k(xi) étant séparable et e fermé dans

-1 .
v (xi) . La fonction
ib—s (a(xi,Xi) ,b(xi,Xi))

(& valeurs dans les couples de suites) ne prend qu'un nombre fini de valeurs.
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On déduit le corollaire du théorime en prouvant que la longueur des suites a
et b est bornée indépendemment de i . N. B. Les suites a et b sont évidem-
ment stationnaires. Quant au théoréme, voici, en gros, 1'idée de la démonstration :
en vertu de cx(x)/Tx(Y) = CY(X)X (platitude normale), la singularité de X en
x est la méme que celle du cdne normal CY(X)x » celle-ci est plus mauvaise que
celle de Proj(CY(X)x) or cet espace projectif est la fibre en x de 1'éclate-
ment X'—» X et 1l'on compare cette fibre & X' en notant que 1'immersion
X;--; X' est régulidre.

On apergoit maintenant le principe de démonstration du grand théordme : montrer
que 1'on peut trouver un éclatement tel que les inégalités du th. 14 soient strictes

et recommencer assez longtemps. Essayons de donner plus de détails.

6. La récurrence.

On formule le probléme grfce & quatre énoncés fort précis que 1l'on démontre
similtanément par une récurrence savante. Les énoncés et définitions nécessaires,
trop longs et trop subtils, n'ont pas leur place ici, voir {4] et [5] . Nous nous
contentons de suggérer une des idées. On travaille par récurrence sur la dimension
n du schéma & résoudre Xo et sur celle N d'un schéma ambiant régulier R .

Par un argument & la Mittag-Leffler, il résulte aisément du corollaire 15 qu'il

suffit essentiellement de démontrer le

THEOREME 16.~ Sous les hypothéses du grand théordme, si Vo = Xo , il existe une

suite fi 2 X

T Xi s 1< i<r , d'éclatements permis telle que

(1) 1'image par Xn—; XO du lieu singulier de Xn se compose d'un nombre

fini de points fermés,

(1) pour tout x'€ X_ , fermé dans sa fibre, on a a(x',X ) >a(x,X ), ou
2 = n n ol ' 2=

bien a(x' ,xn) =a(x,X°) et b(x ,Xn)/.b(x,xo) .

I1 n'est pas trop difficile de trouver une suite d'éclatements permis telle
que 1'on ait (i). Quant & (ii), c'est moins simple. Ayant fait une suite d'écla-

tements permis pour obtenir (i), on considdre x'€ Xn tel que les suites a et
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b n'aient pas changé. Il faut trouver un éclatement permis dans Xn pour remé-
dier & cela. Pour utiliser 1'hypoth®se, traduisons-la en termes de la fibre en x
de Xn—ex s ou x est la projection de x' . Pour simplifier, supposons que

n =1 , L'hypoth®se signifie alors que x' est un point de Proj(CY(X)x) dont
la singularité est aussi mauvaise que celle du sommet de CY(X)X .« On voit bien
que cela signifie que le cbne CY(X)X est un cylindre de directrice non nulle W
et que x'€ Proj(W) . Plus précisément

THEOREME 17,- Soient k un corps, ™ un espace vectoriel de dimension finie sur

k, S= Symk(T*) » I 'un idéal gradué de S et x' un point fermé de

X' = Proj(S/I) tel que a(x*,X')< a(x,C) pour 1'ordre lexicographique, ol

C = Spec(S/I) et oi x est le sommet de C . Alors x' appartient & la variété

linéaire Proj(S/W*S) , o W* est le sous-espace vectoriel de T* qui définit

la directrice de C (lemme 7).

Lorsque k est parfait, ce résuitat se trouve essentiellement dans [4] .
J'apprends que HIRONAKA vient de le démomtrer sous la forme indiquée. Il semble
qu'il sache établir sans hypothdse sur les caractéristigues résiduelles tous les
résultats intermédiaires énoncés jusqu'ici. Il suffirait alors de généraliser
1'énoncé du numéro suivant pour prouver le grand théordme sans hypothése sur les
caractéristiques résiduelles. On notera que ce résultat conjectural contient la
résolution des "variétés arithmétiques". Dans cette direction, on doit &
ABHYANKAR [1] le cas d'un schéma X fibré en courbes sur un anneau de DEDEKIND
excellent & corps résiduels parfait (donc dim(X) =2 ),

7. Parametres et équations stables.

Pour prouver l'assertion (ii) du th. 16, le th. 17 donne en gros 1'espace tan-
gent de 1'éclatement permis cherché. Pour obtenir celui-ci il faut une meilleure
prise sur 1'anneau local de x' . On comstruit pour cela, au voisinage de x , des
paramétres de 1'espace ambiant régulier et des équations du schéma & résoudre qui
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possédent de belles propriétés et qui em domment d'autres, au voisinage de x' ,
possédant les mémes propriétés.

Soient R un amneau local régulier complet, de caractéristique résiduelle

nulle, J un idéalde R, A=R/J, X =Spec(d) , R=5pec(R) , x 1le point

fermé de R, M 1'idéal maximal de R,

THEOREME 18,- I1 existe 2, €M, 1<i<r , faisant partie d'un systime régulier

de parametres et un systime fj s 1= 3<m, de générateurs de J tels que :

(1) pour tout n€N, n21, si t(n) = dim R = b(x,X)(n) , Zyso0esZy(n)

forment une base du vectoriel WX(X)(n)* qui définit la directrice de Cx(X) (n) ;

(i1) soit P un idéal de R tel que Y = Spec(R/P) soit régulier. Pour que

1'éclatement Y soit permis pour X , il faut et il suffit que, pour tout neN
et tout a, 1=a<m, onait fa€Mn=> faEPn ;

(ii1) (Stabilité) Pour toute suite b s X, —X

. 5 0 0$i<n,X°=X,

d'éclatements permis et tout x'€ Xn fermé dans sa fibre et de projection x ,

tel que a(x',xn) = b(x,X) , les transformés (z;) et (fa) de (zi) et (fj)

possddent les propriétés (i) et (ii) relativement aux annesux locaux en x' des

aschémas éclatés R. et X
—_— = n = "n

Remarque.~ Le transformé de g& R par un éclatement est défini comme suit : g
définit une hypersurface H de R, on fait éclater YN H dans H , d'ou une
bypersurface H' de E" qui est définie localement par une équation g' , connue
4 une unité prés.

C'est sans doute le point le plus délicat du mémoire ; il semble que ce soit
maintenant le seul résultat pour lequel on ait besoin que la caractéristique rési-
duelle soit nulle.
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