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Séminaire BOURBAKI
150 année, 1962/63, n° 245
Décembre 1962

PLONGEMENTS DE VARIéTﬁS DANS LE DOMAINE STABLE

par André HAEFLIGER

Soit V une variété différentiable compacte de dimension n et soit M une
variété différentiable de dimension m « On se propose de réduire & un probléme
d'homotopie le probléme de la classification des plongements différentiables de

V dans M, lorsque m > -%(n + 1) (domaine stable).

On se bornera i considérer le cas différentiable, bien que des résultats remar—
quables et beaucoup plus forts aient été obtenus dans le cas combinetoire pear
E. C. ZEEMAN et son école ; dans le domaine stable cependant, les deux points de
vue, combinatoire et différentiable, sont sans doute équivalents. On ne dira
également rien de ce qui se passe en dehors du domaine stable, par exemple sur
1l'existence de sphires nouées différentiablement. Enfin les théorémes de non-
existence de plongements basés sur 1'étude des classes caractéristiques ou sur
la K-théorie (ATIYAH, HIRZEBRUCH) ne seront pas considérés, puisqu'on s'intéres-

sera ici surtout & des théorémes d'existence.

Sauf mention explicite du contraire, toutes les applications considérées se-
ront différentiables.

Un plongement f de V dans M est une application biunivoque de V dans
M dont le rang est partout égal 3 n = dim V . Deux plongements fo et fl de
V dans M sont isotopes s'ils sont reliés par une homotopie £y (dépendent
différentiablement de t ) telle que ft soit un plongement pour tout *t ft
est appelée une isotopie. Cette définition est équivalente & la suivante, en sup-
posant toujours V compacte (cf. THOM [6]) ; les plongements £, et f, sont
isotopes s'il existe une homotopie h, : MM qui, pour chaque t , est un

difféomorphisme, telle que ho soit l'identité et £, =h fo .
Le plan de l'exposé est le suivant :

§ 1 : Enoncé du théoréme declassification des plongements de V dans 1l'espace
‘s m P . N . . 42
numerique R, suivi de quelques applications qui doivent montrer 1'intér8t du
théoréme.

§ 2 : Enoncé dn théordme A de classification des plongements de V dans M

(qQui contient le précédent comme cas particulier) et quelques applications.
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A. HAEFLIGER

§ 3 et § 4 : Grandes lignes de la démonstration du théoréme A.

Le théoréme A représente 1'abdutissement de recherches initides par VAN KAMPEN
(L], WHITNEY [2], WU WEN TSUN [3] et [5] et A. SHAPIRO [4].

ls Plongements de V dans R" .

Lol - &y est la diagonale de V xV et VxV = &; est le complémentaire

de AV dans V x V . Une application équivariante F : V xV = AV - Sm"l est

une application continue telle que F(x , y) == F(y , x) , pour x,yeV,
x #y « Une homotopie équivariante est une homotopie qui est une application
équivariante pour chaque valeur du paramétre.

THEOREME A . - L'application associant 3 tout plongement £ : V » K" llappli-

cation équivariante

Ti Val-n -8
définie par

T, y) =2 =1

induit une application des classes d'isotopie de plongements de V dans R®

dans les classes d'homotopie équivariante de V x V = &y dans st

Cette application est

a. surjective si 2m>3(n+ 1) ,
be bijective si 2m>3(n+ 1) .

- * ’ ’ 3 ’ 3
1.2+ Interprétation du théoréme. - Soit V  le carré symétrique réduit de V ,

c'est-d~dire le quotient de V x V - A, par la relation qui identifie =,y
et (y, x) « Ie quotient du produit (V x V - Av) x Sm-1 obtenu en identifiant
(x,y,s8 et (y, x, ~s) estun espace fibré E de fibre ot , groupe
structural Z‘2 et de base V* 3 il est associé au revétement V x V - by > vr.

I1 est clair que les classes d'homotopie équivariante d'applications de

VxV - AV dans Sm"l correspondent bijectivement aux classes d'homotopie des

sections de E .

Dans le domaine stable, le probléme de la classification des plongements de V
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PLONGEMENTS DE VARIETES DANS LE DOMAINE STABLE

dans R" est ainsi ramené a celui de la classification des sections de E , qui
est un probléme classique d'homotopie. La cohomologie modulo 2 de V¥ est cal-

culée dans [8].

1 03. AEZElicatiOnS .

ae Invariance topologique de la classification dans le domaine stable.

b. Non-existence de noeuds dans le domaine stable [9]. On remarque que le pro=-
duit symétrique réduit (s™* de S" a le mfme type d'homotopie que 1'espace pro-
jectif réel PO , car c'est un rétracte par déformation du produit symétrique ré-
duit de la boule Bm'1 + Donc toutes les sections de E sont homotopes si
m>n+ 1l . D'aprés le théoréme Ao’ deux plongements de S dans R® sont tou-

jours isotopes si 2m >3(n + 1) .

c. Classification des chatnes (links). Une 2-chatne dans R" est wi plonge-
ment f dans R® de 1l'union.disjointe V =SP u S? de deux sphéres. Si
m> max(p , q) + L , les classes d‘homotopie de sections de E correspondent

canoniquement, d‘'aprés (b), aux éléments de
1 me1
HP*Y(SP « 8%, o (™ =n_ (S .
U x5, () = x (67

Si 2m > 3(max(p , q) + 1) , les classes d'isotopie de R~-chafnes dans "
correspondent aux éléments de 7t (Sm-l) « Interprétation géométrique : si
£f: SPuUSTLR® estun plongement, £(sP) représente, dans le complémentaire
de £(s%) , qui a le type d'homotopie de sm-a-t , un élément A 5 de
%(Sm"q'l) (les restrictions de dimension signifient que ce gror;-u’)e est stable) ;
par suspension A, 2 donne au signe prés 1'élément de np+q(Sm' ) qui carac-
térise la classe de f

de la premiére obstruction. Ia premiére obstruction que 1'on rencontre pour
plonger V dans " s c'est-d-dire la premiére obstruction & la construction
d'une section de E , est un élément de H (V¥ , Z(m)) , Ou Z(m) désigne les
entiers si m est pair, et les entiers tordus par le revétement V x V —Av - V*

si m est impair.
8i V est connexe, alors Hzn(V* ,2) =0, car V¥ est une variété connexe
ouverte de dimension 2n . Donc toute variété V@ compacte peut &tre plongée

dans R°® (WHITNEY [2]).

On peut montrer en général que la premiére classe obstruction s'anmile si et
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A. HAEFLIGER

.

seulement si W- = 0 pour i2m-n, ou W' est 1a i-idme classe de Stiefel-
Whitney normele de V (& coefficient entier, entier tordu ou modulo 2 suivant

les cas).

D'autre part si V est homologiquement (k = 1)-connexe, c'est-a-dire si
H(V,2) =0 pour i<k, alors H(V") =0 pour j>2n -k et tout groupe
de coefficients (cf. [10]). On a donc :

THEOREME. - Soit V une variété close de dimension n et homologiquement
(k = 1)-connexe. 8i 2(k + 1) <n, V peut 8tre plongée dans P i et

seulement si W =~ =0 .

(Un théordme légérement moins fort est démontré dens [11].)

e+ la premidre classe différence. Si £, et f; sont deux plongements de V
dans R" , la preniére obstruction & construire une homotopie, reliant les deux
sections de E correspondant & f_ et f; , est un élément de H™' v* , Z(m)) .

Donc les classes d'isotopie de plongements dans R:Zm'1

d'une variété V de
dimension n , avec r composantes connexes sans bord, correspondent bijectivement
aux systémes de r(r - 1)/ entiers ou entiers modulo 2 qui sont les nombres
d'enlacement de ces composantes. En particulier, si V est connexe, tous les

plongements de V dans ke , n>1, sont isotopes (WU WEN TSUN [4]).

Lorsque V est une variété close orientable et homologiquement keconnexe,

k>0, alors

okl (V* ¥ (y)

Z =
()
avec coefficients entiers ou modulo 2 suivant que n - q est impair ou pair.

On a donc 1le

THEOREME. - Soit V une variété close orientable, de dimension n et homolo~-
giquement k-connexe. Si 2(k + 2) < n , les classes d'isotopie de plongements de
<n-K ) P k=T kT
V dans R correspondent aux éléments de (V, 2) ou v, Zz)

suivant que n - k est impair ou pair (cf. [11]).

Soit maintenant V close, connexe et non-orientable, et soit Vo le complé-

mentaire d'un pointe. Alors

Pt z(q))=H"’1(v0 , 228N, 2) o BN, 5,)

66



PLONGEMENTS DE VARIETES DANS LE DOMAINE STABLE

suivant que n = q est pair ou impair. On a donc

THEOREME. - Pour n > 4 , les classes d'isotopie des plongements d'une variété

. . R <n
close V connexe et non orientable de dimension n dans R correspondent aux

é1énerts de BNV, 2)/2H"7NV ,2) ou Hn“(vO ,%,) suivantque n ost pair ouimpsir,

Par exemple, pour n >4 , les classes d'isotopie de plongements de l'espace

projectif réel Pn dans R2n correspondent aux entiers ou aux entiers modulo 2

suivant que n est pair ou impair.

2. Plongements de V dans une variété M.

Rele = Soient X et Y des espaces topologiquese Une application continue
Fi: XxXaYxY costdite équivariante si elle commte avec les symétries qui
échangent les facteurs de XZ et "« Elle est isovariante si de plus

~l
F (AY) =AX o

THEOREME A. - Soient V une variété compacte de dimension n et M une va-

riété de dimension m .

as Supposons 2m > 3(n + 1) « Une application contimwe f : V » M est homo-
tope & un plongement f; si et seulement s'il existe une homotopie équivariante

Ht: \’2—»M2

reliant 1‘2 a une application isovariante H « On peut construire fl de sorte

que ff et H soient reliés par une homotopie isovariante.

o« S 5 2 1) . U i i y
be Supposons- 2m > 3(n + 1) . Une homotopie f'r; reliant deux plongements fo
et f; de V dans M est homotope & une isotopiedl et seulement s'il existe

une homotopie équivariante

2
H,C,t.V—»MZ ,

N 2
ot ¢ ,tel0, 1], reliant £ =H_ . & une homotopie isovariante H_,
(ct. [12]). ’ ’
relie deux homotopies h. et h,é si

(On dit gqu'une homotopie N
}
ho:hé et hl"bz 1 :h{ .)

_ — 1]
h =h h’c,l "h‘c ’ ho,t

h
T
T,0 T =

On peut également formuler un théoréme relatif dans le cas ou f est déja un

plongement au voisinage d'un fermé A c V (ef. [L2]).
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2424 Agglioation .

as Invariance topologique.

b. Homotopies équivalences. Pour une application contimue £ de V dans M ,

ni(f) = 0 signifie que f induit un homomorphisme injectif T ) - L (M)
et un homomorphisme surjectif ni(V) - ni(M) » On peut démontrer la proposition
suivante.

PROPOSITION. - Soit f une application de la variété close V dans M telle
que n:i(f) =0 pour ig2n~-m+ 1, Si m>n, il existe une homotopie équi-

variante reliant f~ &4 une application isovariante de ' dans s .

Comre corollaire de cette proposition et du théoréme A (cf. [9l) :

THEOREME. - Soient V wune variété close et £ : V - M.
1°8i 2m23(n+ 1) et si ni(f) =0 pour i<2n-m+ 1, alors f est

homotope & un plongement.

De la proposition analogue pour les isotopies et du théoréme A (b), il résulte :
2°8i 2m>3(n+ 1) et si ni(f) =0 pour i< 2n -m+ 2 , deux plongements

f, et f; de V dans M homotopes & f sont isotopes.

co Cas ot M est (Rn - m + l)-comnexe (c'est-a-dire ox ni(M) =0 pour
i<2n-m+ 1), On a alors une théorie des obstructions analogue & celle du pa-

ragraphe 1.

Soit TO(AM) 1l'espace obtenu en identifiant en un point le complémentaire dans
M x M d'un voisinage tubulaire symétrique de AM 5 la fibre de ce voisinage tu=-
bulaire devient alors une sphire S" c To(AM) « L'involution qui échange les
facteurs de M x M induit une involution sur TO(AM) « Toute application continue
f: V- M définit une application équivariante de V xVv - &y dans TO(AM)
obtenue en composant iz (restreinte 3 V x V - Av ) avec la projection naturelle
de Mx M sur TO(AM) «5i M est (2n -~ m + l)-connexe, cette application est
homotope d'une maniére équivariante & une applicationde V x V - Ay dans
st ¢ TO(AM) , dont la classe d'homotopie équivariante est bien déterr/r\ninée. A cette
application correspond, comme plus haut, une section Sp du fibré E qui est la
suspension du fibré E défini en L.2. Le fibré £ a pour base V* ot pour
fitre S™ 3 son groupe structural est engendré par l'application linéaire de s™
laissant fixe pble nord et pble sud et se réduisant 3 la transformation antipo-
dique sur 1'éq}\1&teur. La classe d'homotopie de S ne dépend que de celle de
£ . Le fibré E posséde une section canonique s, @associant & chaque point le
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PLONGEMENTS DE VARIETES DANS LE DOMAINE STABLE

pdle nord de la fibre S™ au~-dessus de ce point.

On peut démontrer la proposition suivante s

PROPOSITIONs - Soit f une application continue de V dans M ; supposons que
M est (2n - m+ l)-connexe et que m >n + 1 . Alors £ est relié par une

homotopie équivariante & une application isovariante si et seulement si les sec—

tions Sp et 5o de B sont homotopes.

I1 en résulte, en vertu du théoréme A (a) :

THEOREME. - Soit £ : V- M od V est compacte et M est (2n - m+ 1)=-
connexe. Supposons 2m > 3(n + 1) + Alors f est homotope & un plongement si et
seulement si les sections Sp et 8, de E sont homotopes.

On est donc ramené dans ce cas & un probléme classique d'obstructions. Voici

d'ailleurs comment on peut voir géométriquement 1'obstruction. Soient f et g
des plongements de deux disques DP et D? dans M tels que

£ODP) n g(®Y) = £(OP) n g@DY) =¢ .

On peut supposer que f£(DP) et f£(D?) se coupent transversalement. Leur intersec-
tion est alors une sous-variété W de f£(DP) mnie d'un champ de (m - g)-repéres
normaux F , obtenu en prenant la restriction & W d'un champ de repéres normaux
3 g% (qui sont alors tangents & f£(DP) moyemnant des identifications évi-
dentes). La construction de Pontrjagin~Thom appliquée 3 la sous-variété W munie
du champ F détermine un élément de np(Sm"q) , qui sera appelé le coefficient
d'intersection i(f , g) de f et g . De mme i(g , £) est un élément de
n_(S™P) ; les suspensions stables de ces éléments sont égales au signe prés. Si

M est (p+q=m+ 1)—comexe et si 2m >max(p , q) + p + g+3 , la mllité

de i(f , g) est une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une
isotopie ft de f , fixe sur pP , telle que

£,(0F) n g@D?) = ¢
et que

£,0P) ng(d?) =¢

On pourrait aussi formuler un théoréme analogue concernant les isotopies.
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A. HAEFLIGER

Comme application du théoréme précédent, considérons une variété close V homo~
logiquement (k - l)=connexe et soit f£: Vo M, ot M est une variété de di-
mension 2n -k et (n -k + l)-comnexe. Alors pour que f soit homotope & un
plongement, il faut et il suffit que la premiére obstruction & déformer sp en
s, soit nulle Si Wo est la classe de Stiefel-Whitney du fibré TV - TM (fi-
bré normal & f ) et si £F Af V est 1'image par £ ¢ H*M) - H*(V) de la
classe duale & la classe d'homologie de M représentée par fV , cette obstruc~

tion s'annule si et seulement si
Wk _ffar V=0 ,
hig *

tout au moins si n - k est impair.

3e Démonstration du théoréme A,

Le théoréme suivant est un des deux pas essentiels de la démonstration du théo-

réme A ; il sera démontré au paragraphe 4.

3ele Enoncé du théoréme Be = Une irmersion f de V dans M est une applica-
tion dont le rang est partout égal & la dimension de V . Deux immersions
fo y £y 2
pelée homotopie réguliére) reliant et £ et qui est une immersion pour
chaque valeur de <t . Remarquons que si f est une immersion, alors Av est
un ouvert dans (t’2) By -

V > M sont réguliérement homotopes s'il existe une homotopie f - (ap=-

THEOREME B.
a. Supposons 2m >3(n + 1) . Une immersion f 3 V - M est réguliérement homo-

tope & un plongement fl si et seulement s'il existe une homotopie équivariante

H P Vz - MZ reliant fz 2 une application isovariante H, et telle que %

soit ouvert dans H; (AM) pour tout t . On peut construire f;, de sorte que

£

1

et H soient reliés par une homotopie isovariante.

bs Supposons 2m > 3(n + 1) . Une homotopie régulidre f ¢ reliant deux plenge-

ments de V dans M est réguliérement homotope & une isotopie si et seulement

~T,

8'il existe une homotopie équivariante H Tt : Vo o reliant = H ,0 a une
homotopie isovariante H_, et telle que AV soit ouvert dens H (AM) pour

b
tout Ty t .
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PLONGEMENTS DE VARIETES DANS LE DOMAINE STABLE

3.2. Immersions dans le domaine stable {cf. [10]).

Notations : TV (resp. TM ) est le fibré tangent 3 V (respe M ).

L(mv , TM) = cnsemble des représentations linéaires injectives de IV dans
™ , c'est-a-dire des représentations fibrées dont la restriction & chaque fibre
est une application linéaire injective.

I(TV , ™M) = ensemble des représentations isovariantes de TV dans M , c'est-
A-dire des représentations fibrées dont la restriction & chaque fibre est une

-l

application ¢ de R dens R telle que ¢(~x) ==-¢(x) et ¢~ (0) =0

I(AV , AM) = ensemble des applications isovariantes de voisinages de AV cVxV
dens M x M , deux applications étant considérées comme équivalentes si elles

coincident sur un voisinage assez petit de AV .

Considérons le diagramme suivant :

Immersions différentiables
de V dans M

4, Lw, ™

I(TV , ™)

Ve

Immersions topologiques 5
de V dans M — Loy 5 by

ol d associe i toute immersion f sa différentielle df et O le germe le
long de AV de l'applicaticn iz ; i et j sont des inclusions évidentes. ©
est défini comme suit. Munissons V et M de métriques riemanniennes complétes ;
l'application exp : TV - V , associant & tout vecteur tangent X & V en x
llextrémité de la géodésique de longueur |X| et tangente 3 X en son origine,
est bien définie. Soit g : V-V xV 1ltapplication définie par

ey(X) =lexp X , exp - X) ;

sa restriction & un voisinage de la section nulle de TV est un difféemorphisme
sur un voisinage de AV . On définit de méme oy : TM -MxM, Alors si
ye I(TV , T™M) , on définit ©O(Y) = ey lpe"l'l et O comme la restrictionde ©.

THEOREME. — En passant aux classes d'homotopie dans le diagramme précédent, on
a =63 et
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61 est bijectif pour 2m > 3n + 1

81 est gurjectif pour 2m> 3n + 1 .

(Dans cet énoncé, il s'agit évidemment de classes d'homotopie réguliéres, linéaires
injectives et isovariantes respectivement. Deux immersions topologiques fo et

fl sont réguliérement homotopes s'il existe une homotopie continue ft telle

que F(x, t) = (ft(x) , t) soit une immersion topologique de V x I dans
Mx1I.)

Ce théordme résulte des trois faits suivants 3
ae © est toujours bijectif (c’est un exercice de géométrie différentielle).

be J est surjectif pour 2m 23n + ! et bijectif pour 2m >3n + L j c'est
un théoréme de pure topologie algébrique dont la démonstration utilise essentiel-
lement le théoréme de suspension de Freudenthal (cf. [10]).

ce d est bijectif si m >n ; c'est 1'énoncé du théoréme de classification

des immersions de Smale-Hirsch (cfe. [7]).

33 le théoréme B entrafne le théorime A. - Plagons-nous en effet dans les
hypothéses du théoréme A (a). D'aprés 3.2, on peut supposer que f est déja une

immersion et qu*il existe une homotopie isovariante H. : T6 +Mx M d'un petit
voisinage tubulaire Ty de &y de rayon & , reliant les restrictions de 12 et
H 3 Ty « On définit alors une nouvelle homotopie équivariante H vérifiant
les hypothéses de B (a) en posant :

H,‘Z sur un voisinage tubulaire Té 2 de rayon 6/2

ct -

Ht en dehors de T@

et en prolongeant cette homotopie équivarisnte comme on veut sur T5 - T(S ) de
sorte que Hé:fz et H =H .

On procéde de méme pour montrer que B (b) entraine & (b).

4, Démonstration du thdéoréme B.

Nous ferons la démonstration dans le cas oh le bord de B est vides. lLe cas géné-

ral s'en déduit facilement (ef. [12]).
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4,1, Construction d'un modéle typique de déformation éliminant les points deu-

blese =~ Nous allons construire des variétés L et L' , une immersion

——————wr

<I>° ¢ L - L' et une homotopie régulidre ‘1>t : L-L' telle ue ¢ soit un

plongement et que ‘?t soit fixe en dehors d'un compact de L «

Nous partons des trois éléments suivants :
i. Une variété compacte D munie d'une involution J 8sans point fixe.
ii. Une fonetion A sur D , invariante par J , prenant ses valeurs dans
(=1, + 1( ,telle que X'l'(— 1) =3 = bordde D et que dA#0 wur 7\—1(0) .
iij. Un fibré vectoriel L de base D .

Soit I 1l'intervalle (-1, + 1) et soit D' le quotient de D x I obtemu
en identifiant les points (d , t) et (Jd , ~ t) ; c'est un fibré de fibre I
et de base D/J , le quotient de D par l'action de J .

L' sera un fibré vectoriel de base D' construit de la maniére suivente. Soit
L le fibré de base D x I image réciproque du fibré L x L par 1l'application
(d,t)»(@a,Jd) de Dx I dans D x D ; ses points sont les triples

(Zd » 434 0 t) , ou Ed appartient & la fibre L, de L au-dessus de d et

sz € LJd o Le fibré L' est défini comme quotient de L en identifiant

(zd » L3g s t) et (- Lig =ty - t) . On désignera par [d , t] et

[2 L t] les points de D' et L! i sont les classes de (d , t) et
a?* iy’ P qu

(!;d v 43q 0 t) respectivement.

Définissons une immersion ¢, de D dans D' en posant (po(d) =[d, Ma)] .
Aprés avoir identifié D et D' aux sections nulles de L et L', ?, peut
se prolonger suivant une immersion d)o de L dans L' définie par

q)o(l'd) = Rd s O ’ Md)] M

Les paires de points doubles de ¢, sont les paires de points, se correspondant
par J , de la sous-variété D = AL0) €D € L. Les deux nappes de <I>0(L) se

coupent en position générale le long de <I>0(Do) .

I1 est facile de construire une déformation ¢ t de Py de la forme
th(d) =[d, y(t, d)] de sorte que ¢, soit un plongement et que ¢, solt
indépendant de t au voisinage du bord de D .

On définit alors une homotopie régulidre <I>t ayant les propriétés requises en
posant ¢
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% (ty) =0ty , 0, v(afe,] ¢, a)]

ou |& dl désigne la norme de £ a et oi o est une fonction paire.d'une variable

réelle x, égaled 1 pour x=0 eta O pour ]x[;e>0.

442+ Choix du modéle. - Dans les hypothéses du théoreme B (a), nous pouvons

supposer que f est une immersion en position générale, c'est-a-dire que

By

H - Mz est transversa a Ay en dehors de Av , et que £ n'a pas de
point triple (ce qui est possible si 2m > 3n ). Nous pouvons aussi supposer que

1'homotopie équivariante H‘b est définie pour te€ I = (=1, + 1) et qu'elle

vérifie de plus les trois conditions suivantes :

l. L'application H : V2 x I Mz définie par H(vl y Yy s t) = Ht(vl s v2)

est transversale 3 AM en dehors de AV x I o Alors
A=HYQ) = o x I
= W = by

est une sous~variété fermée de V x V x I

2+ Soient 12 et 1) les projections de V x V x I sur le premier et le
second facteur respectivement. On exige que b = restriction de P, a A soit

un plongement de A dans V .

3¢ La restrictiond A de la projection t de V xVx I sur I est une fonc-

tion qui n'a pas O comme valeur critique.

Pour que la condition (2) soit réalisable, on suppose 2 dim A <dimV (c'est-
d-dire 2m >3(n + 1) ) et 1'on applique le théoréme de plongement de Whitney

(avec des modifications convenables).

On réalise (1) et (3) en appliquant essentiellement le théoréme de transversa-

lité de Thom ; aucune restriction de dimension n'est ici nécessaire.

Nous construisons alors le modele <1>0 ¢+ L - L' comme dans 4.1 en utilisant les

trois éléments suivants :
-l
is La variété D =p; & = p, & munie de 1'involution J =p, p;
, -1 —
iie. La fonction A sur D , composé de py avec la projection t j

jii. Le fibré L = le fibré normal & la sous-variété D dans V .
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4.3, Identification avec le modéle. — Nous voulons construire des difféomor-

phismes

¥s¢ LoV et ¥ L' ->M

gur des ouverts de V et M respectivement de sorte que
a. f¥Y=V¥'o |
o
be £ WN(L) = WL
I1 suffira alors de poser

¥oo, gyl (v) pour v e ¥(L)

fv) = £(v) pour v ¥(IL)

pour obtenir une homotopie réguliére ft déformant f en un plongement.

La construction de ¥ et ¥' est la partie la plus délicate de la démonstra-

tion qui se fait en trois étapes.

Premiére étape. On construit des plongements

Yyt DoV et ¢z D' M

tels que
- 1)
ao. f"l}—w ‘PO’
-l
be £ "D =y,
coe ' (D!') est transverse 2 £V le long de £D .

On définit paturellement § comme 1'inclusion de D dans V j alors y! = res=-
triction de Y' 3 @O(D) est définie d'aprés (ao). On peut étendre wé sui-
vant une application continue ?“ définie sur l'ensemble A des points de D!
de la forme [d , t] , avec t compris entre O et A(d) , en posant

y'la, t] = q; H(a, Ja, Md) - t) ,

ou q est la projection de M x M sur le premier facteur ; enfin E} peut

s'étendre & D' , car D' peut se rétracter sur A .
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On modifie ensuite légérement :p-' pour obtenir une extension ! de \p(') qui
est un plongement vérifiant (co) (on utilise ici dim D < m = n , clest-d~dire
2n3 3n + 2 ) et aussi (bo) ; pour réaliser cette dernitre condition, on doit
supposer dim D' + dim fV < dim M , c'est-d-dire la condition limite
2n>3n+ 1) .

Deuxiéme étape. On construit des représentations injectives d'espaces fibrés

U] LTV et Y' s L'->TM

qui prolongent ¢ et Y' , telles que
— '
afy =y¢' @

Y(L) et Y'(L') étant des sous-fibrés de TV et TM respectivement complémen-
tairesa TD eta T(y'D') .

De nouveau Y sera simplement un relévement dans TV de L = fibré normal a
dans V . Ceci définit ¢' sur <I>o L . Ia construction de l'extension de !

=]

4 L' est trop longue pour 8tre donnée ici. On utilise encore les propriétés de
H au voisinage de A ; on rencontre des obstructions & valeur dans les i-iémes
groupes d'homotopie de la variété de Stiefel des (n - dim D)-repéres dans un

espace de dimension égale & m - dim D' ; ces groupes sont tous muls si et seu-

lement si 2m 2-3n + 3, ce qui est de nouveau la condition limite.

Troisiéme étape. On construit ¥ et ¥' de sorte que ¥ soit teangent a ¢
le long de D et ¥' tangent & ¢' 1le long de D' . Pas de difficulté parti-

culiére ici.

4.4, Le cas des isotopies (théoréme B (b)). ~ Il se traite d'une maniére tout

3 fait analogue avec quelques difficultés supplémentaires. On remplace V par
Vx[O,l], M par Mx [0, 1] et f par F: Vx[0,1] - Mx [0, 1]
définie par F(v , t) = ft(v) . Les inégalités sur les dimensions deviennent
2(m+ 1) 23(n+2), clest-d-dire 2m >3(n+ 1) .
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