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Séminaire BOURBAKI Décenibre 1962 -
15¢ année, 1962/63, n° 244

LA FORMJLE DES TRACES DE SELBERG

considérée comme source de problémes mathématiques

par Roger GODEMENT

1, Une formule des traces "abgtraite".

Soit x »— U(x) une représentation unitaire d'un groupe localement compact
G dans un espace de Hilbert # . Une classe ® de représentations unitaires
irréductibles de G sera appelée une composante discrdte de U s'il existe un
sous-espace fermé de X , invariant par U , et dans lequel U induit une re-
présentation irréductible de classe ® . Notant alors #(P) le sous-espace
fermé de % engendré par les sous-espaces vérifiant cette condition, on voit
que U induit dans #(P) une représentation unitaire qui est somme directe
hilbertienne de représentations irréductibles de classe ® , en nombre (U : ©)
fini ou non. Bien entendu, # n'est pas en général somme directe hilbertienne

des sous-espaces #(®) - il y a un "spectre continu".

Considérons maintenant une fonction f € Ll (G) telle que l'opérateur

U(E) = Jy U(x) £(x) dx
soit de Hilbert-Schmidt ; on a alors
u(e)* UE) = ZALEQ)

ou les E(?\.i) sont des opérateurs de projection associés & des sous-espaces
$ i deux & deux orthogonaux et de dimension finie, et les 7»1 des nombres po-

sitif's tels que
2 A.din(s) = Tr@E* UE) <+ .

Soit ui le plus petit sous-espace fermé de ¥ contenant Si et invariant
per U ; si un opérateur continu T dans ®; commite aux U(x) dans By
alors il commte a U(f)* U(f) donc a E(}\i) » donc laisse stable $, , et
comme § i est de dimension finie on voit que, dans le sous-espace invariant
#; 5 le commtant de la représentation U est une algdbre de dimension finie ;
on en dédutt, par des raisonnements évidents, que la représentation de G dans
#; est somme directe hilbertienne de représentations irréductibles en nombre
fini. En recollant ensemble les décompositions des divers ¥ 4o om parvient donc
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finalement au résultat suivant (on choisit, pour chaque classe ® de représen—
tations unitaires irréductibles de G , une réalisation qu'on note

X H»— O(x) , et on pose
f@) = /G f(x) 0(x) dx

pour toute fonction f intégrable sur G ) : si l'opérateur U(f) est de
Hilbert-Schmidt dans # alors f(0) est de Hilbert-Schmidt pour toute composante
discréte de U, et mdme nul si (U : @) = + » ; en outre, on a la formile

Te(U(E)* U(F)] = I @U:e).e[fO)" fO)] .
(U:0) fini
On pourrait d'ailleurs ajouter qu'on a aussi f(@) =0 pour toutes (ou pres-
que toutes) les représentations irréductibles qui appartiennent au spectre
continu de U , mais on n'aura pas besoin de ce résultat ici : il suffit de
savoir que U(f) est nul sur le sous-espace orthogonal aux composantes dis-
crétes de multiplicité finie de U .

Ceci montre du reste que, si U(f) est de Hilbert-Schmidt pour "suffisamment"
de fonctions f € L7 (G) (par exemple pour les fonctions continues support
compact) , la représentation U est somme directe hilbertienne de représenta-
tions irréductibles, chacune intervenant avec une multiplicité finie.

2. Cas de l'espace 1? T\e) .

Soit T un sous-espace discret de G » ¢t prenons pour ¥ 1'espace Lz(l" \G)
des fonctions ¢(x) , x € G, telles que

PR = 9l Sngle@Fax<ve

on a une représentation unitaire U de G dens % en prenant pour U(x)

1'opérateur qui transforme chaque fonction ¢ (g en la fonction ¢(gx) o Si
1 ’

feL (G , l'opérateur U(f) correspondant est donné par

U(E) o =/, olx) £(y) dy = g oy) £ y) ay = /1~\G No(x, 3) oy) gy

ou le noyau I\If est donné par la formule

Nf(x y y) = z f(x-l Y Y) »
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la série étant absolument convergente pour presque tout couple (x s J) « Pour que
U(f) soit de Hilbert-Schmidt, il suffit que N, soit de carré sommable sur le
produit de '\G par lui-mdme ; c'est le cas par exemple si T'\G est compact et
f continue & support compact, car alors Nf est continu (ceci montre en passant
que, si T'\G est compact, la représentation considérée de G dens L2(l"\G) est
somme directe hilbertienne de représentations irréductibles répétées un nombre
fini de fois seulement ; ce raisonnement suppose [ fermé et & quotient compact,
mais n'utilise pas 1'hypothése que I’ est discret) ; c'est aussi le cas si

I'\G est de volume fini et N.(x , ) borné sur G x G par exemple.

Supposons donc le noyau N, de carré sommable sur (T\G) x (I'\G) , et intro-

duisons la fonction
g =& £(x =/Gf(xy) £(y) dy ;
on a
U(g =U() u(E)* , NG, ) = /GNf(x , 2) "‘"""'Nf(y , ) dz

et par suite

20 w[fE) FOF)

il

SN, »1? ax dy=/Ng(x , X dx

/I‘\G ax & g(x"l Y %) 3

pour évaluer cette dernidre expression, on introduit, pour chaque ye T , le
centralisateur FY de y dans T, laclasse (Y) de Y modulo les automor-

phismes intérieurs de I , et enfin le centralisateur GY de Yy dans G ; il

vient alors tout d'abord

/; d):Zg("'1 X =fn.dx 2 2Z =l -1 1
M\ & 8 Y r\G X(Y) Fy glx y'™ yy' ®

we

LR

. . 1
or, pour Y donné, la fonction g(x Y %) est constante sur les classes

GY.x 5 si 1'intégrale

A \G gy %) ax
Y
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converge absolument et n'est pas nulle, on en déduit qu'il existe sur 1tespace
homogéne GY\G une mesure invariante, que FY\GY est de volume fini, et enfin
que

/ g(x-l yx dx=v({T \¢) / g(x"1 y x) dx
r Y\G YUy GY\G

ou le second membre est calculé & l'aide d'une mesure inveriante sur GY\G .

Les calculs précédents (interversions de signes / et 2 ) sont toujours jus-
tifids si T'\G est compact ; du reste, dans ce cas, il est facile de voir que
1"Y\GY est compact pour tout Yy , en sorte que GY\G admet une mesure invariante
pour tout vy ; la formule de Selberg prend alors la forme

2 :0) mle0)] = U] = Tv@ N\ S \g 86T v 0 ax
Y

Par contre, si T'\G est de volume fini mais non compact, 1'hypothése que le
noyau Nf est de Hilbert-Schmidt (par exemple borné sur G x G ) ne suffit pas
a justifier les calculs précédents ; on pourrait évidemment supposer la série
2 g(x-l Y %) normalement convergente sur G - mais cette hypothése n'a aucune
chance d'étre vérifide (prendre y unipotent ; les conjuguds x-'l Y x staccu-
mulent sur 1'élément neutre, en sorte que

swp gy D] = gle)
x€G

hélasl). Dans le cas du noyau de Bergman, qui sera utilisé au n® 4, il semble, si
1'on en croit les vagues allusions publiées par SELBERG, que l'on puisse se
tirer d'affaire en groupant les termes g(x"1 Y X} pour lesquels le centralisa-
teur I"Y (ou GY ) est donné, ce qui peut en effet se vérifier dans le cas du
demi-plan de Poincaré. L'expérience montre toutefois que le passage du groupe
modulaire au cas général (groupes définis arithmétiquement) n'est pas sans pré-
senter certaines difficultés. Comme les résultats récents de BOREL permettent,
dans le cas général, d'avoir une idée trés précise sur la forme du domaine fon-

damental (et de compactifier celui-ci), on peut espérer y voir bient8t plus clair.

3. Fonctions noyaux des espaces symétriques complexesg.

Prenons pour G un groupe de Lie semi-simple et supposons que, K étant un
sous-groupe compact maximal de G , 1l'espace symétrique G/K admette une struc-
ture complexe invariante par G . Soit p une représentation de XK dans un
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espace vectoriel complexe de dimension finie F ; regardant G comme un fibré
principal de base G/K et de groupe K , et faisant opérer X suwwr F par p,
on en déduit sur G/K un fitré vectoriel associé Ep , sur lequel G opére &
gauche ; ce fibré est lui aussi muni naturellement d'une structure complexe in-
variante par G . Si G est simple, on sait que rg(K) = rg(G) et que le centre
de K est de dimension 1 ; en notant g et it les algébres de Lie de G et
K, et g'g et fg leurs complexifications, il existe alors dans le centre de

t un et un seul opérateur W tel que Ad(W) ait pour seules valeurs propres
0,1i et -1 ; notant p+ le sous-espace de 99, correspondant a la valeur

propre + i , et P celui qui correspond & -~ i, on a

C=rveoetles

et les relations
[ - C
[P+’p+]=0’ [t“",P+]CP+, [p ’P+]Ct"‘ ’

etc. Soit Gg le groupe complexe simplement connexe d'algsbre de Lie gg s et
supposons que G soit le sous-groupe de G-q correspondant 3 g (on exclut
donc de la théorie les "formes automorphes de poids non entier", mails clest

et P* 1les sous-groupes

uniquement pour simplifier 1l'exposé) ; soient KQ , P
(complexes) de (?rg engendrés par gsz , P et p+ ; les deux derniers sont
donc invariants par le premier, et G.K~.P~ est un ouvert de P+-KQ.P- s lequel
est lui-méme ouvert dans o , et on a G.kP™ n KE.P™ = K , en sorte que

G/K N G.KE.P"/KE.P- » ce qui met en évidence la structure complexe de G/K ,

et plus généralement des fibrés Ep + Les sections holomorphes de Ep correspon-—

dent alors aux applications holomorphes

¢ s GG P™ o F

vérifiant
-1 -
#(gkp) = p(k) ™ ¢(0) pour geG, kGKQ, peP .

2
On notera X“(p) 1'espace de Hilbert (complet, car il s'agit de fonctions holo-
morphes) formé des fonctions ¢ qui vérifient en outre

i lo@IP dag <+«

(sections holomorphes de carré intégrable du fibré Ep ) 5ona “2(9) £0 pourvu
que p vérifie des conditions qu'on doit & HARISH-CHANDRA (*) ¢ on choisit une

(*) Amer. J. of Math., 1955, p. 743-777 et 1956, p. 1-41 et 564-628.
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sous-algdbre de Cartan %) de t (donc de g ), on ordonne les racines de

C . C

g~ par rapport & B~ de telle sorte que celles se trouvant dans p+ soient
positives, on désigne par Ay » Gy 5 eee , & les racines positives simples en

0
C
t~ , on introduit les H e 2 correspondants, et enfin on désigne par /\p le

convenant (ce qui est permis) que o, est dans p+ et les autres Oti dans
poids dominant de p (qui est donc une forme lindaire sur 179) 3 ceci fait,
pour que 3@2(9) #0 , il faut et il suffit que d'une part les AP(Hi) soient des
entiers positifs pour 1L igr , et d'autre part que /\p (HO) soit un entier
négatif assez grand (on trouvera la borne exacte dans Harish-Chandra) résultat

a rapprocher du fait qu'une forme lindaire A sur 179 est le poids dominant
d'une représentation de dimension finie de G(2 si tous les A(Hi) , ¥ compris

A(HO) , sont des entiers positifs.

si Mz(p) #£0 , et si 1'on fait opérer G sur Jﬁz(p) par les translations &
gauche, on obtient une représentation unitaire ®, de G j celle-ci est irréduc~
tible (voir ci-dessous) et c'est donc (puisque X< (p) C L2(G) ) une composante

discrete de la représentation réguliére de G .

Noter que 1l'espace de Hilbert Rz(p) , formé de fonctions holomorphes, admet une
"fonction noyau" ; cette fonction Kp(x , J) est définie pour x , y € G kS.P” ,
3 valeurs dans l'espace des endomorphismes de l'espace F de p , holomorphe en
X , hermitienne

Kp(x , = Kp(y y X)

(pour définir le * on choisit sur F un produit scalaire invariant par X ),

de carré sommable sur G , vérifie

K (o, 9) = 07 Ko(x , 3 (ke 5, pe®)
et enfin est telle que l'on ait
o() = [y Koz, ¥) p(y) ay
pour toute ¢ e Rz(p) ; démonstration de l'existence de K : 1l'application

¢ - 9%

de Rz(p) dens F est continue, donc produit scalaire de ¢ et d'un élément
de ch(p) @ F , etc. Ces propriétés déterminent entiérement Kp (a'out 1tirréduc-
tibilité de la représentation p , car les opérateurs continus, dans #(p) , qui
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commitent 4 p transforment XK_ en des fonctions possédant les mBmes propriétés,
i. e. proportionnelles & K , etc). On déduit immédiatement de 1la le calcul de

C .~ ,
K(x,y pour x, ye€GEWP ; onéerit
p
— - C - -~
ylx:p+kp (avec p e P", ke¥, p eP7)

t o y »y est la conjugaison évidente de G‘q par rapport a G , laquelle
échange P* et P ), et alors

Kp(x ,Y) =c¢ .p(k)-—1 = KPGJ x)

p

ot 1l'on désigne maintenant (et dorénavant) par K_ 1la fonction définie sur
+ .0 _~- P
P kP par

-1
K (p" kp7) =c_.p(K
p(P p) Cp p (k) ’
et ol c¢_ est une constante positive déterminée de telle sorte que 1l'on ait
AR K * dy = K
g Kolw) K ()" ay = X, (x)

(on en trouvera la valeur exacte, en fonction du poids dominant de p , dans
HARISH-CHANDRA) . En introduisant cette fonction K. d'une seule variable, on a

done

P

o) = oK T D e) ay

pour toute ¢ € Jﬁz(p) .

Si le paramétre A (Hy) de p est assez grand (négatif), on voit facidement
que la fonction Kp est dans Lp(G) pour tout p telque 1L pgL+ =3 la
formule intégrale précédente est alors encore valable pour toute ¢ € 2 (®) , en
notant #° (p) 1'espace des sections holomorphes de puissance p-iéme intégrable
du fibré E . Il est par ailleurs clair que toute solution de cette équation

intégrale est une section holomorphe de Ep .

4. Application aux fonctions automorphes.

La situation étant celle du n® 3, on considére en outre un sous-groupe discret
' d¢ G, tel que TI'\G soit de volume fini. Une forme automorphe d'espéce P
pour ' sera une section holemorphe du fibré Ep , invariante (& gauche, forcé-

ment) par p , et vérifiant & 1'infini des conditions de croissance adéquates ;

59



R. GODEMENT

on se bornera ici aux fonctions holomorphes

9 s GELP™ 5 F

vérifiant

o (vekp) = p() " 9(g)

qui sont de carré intégrable modulo I (Spitzenformen), et on supposera que
toutes ces fonctions sont bornées sur G c'est le cas du groupe modulaire de
Siegel (voir le Séminaire Cartan, 1957/58), des groupes fuchsiens de premiére
espéce dans le cas classique, et les résultats récents de BOREL sur les "pointes"
des groupes I définis arithmétiquement doivent certainement permettre de jus-
tifier 1'hypothése en question dans ce dernier cas, le plus intéressant (et le
seul connu en dehors d'une seule variable ...). Alors, l'espace vectoriel

K? (p) des formes automorphes vérifiant les conditions en question est de dimen-
sion finie (un sous-espace fermé d'un espace 1? formé de fonctions bornées est
toujours de dimension finie) , et on peut encore le définir comme suit : on con-
sidére l'espace des applications de G dans F qui sont invariantes & gauche
par T , et de carré sommable modulo I ; autrement dit, on considére 1 (r'\e) o F ;
ceci dit, et si K_ est intégrable (ce qu'on suppose désormais), le sous~espace
K?(p) est formé des s?lutions dans 1 ('\G) @ F de 1'équation intégrele

o(x) =/, Kp(:r'1 %) o(y) dy = /g Kp(y'l) oby) ay 5

faisant opérer G sur L2(I‘ \G) ® F par les translations & droite, on déduit
immédiatement de 14 que 1'opérateur

A= U0 K67 oy

n'est autre que la projection orthogonale de 1? r'\G) @ F sur Jcrz.(p) s et par
suite le nombre de Spitzenformen d'espéce p de I' est donné par

din %2 (p) = Tr(8) = Tr (AL%) .
Si le groupe ' est & quotient compact, on en déduit donc la relation
dimlﬂz(p) = X v \a)./ Tr[K (x"'1 Yy ] dx .
T v Gy g\e T
()
Dans le cas général (groupes définis arithmétiquement, pour lesquels I'\G est

de volume fini mais non compact), on ne trouve dans la littérature aucune étude
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détaillée (pour la fonction Kp ci~dessus) des calculs du n° 2, sauf pour les
groupes fuchsiens de premiére cspéce dans le demi-plan de Poincaré, qui ont fait
1tobjet d'un exposé dactylographié de KOECHER. Il s‘agit d'ailleurs, dans ce
dernier cas, d'un noyau un peu plus général que Kp , et permettant de calculer

les traces des opérateurs T~ de Hecke.

Mme dans le cas on I'\G est compact, on a encore des problémes sérieux a
résoudre. L'expérience du groupe symplectique montre que dans ce cas l'intégrale

/GY\G
lorsque Y est un élément semi-simole non elliptique de G (un élément de G
étant qualifié d'elliptique s'il est conjugué d'un élément de K , i, e. s'il
a un point fixe dans G/K ) ; la démonstration consiste dans ce cas & extraire
de 1l'intégration modulo GY une intégration partielle étendue & un sous-groupe
unipotent & un paramétre de G , et & constater que, u(t) désignant 1'élément

KP(;{-l Yy x) dx=0

générique de ce sous-groupe, l'expression Kp[x—l u(t)” Yy u(t) x] est une
fraction rationnelle en t dont le dénominateur est une puissance diune fonc-
tion linéaire de t , en sorte qu'on trouve déja O en intégrant par rapport a
t . I1 devrait &tre possible d'étendre ce résultat 2 tous les espaces symétri-
ques complexes (c'est un probléme de théorie des groupes semi-simples, non de
théorie des groupes discrets). S'il en était bien ainsi, la formule de Selberg
se réduirait & une somme étendue aux classes (y) d'éléments elliptiques de I,
lesquelles sont en nombre fini ; autrement dit, la formule de Selberg se rédui-

rait & une somme finie, et pour la calculer effectivement on devrait calculer
-1
/G \G Kp(x Y X) dx
Y

lorsque y € K (ou méme simplement lorsque Yy est un élément dlordre fini de

K ). Dans le demi-plan de Poincaré on a
Kp(g) =[(ai+1b) +ifci+ @]™ powr g= (: g)

et GY =K si Y€K, Y#1, «1, cequipermet de calculer trivialement
1ltintégrale en question. Le calcul semble aussi avoir été effectud par SELBERG
pour le demi-plan de Siegel, et p de dimension un. On ne conneit rien dans le
cas général, peut-€tre parce que personne n'a sérieusement essayé d'étudier le
probléme.

61



R. GODEMENT

Notons enfin qu'on peut tirer de la formule de Selberg, dans certains cas,
une évaluation asymptotique de la dimension de 1l'espace des formes automorphes
d'espéce p (lorsque le paramétre A (HO) de p tend vers - « ), évaluation
qui finit par devenir exacte lorsque r = - Ap(HO) est suffisamment grand.
Mais la question n'est évidemment pas 1a ; elle est d'évaluer exactement 1'inté-
grale

/& \G K (x:'1 Yy %) dx
Y p

pour tout y € G tel qu'il existe une mesure invariante sur GY\G 3 et, ceci
fait, d'étendre les calculs du n° 2 & tous les groupes [ définis arithmétique-

ment et & tous les espaces symétriques complexes.
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