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Séminaire BOURBAKI i 196
16e année, 1963/64, n° 274 . Mai 1964

LES FORMES BILINEAIRES DE NERON ET TATE

par Serge LANG

1. Hauteurs.
Pour les démonstrations des énoncés résumés ici, concernant la théorie générale
des hauteurs, voir [2 ].

Soient k wun corps de nombres algébriques, et Mk 1'ensemble de toutes les va~
leurs absolues sur k étendant les valeurs absolues canoniques sur 3 « Celles-ci

sont normalisées de telle fagon qu'on ait, pour x € Q,

=l

lplv =1/p si v étend la valeur p-adique.

x si v est archimédienne, x>0 ,

On note Nv le degré local de v .

By

(Tout ce qui suit s'appliquerait aussi & un corps quelconque, et un ensemble pro-

pre de valeurs absolues, satisfaisant éventuellement & la formule du produit.)

On a la formule du produit

Z:N&.v(x) =0 ,

si on pose v(x) = log]xlv » pour x € ¥, si (xo s see xn) sont les coordonnées

homogénes d'un point de 1l'espace projectif sur k , On pose
v(x) = oup; v(x;) ,

et on définit la hauteur

h(X) L—]ﬁ-m véMk Nv.v(x) ’

indépendante des coordonnées et du corps k sur lequel le point est rationnel.

Si k =Q, stoi les X sont desentiers relativement premiers entre eux, alors on
voit immédiatement que h(x) = sup, loglxil , notant | | la valeur absolue ordi-

naire.

Soit V wune variété algébrique, définie sur k , et soit p: Vo 2? un mor-
phisme dans un espace projectif, défini sur k . On définit la hauteur h o g =h
comme fonction réelle, sur les points de V dans k (ensemble qu'on note V
comme d'habitude). k
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Soient f , g deux fonctions réelles définies sur un ensemble. On dit qu'elles
sont équivalentes, si leur différence est bornée en valeur absolue., Le théoreme

fondamental sur les hauteurs, df, & WEIL, est le suivant :

THEOREME 1. - Soit V compléte, normale, définie sur k . Soient ¢ » ¢ deux mor-

ghismes non constants de V dans un espace projectif, définis sur k . Si les sys-

témes lindaires associés 3 ¢ , Y scnt lindairement équivalents, alors h  est

On voit que tout théoréme sur les classes de diviseurs aura un analogue sur les

équivalente & h

classes de hauteurs.

51 V est projective non singulidre, et si X est un diviseur sur V , alors
ona XnY~-2%2,o0u Y, Z sont des hyperplans dans des plongements projectifs
convenables. Si ¢ , § sont des plongements projectifs correspondant 3 Y sy 2

on peut définir une hauteur hy =h

]

- th’ bien définie & une équivalence prds.

P

2. Formes quasi-linéaires.

Soient G wun groupe abélien, et f : G - R une fonction réelle, On dit que £
est quagi-lindaire si sa'dérivée" Of(x , y) = f(x +y) - £(x) - f(y) est bornée,
comune fonction de deux variables x , y . Une fonction de deuz variables p(x , y)
est dite quasi-bilinéaire si la fonction

Alﬁ(x,y,z)=[3(x+y,z)—ﬁ(x,z)—ﬁ(y,z)

est bornée sur G x G x G , ainsi que A2 B . Une fonction est dite quasi-quadrati-

gue si sa dérivée est quasi-bilinéaire.

LEMME FONDAMENTAL. - Si f est quasi-linéaire, il existe une seule fonction 1i-

néaire équivalente & f . Si f est quasi-quadratique, il existe une fonction qua-

dratique q et une fonction linéaire £ (uniquement déterminées) telles que f

soit équivalente & q + 4 .

Démonstration. ~ Soit f quasi-quadratique, par exemple. Posons

Blx , y) = f\x +y) - £(x) - £(y) ,
et soit o o
B(x , y) = lim—%g———x—émz—ﬁ .

m= e 2

On voit trivialement, par récurrence sur m , que la limite existe, puis que B
est bilindaire, et équivalente &4 B . Il s'en suit que f(x) - é B(x , y) (comme
fonction de x ) est quasi-linéaire, et l'astuce de la limite montre que cette fonc-

s

tion est équivalente & une seule fonction linédaire 4 . On trouve donc bien
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frnug+ 4« L'unicité est évidente.

3+ Hauteurs sur les variétés abéliennes.

Soit A une variété abélienne définie sur k . On notera D(4) , Dq(A) , DZ(A)
les groupes de diviseurs (resp. diviseurs algébriquement équivalents & 0 , resp.
linéairement équivalents & O ) sur A ., Les deux dernidres équivalences se notent
R et v+ Onmet un k en indice pour désigner la rationalité sur k . On pose
Pic(4) = D(A)/Dz(A) (dans [1], on considére Pico(A) = Da(A)/DL(A) )e

THEOREME 2. - Soient ay Bt A 5B deux homomorphismes de variétés abéliennes,
et, pour & e Pic(B) , posons
-1 -1 -1
De(ay p) = (a+ p)7 (&) ~a™ (&) =~ g (&) ,

comme dans [1]. Alors Dy est bilindaire en a, B .

Malheureusement, ceci n'est démontré dans [1] que modulo 1'équivalence algébrique.
Le théoréme, en général, est néanmoins immédiat & partir du théoréme du carré, et
peut 8tre laissé comme exercice.

Soit ¢ un morphisme non constant de A dans un projectif, défini sur k . Soit
X 1'image réciproque d'un hyperplan, Soient

szzAxA_.A
la sonmme,

p; ¢ Ax A SA
la projection sur le i-idme facteur,

Posons
-1 -1 -1
Y = 52 (X) - Pl (X> - p2 (X) = Dx(pl ’ pz) .
Alors, sur le produit A x A , on &, par fonctorialité,
hY N Ahx .
Les théorémes 1 et 2 montrent que A@X est quasi-bilinéaire. Le lemme fondamental

donne donc :

THEOREME 3. - Soient A une variété abélienne définie sur k s et ¢ un morphis-

me non constant de A dans un projectif. Il existe une forme quadratique q et une

forme lindaire £ uniquement déterminées, telles gue

h nvq+ 4 .
0 q
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Remarques (qui se démontrent sans difficultés).
1, 8i ¢ est un plongement projectif, alors g est non-dégénérée.

2. Si X est algébriquement' équivalent & X~ , alors la forme lindaire 4
est égale & 0 .

Soient maintenant I une classe d'équivalence linéaire, et X un diviseur dans
I''v On sait que Zn Y -2, o Y, Z sont des é1éments de systimes lindaires am-
Ples, correspondant & des plongements projectifs ¢ 5 ¥ o Par lindarité, on peut
donc associer & T wune forme quadratique q et une forme lindaire £ telles que
q+ 4 soit équivalent & h - hW « On posera hp =gq + & . L'application I' b hF
est un homomorphisme de Pic(A) dans le groupe des fonetions sur A ., Si T X0

alors hF est lindaire. k

Au Congres de 1958 (Edinburgh), NERON avait conjecturé que, dans certains cas, la
hauteur était donnée par une forme quadratique. Pour le démontrer, NERON élaborait
entre temps une méthode basée sur les modéles minimaux, donnant des résultats plus
forts par des moyens plus profonds, encore que plus compliqués. Nous venons de mon-

trer comnent TATE a obtenu la forme quadratique par l'astuce de la limite, plus
directe.

k2 ’
En employant cette astuce, NERON a montré comment on peut retrouver ases résultats
locaux, pour chaque valeur absolue, puis comment on peut relier ces résultats locaux
avec sa théorie des modéles minimaux, Dans ce qui suit, nous allons énoncer les ré-

sultats locaux, en esquissant les démonstrations.

4. Symboles locaux.

Soient k wun corps, A une variété abélienne définie sur k . On note 2 , ZO ’

ZL les groupes de cycles habituels (de dimension O , de degré O , dans le noyau
d'Albanese), et les relations d'équivalence, données par ces deux derniers, sont
notées = et n respectivement. On note Z'(A)k le groupe des cycles dont toutes
les composantes sont des points de Ak (i. es des points rationnels sur k ). On

met un k en indice pour désigner la rationalité sur k .

Si y est une application d'une variété dans un anneau, et si a = 2 ni(ai) est
un cycle, en pose n.
Wa) = Mylay) *

Si f est une fonction rationnelle sur une variété, morphique et non nulle en tout
point, et @ wun cycle comme ci-dessus, on peut définir f(a) comme &lément du
groupe multiplicatif. Si X est le diviseur d'une fonction £, si a« et X sont

étrangers (i. e. leurs supports sont disjoints), alors on pose X(a) = fa)
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Soit v une valeur absolue sur k . Soient U un k-ouvert affine, “coordinntisé"
et ¢ un nombre réel, L'ensemble des points X = (X; , see xn) de U, tels
que v(x) ¢, sera appelé un ensemble v.-borné de V. (relatif &3 U ). Comme A

admet un plongement projectif, on voit que Ak est recouvert par un ensemble fini

de sous-ensembles v-bornés.
Le théordme local principal s'énonce alors comme suit :
THEOREME 4. - Soit A une variété abélienne définie sur k . A tout couple

(X , a) composé d'un diviseur X € Da(A)k et d'un cycle a € Zé(A)k étrangers
1'un & 1'autre, on peut associer d'une el d'une seule fagon un nombre réel X, a)v

satisfaisant aux conditions suivantes :

(1) X, a)v est bilindaire.

(11) Si X est le diviseur d'une fonction, alors
x, a}v = v(X(a)) .

(iii) Le symbole est invariant par translation.

(iv) si X e Da(A)k et si x estun point de A qui ne soit pas dans X,

alors l'application

X <x ’ (X) - (XO)>V

est bornée sur tout sous-ensemble v-borné de Ak - IXIk .

(Par fonctorialité, le théordme s'étend aux variétés projectives non singulidres,
la condition (iii) devant alors #tre remplacée par une condition fonctorielle évi-

dente,)

Nous allons démontrer 1'unicité. Supposons donnés deu x accouplements com-
me dans le¢ théordme.Soit t leur différence. Si Xn O , alors (X , @) =0,
pour X , @ étrangers. On peut définir (X , &) pour tout couple (X , @) , méme
s'ils ne sont pas étrangers, en bougeant X par le diviseur d'une fonction conve-

nable. On voit alors que l'application

= X, (x) - (x))

est bornée sur Ak s quel que soit X, dans Ak . En outre, (X , ®) ne dépend

que de la classe d'équivalence lindaire de X .

Nous allons maintenant déduire que (X ’ @) s'annule pour an O o On voit faci-

lement que tout € mn O st*éerit sous la forme

avec un € € Zé(A)k . Done
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’C = T - — -
X, 0=, ¢ -¢ =tk -X,c) .
Comme X X0, oma X -XnO, etdone X, a) =0 . Donc (X, @ ne dépend

que de la classe de @ modulo le noyau d'Albanese.

Posons maintenant b = (b) -~ (0) avec b variable dans A, . Pour tout entier
m>0, ona (d)b=(mb)- (0)n n(p) - u(0) . Donc

wt(X , b) = t(x , (ud)b) = z(x , (mb) - (0))
est borné, ce qui ne peut &tre vrai que si (X , b) = 0 ,et llunicité est démontrée.

Si A est un moddle minimal au~dessus d'un des anneaux de valuation discrdte de
k , alors le symbole (X , qbv admet une interprétation comme multiplicité d'inter-
section, prise sur le schéma minimal de A . Il serait trop compliqué d'entrer
ici dans ces considérations.Notons seulement qu'on en déduit que le symbole
(pour v discréte) prend des valeurs rationnelles, et pas seulement réelles, ce qui

n'est pas apparent d'aprds le procédé de la limite.

5« Relation avec la hauteur.

La forme bilinéaire du théortme 4 s'appellera la ferme de Néron. Neus allons main-

tenant montrer sa relation avec la forme de Tate.

Soient k , -de nouveau, un corps de noabres, Mk 1'ensemble de toutes les valeurs
absolues normalisées, et A une variété abélienne sur k . La démonstration d'exis-
tence du symbole (X , a)v montre que, pour X , « fixds, étrangers, le nombre
X, abv est égal & 0 , pour presque tout v . Donc, nous pouvons définir le sym-

bole
1

X ,a) = [k ql vé? N, &, G>v
k

d'abord pour X , @ étrangers, puis pour X , @ quelconques, puisque la formule du
produit montre qu'il ne dépend que de la classe d'équivalence lindaire de X . Le
néme argument que dans la démonstration d'unicité du théordme 4 montre qu'il ne dé-
vend que de la classe de @ modulo le noyau d'Albanese. On ebtient donc une appli-
cation bilindaire

Pica(A)k x b R
satisfaisant & des propriétés fonctorielles évidentes.

Soit maintenant T wune classe d'équivalence linéaire rationnelle sur k , i. e.

un élément de Pic(A)k . Etant donnés deux points a , b de Ak , on pose
(ay DI = ():a -X, (b) - (0))

si X est un élément de [' . Ceci définit une forme tilindaire sur Ak , & valeurs

440



LES FORMES BILINEAIRES DE NERON ET TATE

réelles, appelée aussi forme de Néron.

THEOREME 5. - Soit ' une classe d‘équivalence lindaire sur A . Alors, pour tout

a, b de Ak , On a

Ahr‘(a ’ b) = - (a ) b)]" ’

autrement dit, les formes bilindaires de Tate et Néron sont les mmes, au signe pras.

COROLLAIRE. - 8i T' X0 , et si I'=Cl(x) , si « est de degré O et S(a) =
alors
np(a) = - @, @ .

6. Quasi~fonctions.

Pour 1l'existence du théoréme 4, NERON refait la théorie des "distributions" de
WEIL, en les rebaptisant quasi-fonctions. Vu l'avantage de sa présentation et termi-

nologie, nous allons résumer briévement de quoi il s'agit.

Rapprelons la définition dtun M ~diviscur. C'est une fonction ¢ sur Mk , A
valeurs réelles, telle que c(v) =0 pour presque tout v . On étend ¢ & M, ,
pour tout corps k' contenant k , en posant c(w) = c(v) si w est dans M,

au-dessus de v dans Mk .

Soit V une variété définie sur %k . Un scus-ensemble E de V_ x M  sera dit
k k

My-borné s'il existe un Mk—diviseur ¢ , un k-ouvert affine U , "coordinatisé",

tel que E soit contenu dans l'ensemble des couples (x, v) dans U_x M_ satis-
faisant & la condition v(x) < c(v) . On note 1l'ensemble de ces points par E(U , c).

Une application A : V_x M =R est dite Mk—localement bornée ou admissible, si
elle est 4y~bornee sur %out Eous-ensemble Mk-borne de V_x N_ (1. e. si, pour un

tel sous-ensemble E , il existe un Mk-d1v1seur c tel que

[Nz, v)| Sclv) pour tout (x , v) dans E ).

Nous considérons maintenant des triplets (U, £, A) constitués d'un k-ouvert
U , d'une fonction rationnelle f e k(V) , et d'une fonction admissible A sur

U_x M . Deux triplets (v, £, 2 ct (Ul ’ fl , %1) seront dits compatibles si
k k

-1 .
ff1 est morphique non nulle sur U n Ul , et si, pour chaque veM_ , ona

-1 <
(e£7)(B , v) = AP, v) = A (P, V)
pour tout P dans (U n U ) . Une classe maximale de compatibilité de triplets re-
couvrant V est appelée une guas:~fonct10n, définie sur k . Si £ est we quasi-

fonction, on définit son diviseur (&) de la maniére évidente.
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Supposons V non singulidre et projective. Pour tout diviseur X , 11 existe une
quasi-fonction § dont le diviseur est X . Soient g une quasi-fonction et W 1le
complément de son diviseur. On définit les valeurs de § sur W_x M_ en posant

k
E,(P 9 V) = V(f(P)) - 7\(P ) V) ’
si (U, r y A) représente € en P ., On démontre facilement qu'une quasi-fenction
dont le diviseur est nul cst Mk-bornée. Une quasi~-fonction de diviseur nul, pre-

nant la méme valeur en tout (P , V) , sera dite constante.

Les quasi-fonctions donnent une déoompoaition de la hauteur en termes locaux. En
effet, soit & une quasi-fonction de diviseur X . Définissons hg sur le complé-
ment de X par la formule

. 1
hg(P) = [T{:—g_[ Z NV'E(P ) V)

pour tout P de Vk « Alors hE est équivalente & -~ hx , 81 h,

e désigne la hau-

teur appartenant & la classe d'équivalence lindaire de X .

Les quasi-fonctions sur V forment un groupe QF(V) « On met un k en indice
pour désigner le sous-groupe défini sur k . On note QF*(V) , le groupe QF(V)
modulo les quasi-fonctions constantes. On notera aussi que toute fonction retion-

nelle f définit une quasi-fonction de la manidre évidente, notée Ef .

THEOREME 6. - Soit A une variété abélienne définie sur % . I1 existe un homo-

morphisie et un seul

v D (4)_ - @r¥(a)_
k k

satisfaisant aux conditions suivantes :

(1) Le diviseur de Y(X) est X, donc Y est injective.

(i1) Si X = (f) est le diviseur d'une fonction, alors y(X) = & -

(iii) L'application vy commute avec les translations.

En outre, si X est rationnel sur k , alors Y(X) est définie sur k .

L'existence se démontre par les techniques du théoréme du cube, et par celles des
lois de réciprocités pour les correspondances (cf. [1]), ainsi que par l'astuce de
la limite, appliquées aux quasi-fonctions (voir n° 7).

Pour Xe€ Da(A)k et ¢ € Z'O(A)k , étranger & X , notons (X , a)v la valeur
de Y(X) en (q y V) , prise de fagon évidente. On voit alors que ce symbole satis-

fait aux conditions du théoreme 4. Ceci denne l'unicité de la quasi~fonction "cano-

nique" y(X) , ainai que l'existence du théoreme 4.
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7. Démonstration du théoreme 6.
Tout d'abord, soit a = (ao) - (al) + (az) - (a3) dans le noyau d'Albanese, et
[
soit b = (bo) - (bl) de degré O . Sur le produit A 7 , TIOUS pCS erons

» b)) .

(a',b' =(ao’a1’8'2’bo

PROPOSITION 1. - Soient Y un diviseur sur A , et n une quasi-fonction de di-
(5)
et une

visenr Y , définis sur k . Il existe alors une fonction g sur A
5) ayant le méme diviseur, et la propriété suivante :

quasi-fonction n' sur A
si a et b sont coume ci-dessus, et tels jue Ya(b) soit défini, on a :

Y (B) = g(ar , bY)

ng(®) = nt(at , BY) .

Démonstration. — Essentiellement routine avec les techniques du théoréme du cube

et de la loi de réciprocité pour.les correspondances.

COROLLAIRE. - Soit mn une quasi-fonction de diviseur Y , définie sur k.. Il

existe un Mk-diviseur ¢ tel que pour tout a € Zz et be Zo on ait

-1
&t ng » B, selv) a.(a) a(p) .
Démonstration. - On se sert de la proposition et du fait qu'une quasi-fonction de
diviseur nul est bornée.

(Noter qu'on a mis ( , )v pour désigner la valeur d'une quasi-fonction en

(b, v) . Clest assez standard comue notation.)
L'analogue de l'astuce limite pour les quasi-fonctions est contenu dans le lemme

suivant.

LEMME 1. - Soit n une quasi-fonction de diviseur Y sur k . Soient &, b de

degré O o Alors la limite

1 -1
lim E'<£(Ym0h(m6)a) M g-(nd) a ? b>V

o

existe, et il existe un Hk-diviseur ¢ tel gque pour tout a, b cette limite

soit bornée en valeur absolue par c(v) d,(«) d+(b) .
-+

Démonstration. - En employant le corollaire de la proposition 1 , on voit que
1l'expression entre crochets ( , >v est quasi-linéaire en m , et le lemme s'en-

suit immédiatement.

On notera QF et BQF 1les groupes de quasi-fonctions, resp. quasi-fonctions
bornées, et on mettra un ¥ pour désigner ces groupes modulo les (quasi—fonctions)

constantes.
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PROPOSITION 2, - Soit 1 une quasi-fonction de diviseur Y sur k . A chaque «

de degré O , on peut associer un élément Aa) de BQF* tel que :

(1) A sS0it un homomorphisme.

(ii)  Si a est dans le noyau d'Albarese, alors
| -1
Na) = g(r) it

(111)  Pour tout point u de A ona X(au) = X(a)u .
k

Démonstration. - Pour a donné, il est clair qu'il existe wne quasi-fonction
unique, bornée, telle que sa valeur en (b, v) soit la limite donnée dans le lem-
me 1 . Si on la note A («) , on obtient immédiatement la propriété (i) . Supposons
que S(a) = 0 . Il existe alors une fonction f telle que Ya = (f) . Mais on a
d+((m6)q) = d+(u) « Donc

5Y_(noyd) (ab)a

prend des valeurs bornées sur (b, v) d'aprds le corollaire de la proposition 1 ,
et ce terme s'évanouit quand on divise rar m et qu'on prend la limite. La contri-
bution de 1l'autre terme donne ce qu'on veut dans (i1) . Un argument semblable dé-

montre (iii) .

Nous pouvons maintenant aborder le théoréme d'existence principal sur les quasi-
fonctions canoniques sur les variétés abéliennes. Soient Y wun diviseur non dégé-
néré (par exemple, une section hyperplane), et n une quasi-fonction de diviseur
Y . Etant donné X e Da(A)__, il existe un 4@ de degré O et une fonction f tels
que k

X:Ya+(f) .
On définit

v(x) = Me) n & -
On voit que y(X) est indépendant du choix de a et de f parce que si Y, = (g)
est le diviseur d'une fonction, il existe un entier n tel que na& soit dans 1le
noyau d'Albanese, et on applique la proposition 2 , (ii) . Cette m8ume référence
montre alors que si X = (f) , ona y({X) = Ef , et la propriété (iii) de la propo-

sition 2 montre que y commute aux translations, ce qui démontre tout.
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