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Séminaire BOURBAKI
l6e année, 1963/64, n° 269 Février 1964

IES TRAVAUX DE SEELEY
SUR 1ES OPFRATEURS INTEGRAUX SINGULIERS SUR UNE VARIETE

par Laurent SCHWARTZ

Les opérateurs intégraux.singuliers ont été étudiés par un grand nombre d'au~
teurs, notamment GIRAUD, MIHLIN, CALDERON, SYGMUND, GOHBERG. SEELEY les a étendus
récemment aux sections d'espaces fibrés & fibres vectorielles sur une variété,
rendant ainsi possible la démonstration de la formule de 1l'indice d'Atylah-Singer.
Le nom d'opérateur intégraux singuliers était valable pour les opérateurs d'ordre
0 , qui pouvaient se représenter & 1l'aide d'intégrales utilisant des noyaux sin-
guliers ; mais les opérateurs différentiels d'ordre m sont des opérateurs inté-
graux singulier d'ordre m , de sorte que leur nom n'est plus du tout adapté.
Nous proposons de les appeler opérateurs de Calderon~Zygmind, étant donnée 1'im-
portance des travaux de ces auteurs sur ces opérateurs et leurs applications.

3 . . . -
l. Les espaces H sur un espace vectoriel X de dimension finie.

Soit X un espace vectoriel de dimensien n sur R , mni d'une mesure de
Lebesgue dx « On appellera = son dual, d& la mesure de Lebesgue associée 3
dx sur E , et (x, &) »{(x, & Ile produit scalaire de dualité sur X x E .

On appelle H° = H°(X) 1'espace 2 (X ; ax) , considéré comme sous-espace de
l'espace ®'(X) des distributions complexes sur X . Ensuite i ; W entier
20 , est 1l'espace des distributions qui sont, ainsi que leurs dérivées d'ordre
< m, des éléments de 1° ; en choisissant une base dans X , et en posant

p P
Pl 2Pt L 2P _ ;
(1.1) DF = (2. -6—)?) .o (2- -g)-c—n) , pour p = (pl 1 Pypoeev s pn) e N

on peut munir 1" de la norme

2
(1.2) I, = X [Io” 1%,
H pikm L

qui en fait un espace hilbertien. Si 1'on change la base, la norme, clest-d-dire
la structure hilbertienne, varie, mais non la topologie qu'elle définit ; ia
est donc un espace vectoriel topologique hilbertisable. Soit T une distribution
de H" 5 elle egt alors tempérée puisqua dans L2 3 soit T = 8T son image de

Fourier, distribution tempérée sur le dual E de X :
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L. SCHWARTZ

(1.3) T(8) = i T expl- 2in(x , ) dx .

Si nous choisissons une forme quadratique dsfinie positive sur X , notée
X - lx|2 yetsi & ‘5‘2 est la forme adjointe (ou duale) sur E , la norme

définie par (1.2) est équivalente & celle gi'on peut définir par FOURIER :
A 2
(1) Iell, = 1 @+ 1£12¥A1, .
L

Nous sommes donc naturellement amenés & définir des espaces B> = g° (X) pour

tout s réel : H® est llespace des distributions tempérées T sur X , dont
A ~

1'image de Fourier T est une fonction sur Z, telle que T(&) (1 + ]&[‘2) s/2

soit dans LQ(E) ; on pourra prendre sur H° la norme :
A 2 ,

(1.5) I, = IF @ @+ gAY, .
L

Si on change la ferme quadratique, 1l'espace H® ne change pas, ni sa topologie,
seule sa norme change ; c'est un espace vectoriel topologique hilbertisable. On
a 1'inclusion continue : H® ¢ Ht pour s >t ; on appellera H*® 1'intersec~
tion des H® pour s réel, H  leur réunion. On a les inclusions continues et
denses $ c H® ¢ &' 5 par transposition, on en déduit 1l'inclusion des duals forts
sc @) cs ;on peut donc identifier (H%)' a wn sous~espace hilbertisable
de §' ; on voit aussitdt que c'est H® , et que, pour tout choix d'une forme

quadratique |x|2 , la norme de dual de H° est exactement la norme de H ° .

2. Les opérateurs (a) ct (B) ; le lemme de commutation.

Pour o € $(X) , nous baptiserons (a) 1'opérateur de multiplicaticn T - aT .

Pour B fonction sur E , (B) sera l'opérateur (swr les distributions sur X} ):

T -+ 5(B(5T)) ; il revient & muitiplier par B les images de Fourier, donc c'est

aussi la convolution T-»B«%x T ; B §';3 . On démontre sans peine que (a) opére

continfment de H° dans H® . Quant a B , nous devrons supposer que c'est une
fonction mesurable, localement bornée, et O(IE,lp) pour |E| »= (p réel) ;
alors, pour tout s , (B) opére centinftment de H® dans H®P . Bien entendu
deux opérateurs du type (a) commtent, ainsi que deux opérateurs du type (B) ,

mais un opérateur (@) et un epérateur (B) ne commutent pas. Cependant :

PROPOSITION 1 (lemme de commutation). — Soit o e $(X) , et soit B une fonc-

-~

tion sur 5 , mesurable et localement bornée, qui est O(|&[P) powr [E] + =,

de classe ct dans le complémentaire d'un compact, et dont la dérivée est
O(IElp—l) pour |&| -« ; alors le crochet

386



OPERATEURS INTEGRAUX SINGULIERS

[@ , @)= @@ - @)@
S=p+1

opére continfiment, quel que soit s réel, de i dans H .

La démonstration est technique, simple d'ailleurs, vu qu'elle se fait en parta-

geant une intégrale en deux morceaux, procédé déja connu de nos ancétres.

Par ailleurs, chaque opérateur (u) a les propriétés suivantes : il opére de
® dans &, de & dans O' , et le support singulier de 1'image oT d'une dis-
tribution T est contenu dans le support singulier de cette distribution : on
dira encore que () est "trés régulier" {rappelons que le support singulier
d'une distribution est le complémentaire du plus grand ouvert de X ol elle est
une fonction C ). Pour qu'un opérateur © - & , &' 0! , soit trés régulier,
il faut et il suffit que le noyau qui le définit d'aprés le théoréme des noyaux
ait son support singulier dans la diagonale & de X x X , autrement dit soit une
fonction € dans le complémentaire de cette diagonale. On peut donc représenter

l'espace des opérateurs tras réguliers par

£ ;8 n e 50 n&Co) ’

et le munir de la topologie borne supérieure des trois topologies induites ; il
est alors complet. On le notera GR(X) . L'opérateur (B) n'est pas en général
trés régulier ; mais nous particulariserons considérablement les f , et alors il
en sera ainsi. Puisque (B) est l'opérateur B« , B = %b , il suffira que B
soit C* dans le complémentaire de l'origine pour que (B) soit trés régulier.

Or :

PROPOSITION 2. - Si B est une fonction mesurable sur £ , localement bornée,

¢” dans le complémentaire dfun compact et s'il existe p réel tel que 1l'on ait,

pour tout entier m 20 ;

(2.1) 18 @] =0(EPD powr [Eloe

alors Bx = (B) est trés réaulier (B est C° dans (0 ).

C'est évident. Car d'abord on peut supposer @& partout c® s puisque 1l'image de
Fourier § d'une distributien a support compact est analytique ; ensuite, pour
Yout multi-indice de dérivation p € QP ,

20
5(|~ 2in x|~ DP B) =a%(P B())
1
est dans L° si |p| + P - 20<~n, ce qui entratne que lxiza pP B soit con-
tinue,; donc DP B continue dans o ;5 donc B est bien ¢” dans CO .
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Nous retiendrons en particulier que, si o € $(X) , et si P est mesurable,
localement bornée, et, dans le complémentaire d'un compact, C° et homogine de
degré p , on pourra appliquer les propositions 1 et 2. ("Homogéne de degré p "

est une propriété locale équivalente par exemple & 1'équation d'Euler

™MB

of >
X =< pf o)
i=1 1

3. Les opérateurs de Calderon.mxmmd surr X , leur symbole, et leurs principales

propriétés.

Appelons £(X , p) 1'espace des opérateurs trés réguliers qui, pour tout s ,
opérent de H° dans H°P ; autrement dit,

£X 5 p =N SS(HS H Hs—-p) n GR(X) 3
8

on le munira de la topologie borne supérieure des topologies induites, pour la~
quelle il est complete £(X ; p + 1) sera aussi appelé l'espace des opérateurs
p-améliorants, et noté A(X ; p) »

Appelons I le complémentaire de O dans E . Appelons &(Z , p) llespace
des fonctions €~ sur ¥ , homogéne de degré p réel. Soit d'autre part | x|

une forme quadratique sur X , |§|2 sa forme adjointe sur E . Ajors, si

a€s8(X) et pe&(X;p) , on pourra définir 1'opérateur
(.1) o (e, = (@ B8 (1, gAP/2)
P IElF

(2]

(remarquer que ﬂ% est homogéne de degré O dans %, C° dans (0 ; elle est

&l

done une fonction mesurable et bornée sur X ; il en serait de méme pour [ pour

p >0 , mais pas pour p <0 ).
I1 est trés régulier d'aprés la proposition 2, et, pour tout s , opére de H®
dens H®P . Nous remarquerons en outre que
6, (¢ » B 0, f
est bilindaire continue de S(X) < E(X ; p) dans 1'espace camplet £(X ;5 p) 3 elle se pro-

longe donc de maniére unique en une application linéaire continue © o de
s(X) 8n E(Z; p) dans £(X ; p) « Mais S(X) est nucléaire, de sorte que
®7( = ®£: , et

s(X) o, 8z, p) =8 x X3 p) >
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OPERATEURS INTEGRAUX SINGULIERS

espace des fonctions ¢ sur X x I , homogénesde degré p en & pour tout
x e X, et dont toute dérivée Di Dg , multiplide par tout polynSme en x et par
l§|-P+Tq| , est bornée.

appellera T(X ; p), ouespace desopérateurs deCalderon-Zygmind ¢'ordre p sur
X , la somme directe de 1l'image ep (8(X » % ; p)) et de l'espace A(X ; p) des
opérateurs p-améliorants. Comme ©_ dépend de la forme quadratique, il en est

de m8me a priori de I'(X ; p) (sauf powr p =0 ).

PROPOSITION 3. - Si feS(X xZ ;p) , ge8(X xZ ;o) , donc
fge $SXxS;p+o0) ,0na:
(3+2) ep+o(fg) - ep(f) 0,0 €4(X ;p +0) .
La composition des opérateurs définit donc une application bilinéaire de
FX5p) xT(X;0 dans TXj5;p+0)

Ep particulier (X ; 0) est une algébre d'opérateurs (sans élément unité).

Pour f et g décomposables
£x, &) = alx) (&) 3(x 5 &) = y(x). 6(8) ’
cela résulte simplement de la proposition 1 j peur f et g quelconques, d'un

passage a la limite, ou prolongement par continuité.

PROPOSITION 4. - Le complexe conjugué, le transposé, l'adjoint d'opérateurs de
T(X ; p) sont encore dans I'(X ; p) . En outre, si on pose Y(x s &) =f(x, - &3

50 = 0, ()
(3.3) “(0,8) - 0,(F) € a(x 5 p)
(N7 -0, @ eax;e) .

8me démonstration, en utilisant simplement le fait que, powr P fonction sur

E,ona

=06, ‘®=0, @@= .,
et que pour deux opérateurs u, v,

— —— t
w=uv, t(uv) =% % , (uv)* = v* u* .

Les espaces I'(X ; p) ainsi définis dépendent apparemment de la forme quadra—
. 2 . -

tique [x|° cheisie swr X . Il n'en est rien, car, si [xlf et |x|§ sont
deux telles formes, et si 1'on appelle ep 1 et ©

. . ’ Py2
relatives & ces deux formes, il résulte de la proposition 1 que

lew deux applications
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SRR S 1 H
Gea) o, P -6 ., = (LE ( Jp/2 | (2P (1 4 |g|3P/2
ps2 Pyt HEEa g, !

donc on a toujours 6 ,2(f) - ep 1(f) € (X ; p) , ce qui prouve bien 1'indépen—
3
dance de I'(X ; p) par rapport & la forme quadratique.
PROPOSITION 5. -~ S1i o € 8(X) , pe&(E;p) , p=0, Llopérateur (a)(B)
est dans T'(X ; p) , et
0, B - (P et ;p) .

Si P(x , D) est un opérateur différentiel d'ordre < m A coefficients dans

$(X) , avec

P(x , D) = 2 a (%) pP ’
|plgm P

alors P est dans T'(X ; m) , et

P-06( 2 a(x&et;mn .
mpl:.:mp

4. L'application symbole.

IEMME des ¢. . -~ Pour tout a€ X, be I il existe une suite de fonctions

¢, de LZ(X) ; de norme 1 , ayant les propriétés suivantes ¢

J

1o leur support est compact et tend vers {a} pour j infini, donc elles

convergent faiblement vers O pour j infini ;

2° pour toute f € S(X x £ ; 0) , eo(f) 95 - f(a , b) p; comverge vers 0

dans 1% .

I7 suffit de choisir une fonction Y de L2 a4 support compact, et de prendre
. L 4R s
(4.1) 95 () = 2 exp(- 21n 1%(x » b)) W((x - a) .

les (pj ont bien la norme 1 ; leur support se concentre au point a pour j
infini, de sorte qu'elles convergent faiblement vers 0 et que, pour o e S$(X) ,
les w"j ~ a(a) cpj convergent vers O ; d'autre part leurs images de Fourier se
concentrent angulairement sur la droite engendrée par b dans E , et alors, pour
B homogéne de degré O sur E, G dans (O , les ﬁ(pi - B(p ¢; convergent
vers O dans L2 + En prolongeant par continuité et utilisant Banach-Steinhaus,

on en déduit 2° pour f quelconque dans S(X x £;0) .

PROPOSITION 6. ~ L'application GP du § 3 est injective ; et méme
Bp(f) € a(X ; p) implique £ =0 .

390



OPERATEURS INTEGRAUX SINGULIERS

Supposons en effet 6 0(f) € d(X ; 0) pour p =0, et utilisons la suite 9y
du lemme précédent relative 3 ae€X , beX . les 95 converfeant faiblement
vers 0 , les eo(f) 9 convergent faiblement vers O dans H ; mais elles ont
leur support dans un compact fixe, et on sait (RELLICH) que 1'ensemble des fonc-
tions de la boule unité de Hl , & support dans un compact de X , est un com-
pact de L2 , donc les 60 (H 2 convergent fortement vers O dans L2 3 de la
propriété 2° du lemme, on déduit alors que f(a, b) =0 . Ceci étant vrai pour
a et b quelconques, £=0.Pour p£O ( Gp dépend du choix d'une forme

quadratique), on se raméne aussitét au cas p = 0.

COROLLAIRE. - Si, pour une forme quadratique |x|2 sur X, on éerit un opé~
rateur Ae (X ; p) sous la forme Gp(f) + A, A'e &(X;p) , f est unigue,
et indépendante de la forme quadratique. L'application symbole S_ s A->f , est
une surjection lindaire de I'(X ; p) sur S(X x £ p) , de noyau ax ; p 3

en outre

spw(;\.B) = sp(A) 5,(B) , pour Ael(X;p) , Bel(X;o) ;
v t v *
.2 S (& = (s v =
@2 §5,® = 6,7, s = 6w, s)
= pZA) pour AeT(X 3 p) .
Clest une conséquence triviale de la propositien 6, et des propositicns 3, 4, et
formile (3.4).

On peut encore dire que la composée d'aprlications np GP :

surjection canonique
,, > T(X 5 p)/AX 5 p)
P

est une bijection linéaire ©, que le symbole est la composée Sp = @;1 o 5

<]
(4.3) s@Exz;p~FILX;op)

et que les diagrammes suivants sont commtatifs

composition des opérateurs
X ;p) xTX ;o0 >IX ;5 p+ o

(4+4) < SP x SCY SP+0

multiplication
SExXZj;p) x8EXxZ;a) >8(X x £ ; p+o0)
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[ transposition des opérateurs
I ; p > (X 5 p)
. S
(4e5) < 0 %
opération v Y
$X x Z;p) >8E x Z; )
N4
L f(x, & = £(x, =¥

etec.

D'autre part, un opérateur différentiel

P(x,D) = 2 a (x)DP R
Ipj<m P

& coefficients dans $(X) , dlordre < m, est dans I'(X ; m) ; son symbole est
le polyn8me homogine de degré m en & :

Pm(x , 8 = 2 ap(x) £P (proposition 5) .
|p]::m

Ltapplication Gp » utilisée au départ, est d'un intérét limité (sauf pour
p=0), puisqulelle dépend de la forme quadratique ]x[:2 « Mais le symbole Sp
est intrinséque, et c'est 1ui qui a toutes les bonnes propriétés. On doit plutdt
considérer ©_ comme un reléverent de Sp » puisque Sp e o = identité ; indépen~
damment de toute question de forme quadratique , tout relévement jouera le mAme
r8le.

5. Les opérateurs de Calderon-Zygmund & valeurs vectorielles.

Soient E , F, des espaces vectoriels de dimension finie sur C « On pose
FE;CE5 P 5P =TX3p) 0LE; P
(5.1) O3 LE;F 50 =030 oLE

SAxZ;EE;F 50 =8 «<Z;3p) 02(@E; F .

F)

('Y

Ajors le symbole S_ est une application lindaire surjective de

P
TE;LE;F) 5p) sur SExZ; EE;F 5 0p) ’
de noyau A(X ; EE€ ; F) ; p)

L'intérét de ces tensoriaations est que les §léments de I'(X ; S(E ; F) ; p)
sont des opérateurs

0(X ; E)
=QRX) gE -8 ; P , E'(X 3 E) »01(X ; F) , @ ;B 8P ;B

392



OPERATEURS INTEGRAUX SINGULIERS

On a les diagrammes commutatifs que l'on pense 3

composition
[ TXGeE;F) 50 x T(KE(F;Q) 50) - > T (X32(E;6) 3p+0)
Jes opérateurs

S xS sp+6

(5-2) S P o
mltiplication \4
S(XxZ;L(E3F) 5p) x B(XxZ;8(F;0) 50) —— - S(XxZ3;2(E36) 5p+0)

transposition des

( T (X;2(E;F) 5p) > [ (X; £(F*;E%) 5p)
opérateurs
(5+3) < S, ) S,
transposition et v :
ST LEF) 50 > $(Xx %3 £(F*E") 5p)

D, ="x, -8

etc.

6. Invariance par difféomorphismes et chaagements de cartes.

Soit A wun opérateur ®(X) L ®'(X) . 0a dit qu'il a son bi~-support dans un
fermé K de X, si:
19 Pour toute ¢ € ®(X) & support dans CK , Ap =0 .

2° Pour toute ¢ € ® (X) , Ap a son support dans K .
Cela revient exactement & dire que le noyau qui définit A par le théoréme des
noyaux a son support dans K x K< X x X ,

Bien entendu, un tel opérateur est entiérement connu si on le connaft comme
opérateur ®(Q) - ®'(Q) , ot Q est un ouvert contenant K .

Soit €, un ouvert de X, , K, un compact de €, , h un difféomorphisme
¢ de Ql sur un ouvert 02 de X2 » h(Kl) = K2 « Alors h transforme (par
transport de structure, une des méthodes les plus utiles et les moins bien connues)
O(Ql) dans O(Qz) , donc @ (Ql) dans @ (Qz) et £@® (Ql) 3 O (Ql)) dans
£ (Qz) 3 01 (02)) o Mais h ne transforme pas en général la mesure de Lebesgue
dx, de X; en la mesure dx, de X, 5 donc 1'immersion G)(Ql) -»6)(02) est cham-
boulée par h . Nous considérerons donc tous les espaces de distributions &tudide
(9, 0)(; y S, 8, HS) R comone des espaces de courants de degré 0 . ® wvoudra
dire ® ; ®' voudra dire ®' , dual de l'espace des formes différentielles de

degré n tordues & support compact. La difinition de ces espaces ne suppose plus
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que des mesures de Lebesgue ait été choisies sur X, et X2 « On démontre alors
que, si T est dans H°(X,) & support dans K, , hT est dens HS(Xz) 3 sup-

port dans K:2 , malgré la noa-conservation de la mesure de Lebesgue. En outre :

PROPOSITION 7 (SEELEY). - Si A e I"(X1 5 p} & son bi-support dans K, ; son
transformé A2 par h, c‘est—a—dlre hAh -1 ’ est dans 1"()(2 ; P) y & bl-suEport
dans K2 « Enoutre, si re &§X x T ; p est le symbole de A , le symbole de

ARt est g définie par

(6.1) gle, 5 8) = £ (k) , n T ))E)

Cela revient & dire que

8(3% ’ 82) = f(xl ) El) b avec x2 = h(Xl) ’ &1 = th' (xl)-52 s

Pour x € X , on doit donc considérer & comme un covecteur tangent &8 X en x.
La démonstration est trés technique, mais d'idée trés simple : on développe

n (x2) -nt (yz) suivant Tayler en puissances de (x2 - yz) , de sorte que les
convolutions sont transformées en des opérateurs qui ressemblent & des eonvolutions
Cette proposition nous permettra de définir des opérateurs de Calderon-Zygmund

sur une variété C° . En outre si nous voulons raisonner sur des espaees fibrés sur
de telles variétés, on doit aussi voir ce que devient un Calderon~Zygmund par chan-
gements de cartes sur des espaces fibrés triviaux. Soient donc El ’ F1 s E2 B F2 »
des espaces vectoriels de dimension firie sur C , et soit A un Calderon-Zygmund
eI (X ; E(El 3 Fl) $ p) ; transfermens-le par transport de structure, quand on
fait le changement ge carte (X 3 E; 3 F ;) (X E, ; F) défini par

aesX; s:’(E1 ; E )) et Yy €s8(X ; E(Fl H 2)) . On ob‘blent 1'opérateur

(y) A ) ; c'est évidemment un élément de I'(X ; f‘,(E2 5 I‘2) 5P, Ilamsqu'unelmul—
tiplication est un Calderon-Zygmund de degré O, et soneymbole eat yfa© ou ya £,
si f est le symbole de A . Naturellement, si A est a bi-support dans un com
pact X de X, il suffit que « et Yy soient définies au voisinage de K , et

O

C

7. Opérateurs de Calderon-Zygmund sur les sections d'espages fibwés sur une variété

c .

Soit maintenant X une varidté réelle C° de dimension n , E et F des

~

espaces fibrés sur X , & fibre vectorielle de dimensien finie sur G .

Ici encore les espaces de fonctions et distributions considérés sergnt les es-

paces de courants de degré O . On définit sans difficulté l'espace ©'(X ; E)
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des "sections distributions" de E , comme le dual de l'espace des sections-

formes différentielles de degré n tordues & support compact de E

Soit ® une trivialisation locale du fibré E ; c'est un Cm—difféomorphisme
fitré de O x E suw E | U, restriction d¢ E au~dessus d'un ouvert U de X;
O est un ouvert de l'espace ﬁn y E est un vectoriel de dimension finie sur
C o Alors @ transporte 0'(0) @ B sur 0'(U; E) . On appelle alors Hioc (X ;E)
ltespace vectoriel des sections distributions T de E telles que, pour toute
trivialisation ® et toute @ e ®(X) & support dans U, ltimage g1 (ar) ap-
partienne & H° @n s E) ; on le munit d'une topologie évidente. L!invariance
locale de H°® par difféomorphisme, signalée au § 6 entralne que Te 0! (X ; E)
sera dans Hioc (X 5 E) si la propriété précédente est vérifiée pour une famille
d)i de trivialisations locales telle que les ui recouvrent X o On dira main-

tenant qu'un opérateur
Ay 9(X;E) -0'(X; F)

est un Calderon-Zygmund de type local dedegré p ou appartienta rloc X3E; F3;p)
si ¢

1° i1 opére O(X ; E) -0(X ; F) , 8 E) ~8X;F , & (X;E)-8X; P,
0 (X ; E) +0'(X ; F) , et si le support singulier de AT est toujours contenu

dans celui de T :

20 pour toute trivialisation locale ¢ de E et toute trivialisation locale
¥ de F, avec le méme O et le méme U , et toute a € O(X) & support dans
Vs ~1 n
U, alors l'image ¥ (a) A(a) & estun Calderon-Zygmund sur R°, c'est-d~dire appar-
. R n
tient & TR ; & ; F) 5 p) « Le § 6 nous assure que la condition 3° sera sfire—

ment vérifide si elle l'est pour des <I>i ’ ‘I’i » tels que les ui recouvrent X .

Soit A € Floc X ; EsF; p) 3 définissons son symbole. Pour tout systéme de
trivialisations ¢ , ¥ , comme ci-dessus, on pourra définir un symbole de
111-1 (@) A{@) & , donc de ‘?—1 A® ; c'est une fonction C* sur O x T ’
= B_n - {0} , & valeurs dans R£(F ; F) , homogéne de degré p en E . En iden-
tifiant, pour tout x de O, & €I & un point de l'espace des covecteurs tan-
gents en x 4 O, on pourra transporter ce symbole au-~dessus de U . Sj, pour
tout x de X , nous considérons l'espace vectoriel des fonctions C°° homogénes
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de degré p sur I, = T:;(X) - {0}, ¢ Tx(x) est 1l'espace des covecteurs tangents
& X en x) & valeurs dans ﬁ@x H Ex) » 1la collection de ces espaces, lorsque

X parcourt X , peut étre mmi d'une structwre de fibré sur X s qu'on notera

(Zx 3 ﬁX(E 3 F) 5 p) ;5 le symbole de A au-dessus de U s défini par les trivia-
lisations @ , ¥, est une section de ce fibré au-dessus de U o Le § 6, et en
particulier 18. proposition 7, montrent que cette section est indépendante du choix
de ¢, ¥, de sorte qu'on a un symbole de A eu-dessus de X ‘tout entidre. On
1tappellera SP(A) ; clest une section C . du fibré (Zx H Bx@ tF) 5 p) , clest-
d-dire un élément de &(X ; (Zx 3 ﬁX(E 3 F) 5 p)) . On peut alors chapeauter tous
les résultats antérieurs en un théoréme :

THEOREME, - T Too (X35E; F;p) estun espace vectoriel dfopérateurs tres
réguliers de l'espace des sectlons de E dans l'espace des sections de F ; pour
tout s, Ae rloc(x 3 E s F ;3 p) opere de Hl (X 5 E) dans H (x i B .

&(X ; (s £4@E 5 F) 5 p) est l'espace des sections C° d'un flbre sur X .
L'opérateur S_ est une surjection de rloc X3E;3F;p sur
5(X ; (ZX 3 ﬁx@ 5 F) 3 p) , de noyau aloc(x 5 E 3 F; p) , sous—espace des opé-

rateurs de T 1ce P-8méliorants, c'est-a-dire qui, pour tout s , opérent

g=p+1 . R . . R
loc(x E) ~» Hy Y (X3 F) . On a les diagrammes commtatifs suivants ¢

(7.1)
- ) composition des ( )
Ty oo KEsE3P) I, (X3F3G50 X;E;G3p+0
oc 1oc opérateurs 1°°
< SP x S(‘7 Sp+a
v multiplication \
& (s (2y3 5 EB5E) 59)) xB(X; (Zyg32y (F16) 30) ——————> 5 (X (2458 (B50) 5p+0))

_ transposition des x n %
Ty o KSEsF3p) pr—— > T GGE 0,05 0yf1"5p)
(7.2) < S S
Y transposition, V
5 (X3 (558 E55) 3p)) > 5 (K3 (58, (Fa,@E e, ) 5))
~ tensorisation par I o

Iet O° est le fibré dont la fibre en x € X est l'espace des n-covecteurs
tordus tangents en x 4 X . Le dual de ©(X ; E) étent 0! (X ; E* &y on) , le
transpesé d'un opérateur © (X ; E) »0!'(X ; F) est un opérateur
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O(X 5 F* o ) +0'(X ;5 E* @, ") . Par ailleurs, si

fegX; (55 2E; R ;p)

alors pour tout x€ X , 5 €T (X) £(x , &) est un élément de E(E, ;5 E) 3
alors (t\i,') (x, & est (f(x , = &) e ﬁ@* x) tensorisé avec 1l'opérateur
identique de Qn , il donne un élément de S‘.’,(“ @ Qr ! % ® Q;l[) telle est la

signification de 1l'opération indiquée par la fléche horlzontale du bas

<t¥exnn)<x, a):t(f(x,—a))@xnn .

x
On aurait des diagrammes commutatifs analogues en remplagant la transposition par

la conjugaison complexe ou l'adjoinction.

8. Hypoellipticité des opérateurs de Calderon-Zygmmnd elliptigues.

Voici un exemple typique des applications de cette théorie. Op dit qu'un sym-
bole f e &(X ; (Zx H ﬁx(g 3 F) 5 p)) est elliptique s'il est inversible, c'est~
a-dire si, pour tous x€X, & € Zx , f(x, & estun élément inversible de
ﬁ(Ex 3 Ex) « I1 admet alors un symbole inverse g € E(X(Zx 3 f'x(.F. 5E) 5 -p) .
Un opérateur de Tloe (X3E; F;p) estdit elliptique, si son symbole est el-
lipbique.

Soit Te®'(X;E), et eH (Q E) pourunouvert Q de X ; alors
AT € Hs P(Q F) , pour tout A € Floc(x 3E ; F; P) . Soit en effet w un ou-
vert relatlvement compact de Q ; soit o« e O(X) , égale & 1 dans , & sup-
port dens Qjéerivons T = of + (1 - o) T+ Alors aT est dans Hl (X 3 BE)
et (1 ~aq) T est nulle dans w. Donc A(0T) est dans Hs p(X F , et
A((L = o) T) est une fonction C® dans w & cause de la tres-regularité. Donc
la somme AT est dans Hicp(w F) ; ceci étant vrai pour tout w, AT est
bien dans H)7P(Q; F) + By outre, si le symbole de A est nul dans Q, AT est

dans Hi pr 1 (@3 F) . En effet, avec les notations précédentes, A((1 - a) T) est
une fonction C° dans w . Récrivons of = o T + a(l —ad) T+ Le composé A(x)
est un Calderon-Zygmund de symbole nul sur X , donc il est p-améliorant. Puis-
que (L - a) T est nulle dans w, (A(®X))«((lL - a) T) est une fonction C*
dans w; et ensulte A(@) est p-améliorant et of dans H <& 3 5 , done

(A @) (a‘l‘) =A(F T) est dans HE” P‘”l (X ; P) ; donc AT est baon dans

—0+1
Hs p+ (w3 F) et par suite dans Hiofl @;Fp .
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On a maintenant la réciproque suivante, qui étend aux Calderon-Zygmund ellipti-
que la propriétd de régularité bien connue des opérateurs différentiels elliptiques,

en mérme tomps qu'elle la démontre :

PROPOSITION 8. -~ Si A est dans I‘l X 3 EsFs p) elliptique au-dessus d'un
ouvert Q de X, alors Te ©'(X; E) , ATe Hs—p (Q; F) implique (donc est
équivalent &) T € H (Q E) . Montrons d‘abord un lemme ¢

LEME. ~ AeT; (X; E;Fs;p , A el].iEtigue sur @, Te®'(X;E,

-1
T e HY, R I ATeHiog(Q;E) implique T e HY (@3 E) .

Soit en effet B un élément de T(X ; F; E ; ~ p) , dont le symbole soit
inverse du symbole de A sur Q. Alors BA - I est unCalderon~Zygmnd de degré O,
de symbole nul dans {2 . Comme on suppose T & Hi 1(Q E) on en déduit

- S=p 8=p 7 s s
BAT - T € Hy | (@3 E) « Mais AT € Hy " (@ ; ¥) entrafne BAT Hloc Q3 E) ;
donc, per différence, T € H (Q E) , ce qui démontre le lemme.

Montrons maintenant le théoréme. Comme il est local, on peut toujours supposer
Q relativement compa.ct dans X . Alors T est sfirement d'erdre fini dans Q.
Soit t telque TeH) (X;E) .51 t<s-1,ona Tth L@ B et

AT ¢ Ht""p+l Q3 F) ; le lemms montre que T € HtJ’l

Par récurrence, on en déduit qu‘J.l existe sﬁremen’c. un r>s -1 tel que
H S=P(0 .

Te Hlioc(Q E) ; alors Te H (X E) , AT € Hloc(Q ; F) , et le lemme montre

encore que T € H (Q E)

(Q; E) , on a monté d'une unité.

C. Q. F. Do

Voici également une généralisation en méme temps qu'une démonstration d'une
propriété classique des opérateurs différentiels elliptiques 3

PROPOSITION 9. —~ Soit A € rloc (X;E; F;p) elliptique pour une variété X
X 5 E)

~

compacte. Alers, pour tout s réel, A est un opérateur & indice de Hloc
dans Hs P (X F) ; autrement dit c'est un homomorphisme, dont le noyau est de

d:l.men31on finie, et 1'image de codimension finies Scn indice ne dépend que du

smole de A

Soit en effet BeTly (X s F5E 3 - p) de symbole inverse de celui de A .«
Mors AB-I aun O—symbole nul, donc est continu de Hiog (X ;3 F) dans

i;? L (X ; F) , et par suite compact de H p(X F) dans H]S_OE(X ; F) parce que
X est compacte. D'aprés la théorie de RIESZ, AB a donc une image de cedimen—

sion finie, donc a fortiori A . De méme BA a un noyau de dimension finie, denc
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a fortiori A . D'autre part tout opératzur linéaire continu d*un Banach dans un
autre, dont 1l'image est de codimension finie, est un homomorphisme. Deux Calderon-

Zygmund ayant méme symbole différent d'un opératour améliorant, donc

8 . S-p+l oy
I-Iloc (X 5 E) "’Hloc X B ’

. s . 8 . . . i3 aee
donc d'un opérateur compact Hloc-(x 3 B) - e (X 3 F) 5 donc ils sont méme indices

Nous laissons au lecteur le soin de montrer, pour cet indice, la formule d'Atyiah-

Singer.
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