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Séminaire BOURBAKI
16e année, 1963/64, n° 268

Février 1964

FRONTIÈRES DE FURSTENBERG ET FORMULES DE POISSON
SUR UN GROUPE DE LIE SEMI-SIMPLE

par Gérard SCHIFFMANN

(d’après Harry FURSTENBERG [3])

1. Résultats.

Soient, dans le plan complexe, D le disque unité et C sa frontière. Si f

est une fonction harmonique bornée, définie dans D, on sait qu’il existe une
fonction unique f , définie sur C ~ mesurable et bornée, et telle que, pour tout

z de D ~

où N est le noyau de Poisson. On va interpréter ceci en termes de théorie des

groupes, et montrer qu’on peut généraliser à tous les groupes de Lie réels, semi-

simples, connexes et ayant un centre fini.

Le groupe des automorphismes du disque unité est le groupe des transformations

homo graphique s de la f orme

Soit G le groupe des matrices de la forme (; b a) , aa - bb = 1 . M désignant

le sous-groupe de G formé des matrices - I° ( I matrice unité) , G/M est iso-

morphe au groupe des automorphismes de D. On fait opérer G dans 5 . Soient K

le stabilisateur de 0 dans G ~ et S la composante connexe du stabilisateur de

1 ; G = KS , et on a ainsi une décomposition d’Iwasawa-Mostow de G ;.le normali-
sateur de S dans G est M5 et, canoniquement~ G/K (resp. G/M3) est iso-

morphe à D (resp. C ). Soit n la mesure de Haar de C ~ considérée comme me-
sure sur G opère sur C~/l~ ~ et on vérifie, d’une part que le stabilisa-
teur de n est exactement K ~ d’autre part que si gK = z est une classe de G

modulo K ~ alors

Il en résulte en particulier que n est quasi-invariante.
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A toute fonction f, définie dans D, on associe une fonction  , définie sur
G et invariante à droite par K . Pour que f soit harmonique, il faut et il

suffit que

La formule de Poisson s’écrit alors

Ces résultats se généralisent de la manière suivante : soit G un groupe de Lie

réel, sem-simple, connexe, et ayant un centre fini ; considérons une décomposition
d’Iwasawa-Mostow de G : G = K.H.N = K.S ( K compact, H abélien, N nilpotent,
S résoluble) ; soient M le centralisateur de H dans K et N(S) = M.S le

normalisateur de S dans G. Enfin, posons

1° Il existe sur C une mesure 03C0 unique,, ayant les propriétés suivantes : elle
est positive de masse 1 ~ invariante par K et quasi-invariante par G . Son sta-

bilisateur dans G est exactement K .

2° L’application (gK)n est un homéomorphisme de D sur son image dans

f (C) ~ espace des mesures positives de masse 1 sur C . étant vaguement

compact, la fermeture de l’image de D est une compactification de D . Cela

étant, si l’on identifie C aux mesures ponctuelles de masse 1 sur C , C ap-

partient à la compactification de D .

Ces résultats ont été complétés par MOORE 181~ qui montre en particulier que
cette compactification est une compactification de Satake de D (cf. § 3) .

3° Soit f une fonction harmonique bornée sur G . Il existe une et une seule

fonction f ~ définie sur C ~ mesurable et bornée, telle que

En généralisant la formule de la moyenne, ces résultats peuvent s’étendre : soit

~C une mesure sur G, positive de masse 1 et de base la me sure de Haar de G .

Appelons ~-harmonique toute fonction f, définie sur G et vérifiant l’équation

de convolution

On se limite aux fonctions f assurables et bornées.
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4° Toute fonction ~-harmonique (bornée) invariante à gauche par K ~ est cons-
tante. On en déduit certaines conséquences pour les fonctions harmoniques bornées

( § 5) .

5° On peut obtenir une "formule de Poisson" pour les fonctions ~-harmoniques
bornées, C étant remplacé par un espace homogène convenable de G ( § 6) .

2. Définition et étude des sous-groupes frontières.

Si X est un espace localement compact, désignera l’ensemble des mesures
sur X ~ positives de masse 1 . La convergence des mesures sera toujours la con-

vergence vague.

DEFINITION 1. - Soit G un groupe localement compact, dénombrable à l’infini.
Un sous-groupe fermé H de G, H différent de G ~ est un sous-groupe frontière
de G si :

1° WH est compact.

2° Pour toute mesure 03C0 , appartenant à P(G/H) , quasi-invariante, il existe
une suite gn de G, telle que g n converge vers une mesure ponctuelle. G/H
s’appelle alors une frontière de G .

Il suffit évidemment que la condition 2° soit vérifiée par une mesure quasi-
invariante particulière, et elle est alors vérifiée par toute mesure~ quasi-
invariante ou non. De plus, elle est équivalente à la condition : "il existe une

suite  n de 6’ ( G) telle converge vers une me sure ponctuelle". Cette
définition a pour origine une propriété bien connue du noyau de Poisson du disque
unité D : si un point de D tend vers un point frontière, le noyau se concentre
en ce point. Comme dans ce cas particulier, on en déduira l’unicité de la repré-
sentation intégrale. L’existence sera conséquence d’une propriété de point fixe.

DEFINITION 2. - On dit qu’un groupe localement compact possède la propriété de
point fixe si, chaque fois qu’il opère continûment sur un convexe compact d’un es-
pace vectoriel topologique localement convexe séparé, il laisse fixe au moins un
point de ce convexe.

En particulier, les groupes résolubles ou compacts possèdent la propriété de point
fixe. Les résultats de ce paragraphe sont les deux théorèmes suivants :

THEOREME 1. - Soit G un groupe de Lie. réel connexe ; les propriétés suivantes
sont équivalentes :
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1-1. G n’a pas de frontières.
1-2. G a la propriété de point fixe.

1-3. G est extension d’ un compact par un résoluble connexe.

THÉORÈME 2. - Soit G un groupe de semi-simple, connexe et ayant un
centre fini. Soient G = K.S ( K compact, S résoluble) une décomposition
dl Iwasawa-Mostow de N (S) le normalisateur de S dans G.

2-1. N (S) est un sous-groupe frontière et a la propriété de point fixe. ~ un
automorphisme intérieur près, il est le seul à posséder simultanément ces deux.
propriétés.

2-2. N (S) e st un sous-groupe frontière minimal.

2-3. N (S) est maximal pour la propriété de point fixe.

En faisant le quotient par le radical, on voit que, pour le théorème 1 ~ on peut
se ramener au cas semi-simple, la condition 1-3 devenant simplement : " G compact".
Ces deux théorèmes s’établissent simultanément. Néanmoins~ certaines implications
du théorème 1 se démontrent a priori.

1-3 entraîne 1-2. On a le critère suivant :

LEMME 1. - Soient G un groupe localement compact et G1 un sous-groupe fermé

de G . Si G1 a la propriété de point fixe, si G/G1 est compact, et si G

laisse invariante une mesure sur G/Gt,. alors G a la propriété de point fixe

(évident) .

Soit alors G un groupe localement compact admettant un sous-groupe invariant

résoluble Gl ; si est compact, le lemme s’applique, et G a la propriété
de point fixe. Remarquons que ceci ne suppose pas G connexe.

~ 

1-2 entraine 1-1. Soient G un groupe localement compact, dénombrable à l’infi-

ni, H un sous-groupe frontière de G . est convexe, faiblement compact.
Si G a la propriété de point fixe, il laisse invariant une mesure sur G/H , y me-
sure qui, d’après la propriété de frontière, ne peut être que ponctuelle. On en
déduit que H = G , ce qui est impossible.

1-2 entraine 1-3. On se ramène au cas semi-simple. Pour montrer que G est com-

pact, il suffit de montrer que Ad(G) est compact, ce qui est une conséquence du

lemme suivant :

LEMME 2. - Soient G un groupe de Lie connexe ayant la propriété de point fixe,
et p une représentation linéaire de G , de dimension finie, irréductible et uni-

modulaire ; alors p(G) est compact.
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Ce lemme s’établit en faisant opérer G sur l’espace des mesures sur l’espace

projectif associé à l’espace de la représentation.. G laisse fixe une mesure po-

sitive de masse 1 9 et on montre, à l’aide du support de cette mesure, que si

p(G) n’est pas compacta alors p n’est pas irréductible.

Cela étant, 1-2 entraîne 1-3, même si G n’est pas connexe, pourvu qu’il n’ait

qu’un nombre fini de composantes connexes.

Pour obtenir les autres propriétés, remarquons d’abord que si F est un sous-

groupe frontière de G (ayant les propriétés du théorème 2) , alors F est con-

tenu dans un conjugué de N (S) (plus généralement d’un sous-groupe fermé, ayant
la propriété de point fixe et contenant S ). En effet, N (S) ayant, d’après ce

qui précède, la propriété de point fixe, y laisse invariante une mesure sur G/F
et, utilisant la propriété de frontière, on voit que cette mesure est ponctuelle.

Le point central. de la démonstration est le lemme suivant :

LEMME 3. - Il existe un sous-groupe frontière F ayant la propriété de point
fixe.

Soit v, appartenant à ~’ (G/S) , une mesure quasi-invariante par G . L’ensem-

ble Q contenu dans des me sure s limites de me sure s de la 

Il appartenant à P(G) , est convexe vaguement compact. G opère dans Q .

Soit n un élément de Q ~ stable par N (S) . K est homéomorphe à G/S ; 3 on

peut donc considérer 03C0 comme une mesure sur K .

Soit Ko le plus petit sous-groupe fermé de K, contenant le support de n.
Il est bien connu que dk , mesure de Haar de K ,peut se calculer à partir de
1t par des moyennes de n et de ses convolées avec elle-même. On.en déduit que

dko , considérée comme mesure sur G/S , appartient à Q , et est stable par
N (S) .

On peut prendre F = Ko S . En effet, on a une application d’espaces homogènes
de G/H dans G/F, application qui se prolonge aux mesures. L’image 03BD1 de v

est quasi-invariante. De plus, il existe une suite un de f (G) telle que  n w
converge vers dko s donc ~n ~ v’ converge vers une mesure ponctuelle. F est

donc un sous-groupe frontière (on verra plus loin que F est différent de G ).
F a la propriété de point fixe : en effet, S est résoluble connexe, F/S est

compact, et dk , considérée comme mesure sur F/S , est stable par F. Il suf-
fit donc d’appliquer le lemme 1. Comme G est non compact, il en résulte en par-
ticulier que F est différent de G . Enfin, comme S est connexe, F n’a qu’un
nombre fini de composantes connexes, donc est extension d’un groupe compact par un
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groupe résoluble connexe. On peut supposer que F contient le normalisateur de

~ S , et pour voir qu’il lui est égal, on applique le lemme suivant :

LEMME 4 (GODEMENT). - N(S) est maximal parmi les sous-groupes fermés qui sont
extension d’un compact par un résoluble connexe.

Les assertions non encore démontrées des théorèmes 1 et 2 sont maintenant tri-

viales.

D’autre part, il est clair, qu’à un automorphisme intérieur près, les sous-
groupes frontières de G sont les sous-groupes fermés, différents de G ~ et con-
tenant N (S) .

3. Compactification de G/K .

On conserve les notations du § 1. En particulier, D = G/K ~ C = G/N (S), et
on sait que N(S) = M.H.N ~ où ri est le centralisateur de H dans K . C étant

homéomorphe à K/M , il existe une mesure unique 03C0 , appartenant à f (C) et in-

variante par K .

Soit n* la mesure sur G définie par :

où db est une mesure de Haar à gauche de N (S) . Un calcul simple montre que, y
pour db convenablement normalisée, on a

où X est définie par x (khn) = x (h) _ exp(2p(log h) ) , 2p désignant la somme

des racines positives. Il en résulte que n*, donc n, est quasi-invariante. Le

stabilisateur de rc est exactement K . En effet, pour que g stabilise n, il

faut et il suffit qu’il stabilise c’est-à-dire x . Ecrivant g = khk’ , on

en déduit que g appartient à K .

L’Application gK -> est une injection continue de D dans ~’ (C) . La
fermeture de l’image de D est vaguement compacte, et il résulte de la propriété
de frontière de C que les mesures ponctuelles appartiennent à cette fermeture.
On peut donc considérer C comme faisant partie de la "frontière de Furstenberg"

de D . On dira que C est la frontière distinguée.

MOORE [8] a établi les points suivants :

1° gK -> (gk)yc est un homéomorphisme de D sur son image. On a donc une com-

pactification de D .
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2° Ces résultats restent valables pour certains sous-groupes frontières, autres

que les sous-groupes frontières minimaux.

3° Les compactifications de Furstenberg sont exactement les compactifications
de Satake.

4. La formule de Poisson our les fonction;~ harmoni ues.

On dit qu’une fonction f, définie sur G, est harmonique si elle vérifie la

formule de la moyenne

et on se limite aux fonctions mesurables et bornées. Cette fornule entraîne, d’une

part, que f est invariante à droite par K et, d’autre part, que f est indé-

finiment différentiable.

Pour toute fonction harmonique bornée f, soit Qf l’ensemble des fonctions y
mesurables et bornées, telles que

f lui appartenant, Qf est non vide ; il est convexe, borné et fermé pour la to-

pologie a(I ~ ~ L~’) ~ donc compact pour cette topologie. G opérant par transla-
tions à droite, et N(S) ayant la propriété de point fixe, y il existe un élément

03C6 de Qf’ invariant à droite par N (S) , c’est-à-dire définissant une fonction
f sur C . Il suffit alors de remarquer que dk * 6 (6 : masse + 1 au point
x de C ) est invariante par K, donc égale pour obtenir la formule de

Poisson

Inversement, on vérifie sans peine que si f est une fonction mesurable et bor-

née, alors cette formule définit une fonction harmonique bornée sur G . Quant à

l’unicité, on la démontre d’abord pour les f continues en utilisant comme dans

le cas du cercle, la propriété de frontières, puis on passe au cas général par ré-
gularisation (unicité signifie évidemment unicité de la classe de fonctions ...).

5. Un théorème sur les fonctions -harmoniques.

Soit ~ appartenant à et absolument continue par rapport à dg. On ap-
pelle fonction ~-harmonique ~ toute fonction f vérifiant
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et on se limite aux fonctions -harmoniques mesurables et bornées.

THEOREME. - Toute fonction -harmonique bornée invariante à gauche par K ,
est constante.

La démonstration est trop longue pour pouvoir être donnée ici. On va simplement
tirer de ce théorème deux résultats concernant les fonctions harmoniques bornées.

PROPOSITION 1. - Pour qu’une fonction f ~ mesurable et bornée, soit harmonique,
il faut et il suffit que

(formule de la moyenne généralisée).

En effet, si f est harmonique, il est évident qu’elle vérifie (1). Réciproque-
ment, si f vérifie (1),

est invariante à gauche par K, bornée, y et vérifie aussi (1) ; ~g est donc

(dk ~ ~)-harmonique : elle est constante. Il en résulte trivialement que f véri-

fie la formule de la moyenne habituelle, donc que f est harmonique.

Les fonctions harmoniques étant invariantes à droite par K, on peut les consi-
dérer comme des fonctions sur G/K . D’autre part, on appelle laplacien sur G/K,
tout opérateur différentiel sur G/K, invariant par G ~ elliptique du second or-

dre, et nul sur les constantes. Il existe effectivement de tels opérateurs (LAPLACE-
BELTRAMI).

PROPOSITION 2. - Soit f une fonction de classe C2, sur G/K ; 3 pour que f

bornée soit harmonique, y il faut et il suffit que f soit annulée par un laplacien.

Dans un sens, c’est clair, puisqu’on sait [5] qu’une fonction harmonique est an-
nulée par tout opérateur différentiel, invariant par G, et nul sur les constan-

tes. Dans l’autre sens, si G/K est de rang 1 ~ le résultat est évidente et

l’hypothèse "bornée" est d’ailleurs inutile. Dans le cas général, soient A un

laplacien sur G/K, et  un opérateur différentiel sur G , invariant à gauche

par G ~ à droite par K, et dont la restriction aux fonctions invariantes à

droite par K coïncide avec A ; HUNT [7] a montre qu’un tel opérateur pouvait
être défini par un semi-groupe de mesures c’est-à-dire qu’il existe un

semi-groupe de mesures positives de masse 1, tel que
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cette égalité étant valable pour les fonctions 03C6 bornées et de classe C2 . De
plus, ce semi-groupe est unique, d’où il résulte qu’il est invariant par ad(k) ,
puisque A l’est. Appliquant ceci à une fonction f , annulée par  , on montre
facilement que f vérifie la formule de la moyenne généralisée, donc que f est

harmonique (les mesures ~t sont de base dg ).

6. La formule de Poisson pour les fonctions ~-harmoniques.

Soit toujours ~ ~ appartenant à et de base dg .

THEOREME. - Il existe un sous-groupe M de M ~ ayant même composante connexe

que M , et une mesure 03BD , sur l’espace G/M S , positive de masse 1 , absolu-

ment continue par rapport aux mesures quasi-invariantes, le couple (G/~i S , v)
ayant la propriété suivante : pour toute fonction -harmonique bornée f , il

existe une et une seule fonction f ~ définie sur G/M S ~ v-mesurable et bor-

née~ telle que

Réciproquement, si f est une fonction, définie sur G/M S ~ v-mesurable et

bornée, alors la formule précédente définit une fonction f ~ ~-harmonique et

bornée.

G/M~ S s’appelle le ~espace de G . Comme M est compact, il n’y a, lorsque

~ varie, qu’un nombre fini d’espaces de Poisson possibles. On peut donner des

exemples où M 
~ 

est différent de M . De plus, on verra 

l’on peut déduire le critère suivant :

LEMME. - Si pour un entier n ~ le support de ~*n est un voisinage de l’élé-

ment neutre dans G ~ alors M 

~ 
est égal à M .

Démonstration du théorème. - Pour résoudre l’équation :

on peut procéder par approximations successives. Formellement, partant d’une fonc-

tion 03C6 quelconque, on considère la suite

et la limite est ~harmonique.

Remarquons qu’on a
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Soient 0 = GN et dw = ~N . Désignons par X i , ... , X , ... les applications
coordonnées. Elles forment une suite de variables aléatoires à valeurs dans G 9
et de même répartition. On a

En "passan+ à la limite", on obtient une représentation intégrale des fonctions

p-harmoniques, représentation qui, convenablement .transformée, donnera la repré-
sentation intégrale cherchée «

D’une manière précise, soit S l’ensemble des fonctions définies sur G,
bornées, uniformément continues pour la structure uniforme gauche de G ~ et en
outre telles que

existe, pour tout g , y dw-presque partout. Soit a l’ensemble des fonctions li-

3 c’est une sous-algèbre de L~ (d03C9 o ) , et G opère continûment sur
c~ ~ Soit X l’ensemble des fonctions p-harmoniques, bornées et uniformément con-
tinues à gauche. o Si ~ appartient 

appartient à ô~ ; ; d’où une application linéaire u : x .

On va montrer que u est bijective.

e

Soient f appartenant à et W n (g , y G~) = ... X n (w)) . La proprié-
té de ~-"harmonicité signifie que, pour tout g , y la suite W n (g , s ,) est une

martingale 3 comme f est bornée, c’est une martingale bornée, donc convergente.
Ceci définit une application v de ? dans et il est clair que u et v

sont réciproques. CL et ? peuvent être munies des normes 9 et u et v ,

n’augmentant pas ces normes) les conservent. Comme ? est fermé dans L~(G) ~ d

est un espace de Banach. En introduisant les fonctions complexes, on voit qu.’en
fait a est une C*-algèbre. A s’identifie donc à l’algèbre des fonctions con-
tinues sur un espace compact TI o

Soient 4l E a, f la fonction correspondante sur n ~ f = u(~) soit v

la mesure sur 03A0 , définie par



FRONTIÈRES DE FURSTENBERG ET FORMULES DE POISSON

G , opérant sur opère sur et il vient :

TI s’identifie à un espace homogène compact de G ~ et on vérifie immédiatement

Il en résulte que v absolument continue par rapport aux me-

sures quasi-invariantes sur TI. La formule s’étend, par régularisation, à toutes

les fonctions -harmoniques bornées.

Il reste à préciser n . Soient M’ un espace homogène compact de G ~ et A

le stabilisateur d’un point xo de TI. Il existe une mesure e appartenaht à

f (M’ ) ~ stable par A . En effet, ~, M> ~~ ~r À applique continûment ~(M’ ) dans

lui-même, donc il existe un point fixe ), : ~. ~ ~ _ ~, . Si $. appartient à

~~MI ) ’ 
.

appartient (évident). Il suffit de prendre

En particulier, si M’ = C , l’orbite C~H de 0 est compacte, donc contient une

mesure ponctuelle, d’après la propriété de frontière. A un automorphisme intérieur

près, on en déduit que A c N(S) . Pour achever la démonstration, il faut montrer

que N(S)/A est fini ; 3 disons simplement que le théorème du § 5 joue un r8le es-

sentiel : il signifie que K est transitif sur TI.

RemarQues. - Le mémoire de FURSTENBERG contient également les points suivants :

1° Dans le cas des domaines de Cartan, la "frontière distinguée" correspond à
la frontière de Bergmann-Silov.

2° En se limitant aux me st~re s ~ , à support compact et à densité bornée, on
peut définir, pour les fcnctions p-harmoniques, la frontière de Martin.
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