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Séminaire BOURBAKI
lée annde, 1963/64, n° 267 Féwrier 1964

TRAVAUX D!'IGUSA SUR IES FORMES MODULAIRES DE GENRE 2

par Pierre SAMUEL

1, Pogition du probléme.

Soit g un entier > 1 . Les matrices symétriques dtordre g sur C forment
; 1 ]
un espace vectoriel de dimension = g(g +1) ; celles dont la partie imaginaire
est positive non-dégénérée en forment un cbne convexe ouvert, qu'on appelle l'es—

pace, ou "demi-plani de Siegel, et qu'on note Sg » Pour g=1, on obtient le

demi~plan ordinaire Im(z) >0 .

Le groupe symplectique Sp(ag ,E) opére transitivement sur Sg de la fagon
suivante : un élément M de Sp{2g,R) s'éerit (: 3) ot a,b,c,d sont
des matrices réelles d'ordre g telles que

a.tb = b.ta » c.td = dntc ’ aetd - be

t
c:]'.g H

pour T € Sg , on pose alors
-1
(1) Mt = (at + b) (ct + d)

(voir [8], exposé 3). On obtient ainsi tous les automorphismes analytiques de § ,
deux matrices symplectiques M , M' donnant le méme automorphisme si et seulement si
M+ M =0 . Les sous-groupes discrets de Sp(Zg,E) donnent tous les groupes
d'automorphismes analytiques qui opérent de fagon proprement discontinue dans sg.

Parmi ces sous-groupes discrets, le plus important est le groupe modulaire de
Siegel Sp(2g,2) . On considére aussi des sous-groupes discrets ' qui sont
"commensurables" & Sp(2g,Z) , en ce sens que I nSp(2€,2) est d'indice fini
dans T et dans Sp(2g,Z) . Soit T wun tel sous-groupe, et soit k un entier

Py

>0 ; on appelle forme modulaire de poids k relative & I' toute fonction ana-

lytique f sur Sg telle que

(2) f(M.r) = £(t) det(er + d)k pour tout MeT et te€ Sg -

Les formes modulaires de poids k relatives & ' forment un espace vectoriel
A(l")k sur G , et la somme directe

(3) A(D) =@A(r)k

c

est un anneau gradué, 1l'anneau des formss modulaires relatives & T .
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La théorie des compactifications (cf. [8]) montre que A() est une GC-algdbre
intégralement close de type fini, et que la "variété modulaire® proj A(T) con-

tient 1l'espace homogéne $§ g/I" comme ouvert de Zariski ; son complémentaire est

de codimension =2 pour g>2 .

Le probleme qu'on se pose est de déterminer le plus explicitement possible

1'anneau A(T) et la variété proj A(T) . Trois méthodes d'attaque sont possibles:

1° La formule des traces de Selberg permet, théoriquement, de calculer la dimen-

2

sion de A(l")k » IGUSA en dit quelques mots dans un appendice & [3] et dans [4].
Mo sentant totalement incompétant, je me contenterai d'observer que les résultats
récents de LANGLANDS sur cette formule (cf. [6]) ne paraissent pas utilisables,
car les espaces homogdnes sgf‘ ne sont pas compacts.

.%° Pour .I'=5p(g, Z) , les points de SJI correspondent aux classes de
variétés abéliennes de dimension g » polarisées de fagon convenable. Or, pour
g=1,2, 3, ces variétés sont "presque toutes" des jacobiennes de courbes,
de sorte que la variété des modules des courbes de genre 1, 2, 3 sera "proche" de

8 /T . D'autre part cette variété des modules est connue pour g=1, 2 (voir
[2) et [7] pour g=2), et, pour g =3 sy la théorie classique des invariants
des formes quartiques ternaires doit donner des résultats analogues.

Clest cette méthode qu'utilise IGUSA dans [3] pour g=2 . Spient A s B,GC,D
les covariants de degrés 2 ,4 , 6 , 10 des formes sextiques binaires définis
dans [2] ou [7], et X 1la variété proj C[A, B, C, D] ; la variété des modules
des courbes de genre 2 sur G est le complémentaire de D=0 dans X . On a
ainsi une application rationnelle SZ/P -+ X , ol tous les points de 82/F cor-
respondant aux produits de deux courbes elliptiques sont appliqués sur le point
B=C=D=0 de X ; on doit donc, pour obtenir une compactification de 32/ r,
faire "gclater" ce point de X (il ne s'agit pas d'une transformation moncidale s
ce qui, & la fois, complique et simplifie les choses). On obtient ainsi une com-
pactification de 32/ I, qui correspond & 1'anneau des formes modulaires dont le
degré est multiple de 6. Par normalisation, on obtient 1l'anneau A[T) , et on voit
qu'il est engendré par les quatre séries d'Eisenstein

(4) fw(t) = 2 det(ct + @™

c,d
de poids w =4, 6 , 10 , et 12 . Ainsi la compactification proj.A(l) est la
variété quotient de g4 - (0) par le groupe C* opérant par

2 6 *
(b 5 by 5 85, 8) ~ ( tl,u3t2,u5t3,u t,) (egh .

366
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De plus IGUSA calcule explicitement en fonction de f4 ’ f6 ’ flo et f12 les
invariants arithmétiques définis dans [2], ce qui résoud un probléme de Siegel.

3° Dans [5], IGUSA utilise avec grand succés les fonctions théta, c'est-i-dire,
essentiellement, la théorie analytique des variétés abéliennes polarisées. C'est

cette méthode que nous allons maintenant résumer.

2. Les "théta~constantes'.

a. Les sous~groupes de congruences.

Etant donnée une matrice carrée s , nous noterons (s)° le veateur formé par
ses coefficients diagonaux. Soit n un entier > 1 ; les matrices M e Sp(2g ,E)
telles que M= I, (mod n) forment un sous-groupe distingué T g(n) de
Sp(2g,2) =T g(1) » appelé le sous-groupe principal de congruence de niveau n .

On appelle groupe de congruence tout sous-groupe de ' (1) contenant un
Fg(n) 3 un tel groupe est commensurable & I (1) . Parmigeux, pour n pair, on
considére le sous-groupe I (n, 2n) de T %n) formé des matrices (3 g)
telles que ®°= (c)°=0 (mod 2n) ; il contient I (2n) , est un sous~groupe
invariant de T (1) , et est d'indice 2°8 dans T (n)g . Le quotient
I"g(n)/l"g(Zn , 4n) est commtatif, et T (n, Zh)/r'g(Zn , 4n) est un espace
vectoriel de dimension g(2g + 1) sur r, .

be Définition des théta-constantes.

Soient m' , me z6  m=(m , o) e ZZg y, TES et z egg « Considérons
la série &
(5) Sm('r; y 2) = 2 e(% t(p +'-é— m') x(p + ‘15 m") + t(p + -é- m) (z +%—m’l))
pegg
ot e(x) = exp(2inx) ; elle converge absolument et uniformément sur tout compact
de sg x gg s et sa somme est donc une fonction analytique de <t et de 2z . Pour

n=(n', n" e&zg, on a

+t
(6) Onan(Ts 2) = (=) ™ 6 (z, )

t t '
ten"~ m',n?
M e (t,z+m = (-1)T =m0l niz --Ql-tn"cn') OnlT 5 2) .
Un vecteur m= (m' , m") € §2g tel que tm'.m" soit pair est dit pair.

Les "théta-constantes" sont les fonctions Gm(-c) = em('c » 0) 3 ce sont des

fonctions analytiques sur Sg « Par (6) on peut se borner & considérer les Gm
dont le "vecteur" m est formé de zéros et de uns. On a la formule
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t f.n'
® e.(d 6 (x,2) = FW 0 ™ o ,0) @ 5 2) B gy (27, 2)

(sommation & 28 termes). On en déduit que, pour tout point T € S , il existe
m egzg tel que em(-v) #0 (sinon on aurait e(n, 0) (2t 4, 2) =0 pour tout

’
z € Qg par (8), ce qui est impossible) ; ce résultat est crucial.

Enfin on montre que des fonctions Gm(-c , 2) convenables annulent certains
polyn8mes homogénes de degré 4 ; ce sont les formules de Riemann.

ce Résultats principaux du cas général.

IGUSA explicite d'abord g(2g + 1) matrices A, qui engendrent le groupe
r g(2) » I1 nmontre ensuite que, si on pose f = 8 6, (o m et n sont pairs),
il existe un caractére y de rg(z) tel que

(9 f(M7) = XM detlet + d) £(7)

pour tout M= (2 g) € l"g(z) » Par liinternédiaire des X(Aa) s on détermine le
caractére X , et on montre qu'ona (M =1 si Me I‘g(4 » 8) o Done les

Gm Bn (pour m et n pairs) sont des formes modulaires de poids 1 pour
Fg(4,, 8) , clest-i-dire des éléments de A(l"g(4 » 8)) « Do plus ¢

l4 A
THEOREME 1. ~ L'anneau A(I‘g(4 , 8)) est la cléture intégrale de ©[ (em Gn)] ,

ou m et n parcourent l'ensemble des vecteurs "pairs" formés de zéros et de uns.

Bn effet, pour tout sous-groupe I commensurable i I‘g(l) , notons F() 1le
corps formé des quotients d'éléments homogénes de mfme degré de 1'anneau gradué
A(T) + On montre d'abord que le corps ¢ ((gy, en)) engendré par les e"/en con~
tient F(l"g(l)) « Pour celd on note que, pour T € $g , l'application

(10) Z o~ (em('c , 22)) (m mod 2) (z gg)

2
définit un isomorphisme analytique du tore complexe gg/ (x, Ig 7“8

sur une
sous-variété abéliemne V(t) de l'espace projectif complexe de dimension

2%8 _ 1. Liagal de V(t) est engendré psr des polynSmes de degré 2 A& coef-
ficients dans Q ((em(-c)/en(-z)) ¢ Ainsi Q ((eﬂ/en)) et , c((e rr/en)) sont des corps

de définitien de la variété abélienne générique de la famille (V(t)) . Donc

Q((Gn/ en)) contient le "corps des modules" de cette famille,qui est F(I g(1)) (cf. [8]).

D'autre part un raisonnement de théorie de Galois montre, & partir de 13, que
Q((Gn/en)) =F{T (4, 8) . Comme les Gm Gm sont de poids 1 , on en déduit que
A(Fg(ll, 8)) et cl(8, Sn)] ont méme corps des fractions. Enfin, au moyen de (b),
on montre que les @ € n'ont aucun zéro commm suwr S /T (4 , 8 ni sur sa
frontiére de sorte que, par le Nullstellensatz projectif, A(I‘g(4 s 8)) est entier
sur C[(6, 8)] »
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de Exemple : le cas g=1.

Pour g=1, il y a trois vecteurs pairs formés de zéros et de uns, d'oh trois

théta-constantes fondamentales u; , u, , ug liés par la formule de Riemann
ut - ug - ug' =0 . Comme C[U, , U, , U3]/(U‘l’ - Ug - Ug) est intégralement clos
et de dimension 2 , il est isomorphe a g[ul » Uy u3] 5 on a donc

A(F1(4 ’ 8)) =,‘2[(ui uj)] .
On en déduit

2 2 2 2 2
A(r1(4)) =_C,[\11 ’ \12 ) u3] 5 A(FI(Z ’ 4)) =9~[(ui uj)] »
4 4 4 4
A @) = gluj , vy 5 u3) =Clu} , w3]

alors A(l‘l (1)) est aussi un anneau de polynSmes (engendré par les séries
d * Eisenstein do poids 4 et 6 ). On retrouve les résultats classiques.

3¢ Le cas du genre 2.

s

a. La méthode de "descente" de I‘g(4 , 8 2 I"g(l) .

En général soient H 1'espace vecterizl des fonctions holomorphes sur $ , k
un entier > 1, et P = (2 g) € Sp(g y R) . Pour fe H, soit £ 1a fonction
définie par
(11) fP(-c) = £(P.t) det(ct + d)"k ’

de sorte que Sp(2g,R) opdre sur H par (P, £) ~~» £ .81 I est un sous-
groupe de Sp(2g,R) commensurable & I' (1) , les formes modulaires f de poids
k pour T sont caractérisées par f = pour tout Pel o
Considérons maintenant 1l'anneau gradué
R = Ry oh R =C et R =H pour k31 .
x>0
Si nous faisons opérer P € Sp(2¢,R) sur chaque R, par (11), on obtient un
automorphisme de l'anmeau R . L'ammeau A(C ) nlest alors autre que le sous~annea
des invariants d¢ R pour I .

Un calcul simplet mentre que, si f est une forme modulaire de poids k pour
I' , alors £ est une forme modulaire de poids k pour plrp ., Donc, si T
est un sous-groupe invariant de I'!' c Sp(2g,R) , I'* et T'!/l opérent sur
A(T) , et le sous-anneau des invariants de A(T) pour ce groupe est A(P?) .

Ainsi, comme on connait T g(4 » 8 par le théoréme 1 du § 2, ainsi que les
quotients successifs de la suite
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(12) T, 8 cT (0 cT (2, 4) T (@) ()

par le § 2 (a), on va pouvoir avoir des irformations sur A(l g(1)) o IGUSA expli-
cite complétement ce calcul pour g =2 , et pense que le calcul analogue pour
g = 3 est abordable.

be Calcul des A(T) pour g=2 .

Pour g=2, il y a dix théta-constantes fondamentales uy (=1, eea, 10) .
Les formiles de Riemann fournissent 21 relations quadratiques Fj (ui =0
(] =1, eee , 21) entre leurs carrés. Oy montre que 1l'anmeau
o[y 5 «on sy Tlo]/ (Fj (T)) est intégralement clos et de dimension 4 , de sorte
qu'il est isomorphe & Of (ui)] . Un lemme algébrique montre que €[ (ui)] est
aussi intégralement clos, donc aussi G[ (L“.i uj)] , qui est ainsi égal &
AT,(4 , 8)) (théordme 1).

La descente jusqu'a A(I'2 (2)) (par (12)) ne présente pas de diffucultés, et
montre que proj A([,(2 , 4)) est non-singulidre, et que proj A(P2(2)) est
une hyperquadrique de P 4 ©) .

Le passage de F2(2) a T,(1) est plus délicat. Le quotient 1‘2(1)/1‘2(2) est
Sp(a 22) s clegt-d~-dire le groupe symétrique 36 « Soit Py la représentation
de ce groupe dang A(FZ(Z))k ; comme on connait la liste compléte des représen—
tations du groupe symétrique, les informations qu'on a sur pk permettent de la
placer dans cette liste. A partir de 14, des calculg montrent que $

THEOREME 2, ~ L'anneau A(1"2(1)) est engendré par quatre séries d'Eisenstein
de poids 4 , 6 , 10 , 12 , algébriquement indépendantes.

IGUSA détermine aussi le noyau de l'homcmorphisme ¢ de Siegel, cl'est~a~dire
1'idéal des "Spitzenformen!,

c. Singularités des variétés modulaires.

On sait que la variété proj A(I'2 (1)) a des singularités. Dtautre pert, si I'!
est un sous-groupe de congruence, proj-A(I") est un revétement de proj .A.(I"2 () ,
et on a pu se demander ai ce revétement est non—sinﬂlier.lorsque 't est suf-
fisemment petit. C'est vrai pour I,(2 , 4) , mais faux pour T,(4) et tous ses
soug-groupes. En effet :

L)
THEOREME 3, - I1 y a un point explicitement déterminé o« de proj A(I‘2 (4)) tel
qutaucun anneau local noethérien entier sur 1'anneau local analytique (ou formel)
R de o ne soit factoriel (ni, a fortiori, régulier).

370



FORMES MODULAIRES DE GENRE 2

En effet R est entier sur l'anmmeau local R' du point de proj A(T 2(2 s 4)

correspondant & o , et R! est un anneau de séries formelles & trois variables

R* =¢[[a, b, ¢]] . Un calcul montre d'autre part que R contient un élément
x tel que

(13) ¥ = abe (a - bc) (b - ca) (c - ab) .

Si S est un anneau factoriel entier sur R, a, b, «ee , ¢ = ab sont des

carrés dans S (car ils sont deux & deux étrangers dans R', domc dans S, et car
2

toute unité de S est un carré par Hensel). Posons a=u , b=v", c=v 3
alors uz - v2 w? etc., donc u =~ vw , u + vw , etc., eont des carrés dans S «
Posons
a' =2(u + vw)/( + o2+ v ) , bt = 2(v + wu)/(L + NI wz) ’
et o' =2w+uw)/(1 +u2+72+w2) .
On a
a' - ble! =2(u - w) (1 +u2-v2-w"a)/(1+u2+v2-|-w2)2 ’

et deux formules analogues pour b' et ¢! , de sorte que a'btc! (a' - ble?)

(b* - c'a') (c' - a'd!) est un carré dans S ; ceci est l'analogue de (13), et
permet de définir a(n) , b(n) , c(n) par récurrence., Notons m 1'idéal maximal
de S ; si q est un entier tel que a!' , b! , ¢! e m soOnAa M+ VW, u-vwen'ﬁ,
d'ot uemd seta,b,ce e, Utilissnt a(n) ’ b(n) ’ c(n) (qui sont dans
m) , on en déduit par récurrence que a , b, c emzn «D'od a=b=c¢c=0 par
Krull, contradiction.
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