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D. LACOMBE

§ 1 - DEFINITIONS GENERALES,

1.1 = W @8t l'ensemble des entiers raturels, Z 1l'ensemble des entiers

rationnels, Q@ l'ensemble des ncmbres rationnels.

1.2 -~ A et B étant des ensembles cuelconques, BA est 1'ensemble de
toutes les applications de A dans B .

0

Nous assimilerons A~ & A¢ , clest-a-dire & g1 .

Bt nous assimilerons A MI a A .

D
1.3 - Nous poserons E(P)(A) = A(A ) pour chaque pe N ,

-

et T(4) = EJN 8(1))(&) ’

P ¢

ok Z représente la somme directe (que dans la suite nous assimi-

lerons sang vergogne i la réunion).

Pour M C T(A) 5 on posera M(p) =M N 8(9)(11) .

1.4 - Yous poserons -‘R(P)(A) = ﬂl(Ap) R
‘_-\
et  R(A) = z>_J s}t(")(a) .
pelN

Pour M C R(A) , on posera M(p) =¥ N S?(p)(A) .
Pour X € m(p)(A) et (xl,...,xp) eAp, nous écrirons parfois

”X(x?,...,xp)" an liev de "(x1,...,xp)e X .

1,5 - Soit B -un sous-ensemble de AP (avec éventuellement B :r.A'p) , et
soit ¢ une application de B dans A ., Un sous-ensemble X de A

est dit clos (ou "stable") pour ¢ si on a
o(x¥n B)c X .

Dans le cas p= 0, B= §@] , cette condition devient peX.
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107-

THEOREMES DE NON-DECIDABILITE

Nous poserons F=93@) .
Pour un sous-ensemble M de IF , considérons les conditions (a) et
(b) suivantes:

(&) M contient les fonctions suivantes:

(1) 1a fonction (par ex. de O argument) identiquement nulle;

(2) 1a fonction successeur x *» X + 1 ;

(3) les fonctions projections (xl”"”xi’”"xp) X
(b) M est clos pour les opérations suivantes:

(1) les opérations de camposition (ou "substitutions"), o'est-a-
dire (pour chaque p , q) l'application ( ¥ , X"'”’XP) ) de

P
F(P) x (F(q)) dans Fla) , ol ¢ est définie par:
(P(x,‘,...,xq) = W[ 'X.1(11,...,::q),...,xp(xw...,Iq).] H

(2) les opérations de récurrence uimple, c'est-a-dire (pour chaque

de TP, p(P2) gane p(PH)

p) 1l'application (X , ¥ )= ¢
ol ¢ est définie par
‘P(x‘"--’xp’ 0) = X(x1’ ...,Xp)
‘f(x]r'")-'xpvy +1) = ¥ [ 117-->-3xpsya ¢ (x1,...,xp,y) 1.
(3) les opérations "p " , c'est-d-dire (pour chaque p ) l'appli-
cation Y o> , avec
® (x1,...,xp) = le plus petit y tel que [#(x1,...,xp,y) =0] ,
application & valeurs dans IF‘(p) définie sur l'ensemble des éléments

¥y de F'(pﬂ) qui satisfont &

VE ee. VX 3¥ [ ¥ (11,...,xp,y)=0].

P

Nous désignerons par FR le plus petit sous-ensemble de F qui

satisfait aux conditions (a) et (b) (intersection compldte de tous

les sous-ensembles M qui satisfont & ces conditions).
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1.9 -

D. LACOMBE

Autrement dit, FR est l'ensemble de toutes les fonotions qui peu-

vent s'obtenir & partir des fonctions initiales indiquées dans la com-—
dition (a) en appliquant (suivaat un schéma fini quelconque) les
opérations indiquées dans la condition (b) .

Les éléments de FR sont appeléa fonctions récursives.

Un 61lément de m(p)@) eat dit réoursif si sa fonction caractéris-
tique appartient & Fép) °

Un élément X de R (p)(ﬂ) e8t dit récursivement énumérabdle s'il

existe un élément réoursif Y de ﬁ(p“)m) dont X soit la pro~-
jection, c'est-ad-dire un ensemble récursif Y tel qufon ait

(v TyyeenyXy e¥) [ X(x1,...,xp) = (I yeN)Y (x1,...,xp,)') 1.

Nous désignerons par (R) [ rusp, ¢ (RE) ] 1l'ensemble de tous
les 6léments réoursifs [ resp.  récursivement énumérables] de
RE) o
A (R) et (RE) sont manisfeistement dénombrables. Et on a

(R) C (RE) .
D'autre part, on peut définir (R) et F, & partir de (=E) ,

gréce aux résultats suivanis:

[PROPOSITION 1.1 - Pour qu'un élément de iR(P)(N) soit récursif, i1 |

faut et 11 suffit que lui-méme et son complémentaire (relativement

3 N? ) soient récursivement énumérables.

[PROPOSITION 1.2 - Pour qu'un élément de F(P) gsoit récursif, il faut ]

que son graphe [ 6lément de !R(P“)(n:) ] soit récursif, et il suf-

fit que son graphe s80it récursivement énumérable.

-

Bnfin, on peut toujours se ramener aux fonctions d' 1 argument,
car
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THEOREMES DE NON-DECIDABILITE

PROPOSITION 1.3 - Pour chague p » 1 , il existe une bijection ré- ]

cursive de N® sur N .

1.10 = A partir des définitions ci-dessus on obtient trivialement (& con-

dition de suivre la filiére a.d.équate) toute une collection de théo-

rdmes "positifs" (ou "directs", ou encore "théordmes de cléture")

ayant la forme générale:

Fp [ ou (R) , ou (RE)] est clos pour telle opération

dont un cas rparticulier (opération & O argument) est

(o

Fp [ ou (R) , ou (RE) ] contient tel §lément .
i J

Les Prop. 1.1, 1.2, 1.3 appartiannent 2 cette collection. Citons
encore les résultats fondamentaux suivants:
TPROPOSITION 1.4 -~ Fp » (R) et (HE) sont clos pour tous les chan-|

gements de places portant sur les arguments (en particulier: permu-
tation d'arguments, identification de deux arguments, adjonction

| d'un argument ineffectif).

[ PROPOSITION 1.5 - Fp contient la somme, le produit, 1'exponentiel-]

| ley, 1o p. g. 0. 4. , etc. _

[ PROPOSITION 1.6 - (R) contient 13s ensembles finis et leurs com-
pPlémentaires, 1l'ensamble des nombras premiers, la relation d'ordre

Lordinaire, la relation de divisibilité, etc,

Désignons respectivement par U(p) , n (») s C(p) 1'union,
1'intersection et le complémentation dana XN® : ce sont des éléments
particuliers de § @(p ) @)) .

Désignons par 3(p) la quantification existentielle (ou pro-
Jeotion, cf. 1.8) 31 c'est une appliocation de .‘R(pﬂ)ﬁﬁ) sur

g}(P)m) .
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D. LACOMBE

Désignons enfin par BEP) et VSP) les "quantifications

(existentielle et universelde) bornées", c'est-a-dire les applica-

\
tions X > Y et X = Y' de 9%(1”‘”(111) dans lui-méme, ou Y
Y* sont définies respectivement par:

>

Y(x1,.,.,xp,y)<=-‘> ( 31 < y) X(x1,...,xp,i) ,

Y'(x1,...,xp,y)‘=' ( Vi< y) X(x_,,...,xp,i) .

PROPOSITION 1.7 - (R) est clos pour les U(p) s ﬂ(P) y C(p),
i 3<(P) R vSP) .

-
PROPOSITION 1.8 - (RE) est clos pour les v (@) y n(e) , 3(1’),
L 3((1'-') , VSP)

De méme, ]F‘12 est clos pour des opérations de récurrence beaucoup

plus générales que celles utilisées dans la définition (1.7) .

- .
PROPOSITION 1.9 - 81 ¢e¢ F}(zp) et si ¢ est bijective, les p
“fonctions inverses® (ou "coordonnées de 1'inverse") de ¢ appar-

| tiennent & Fl(11 )

(PROPOSITION 1.10 - Pour qu‘un sous—ensemble de IN appartienne &

(RE)“) y il faut et il suffit qu'il soit ou bien vide, ou bien

identique & 1l'ensemble de toutes les valeurs d'un élément de E‘éﬂ .

p

C'est de 1% que vient 1'expression "récursivement énumérable” .

PROPOSITION 1.11 - (RE)(p) est énumérable par un élément de

(RE)(p”) 3 autrement dit

[3a e\'_RE)(p”)][V U e(RE) (P)](BueN)(VJg' ,...,xpe)fXU(x.l,...,xp)c:: A(u’xﬂ‘”’x;)
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THEOREMES DE NON-DECIDABILITE

Tous ces théordmes direots (& 1'emeption de la Prop, 1.11 prise

sous cette forme) restent vrais lorsqu'on remplace mh par n'importe

quel sous-ensemble de IF satiasfaisant aux conditions de cléture (a)
et (b) de 1.7.

1,11 = De la Prop, 1.4 on déduit immédiatement (par le “procédd diagomal"):

rd
FROPOSITION 1.12 -~ Pour © 2 1 , (R)“p) n'est pas énumérable par un }

\
élément de (R)(pf1) . De méme pour ‘Fép’
Des Propesiticnz 1.71 et 1.12 on tire alors ls résultat '"négatif”

fondamental suivanis

IEHﬁORﬁME 1.1 - Pour chaque p 2 1, il existe un sous-énsemble de N~

fﬂi est récursivement énumérable mais non récursif,

EOROLLAIRE - Pour p 21, (RE)(p) n’est pas clos pour ( (p) . }

Nous aurons besoin du résultat (un peu plus fort que le Tb, 1.1
naig obtenu par lu méme méthode) suivant:
Un couple (X , X') de sous-ensembles de N est dit séparable
8 i1 existe ur sous-ensemble récursif Y de N tel qu'on ait
XCY et XY,

THEOREME 1.TI - 11 existe un couple non-géparable de sous=ensembloes

l?écursivement,énumérables disjoints de K .

La démonsgtration des Théordmes 1.1 et 1.II perwst dfexhiber
explicitement les schémas de définition des ensembles réocursivemert

énumérables dont ces théorémses affirment l'existence.

112 = Il existe de nombreuses définitions dquivalentes & celles donnéeg
en 1.7 et 1.8 .
On définit par exemple (par une méthode trds simple dans son
principe, mais sans utilité ici) l'ensemble (T) des é1éments de W

qui sont "calculables par une machine de Turing".
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D. LACOMBE

[mcm 1.III (TURING - FOST) - (1) = Fy. ]

De méme, désignons par (G) 1le plus petit sous-ensemble de R (W)

qui

(1) contient {1} ; le grzphe de l'addition, et celui de la multi=

plication;
\

a5 v(<1>)

(2) est olos pour les U (») s

(efs 1.10) et pour les changementis de place sur les arguments.

L

[mﬁonm 1.Iv - (@) = (BE) .
Les inclusioms (T) C Fp et (@) c (RB) oconstituent des résultats
"affirmatifs' de la forme indiquée en 1.10; leur démonstration n'est
que 1l'aboutissement d'une succession (plus ou moins longue, mais tri-
viale) de résultats analogues [ pour (Q) , cf. Prop. 1.4, 1.5 1.87.
Ce sont les inclusions en sena inverge qui nécessitent des astuces.

Pour démontrer que (RE) < (@) , on considdre l'ensemble FG des

éléments de I dont le graphe appartient & (Q) , et on montre que

P, satisfait aux conditions de cléture (a) et (b) de 1.7 (la seu-

G
le diffioulté provieunt des opérations de rdourrence, et se résout par
une méthode due & GODEL) ,
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2.2 -

THEOREMES DE NON-DECIDABILITE

§ 2 - LA THESE DE CHURCH,

Bien qu'elle soit d'ordre extra-mathdmatique (on peut la qualifier
de "métamathématique" ou de "périmathématique”), la notion de fonc—

tion [élément de T ] effectivement calculable (ou "mécaniquement

calculable") est er pratique partaitement claire. Exemples de telles
fonctions:
2 2
- x,y,2) = (x+¥7)
- x = xieme décimale du nombre = 3

- (x, y) = npartie entiére de | partie réelle de ex"'lyl .

Il en est de méme pour la notion d'ensemble [ &lément de @) ]

effectivement décidable. Exemples de tels ensembles:

- 1'ensemble des nombres premiers;
-{(11,...,xp)l Jy, € € , ?(11,.”,11) 9y ¥) =0} , o ¢ ©st

un polyndme de (p + 1) arguments & soefficients dans 2 .
Toute aussi claire en pratique est la notion d'ensemble effective-

ment semi-décidable (dans le eens positif), en appelant ainsi iout

sous—ensemble X de NF tel qu'on dispose d'un procédé effectif
(mécanique ) uniforme [en (11, ...,xp)] pour reconnaitre l'appar-
tenance [ d'un (x1,...,xp) quelcongue | & X lorsque ceite ap-
Partenance es! réalisde, sans pour autant dispoeer nécessairement
d'un procédé effectif wniforme permettant de reconnaitre ia non-a p-
Partenance éventuelle. Exemple-type de tels ensembles:

- les ensembles iophantiens, ¢'est-a~dire de la forme

-{(x‘,...,xp) | ( 3y1,...,yq€ [ o (x1,...,xp s y1,..,,yq) =07}
ol @ est un polyndme de (p + q) arguments & coefficients dans 2.
De la définition de ¥, , (R) et (RE) 1) résulte manifestement que?

Toute fonction récursive est effectivement calculable; tout ensem~
ble récursif est effectivement gdécidable; tout ensemble récursivement

énumérable est effectivement semi~-décidable.
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D. LACOMBE

la réciprogue de ces affirmations (ou de 1l'une quelconque d’entre
elles, ce qui entraine le reste) constitue la "thése de Church".

Bien qu'elle ne soit pas du tout évidente & premiére vue,. cette
thése semble néanmoins pratiquement certaine. Sa justification est
constituée par le fait expdrimental suivant: pour .chaque sous-—ensem—
ble mathématiquement défini M de T (jusqu'd présent rencontré ou
inventé, et éventuellement réduit & ur. seul élément) dont les 61é-
ments sont effectivement calculables su sens intuitif, non seulement

on a pu démontrer M C Eh s mais de plus la démonstration de cette

inclusion s'est toujours révélée triviale. Dans chaque cas, en effet,
cette démonstration consiste & dérouler, sans aucune astuce, une
chaine plus ou moins longue (que nous baptiserons 'filidre de Church")
de propositions Maffirmatives” du type indiqué en 1.10 (ef. aussi ce

qui a été dit a propos des Th., 1.III et 1.IV) .
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THEOREMES DE NON-DECIDABILITE

§ 3 - NUMBROTAGES.

La plupart des questions d' "effectivité" qui se posent naturelle-~

ment en mathématiques concernent des $léments de T (E) ou de R(E)

(ou, plus généralement, de FE), lorsque E (ou F , ou chacun d'eux)
est un ensemble dénombrabl déterminé, non nécessairement identique

& N . On peut se ramener & N (et, ce faisant, ramener l'effectivi-
+é en question & la récursiviié) au moyen'd‘une correspondance bijec-—
tive entre E et N .

Pour que les résultats de récursivité ou de non-récursivité obte-
nus grdce & une telle correspondance scient intéressants, il faut
évidemment que la bijectiocn choisie "tienne compte" de la siructurse
partioulidre considérée sur E ; mais cette derniére condition est en
générale satisfaite par une infinité (dénombrable) de bijections. le
choix d'une bijection particuliére risque donc de paraitre arbitxaire,
et sa définition exacte fastidieuse.

On psut essayer de réduire ce doubdble inconvénient en employant la

notion générale de "numérotage"” .

Soit A un ensemble dénombradble [ou fini] quelconque. Nous appel-

lerons numérctation de A touts applicatior biunivoque de N [ ou

d'un segment initial de N] sur A4 .

Nous appellercns numérotage sur A {(ou encore “"structure récursi-

ve sur A ") chacuns des classes d'équivalence déterminées dans 1'en-

semble des numérotations de 4 par 1'éguivalence récursive, c'est-&-

dire par la relation
fa ar) | o e e w ()

[avec la convention, pour le cas ol A est fini, que toute fonction,
dont le domaine de définition est fini,est récursive ] .

L'ensemble des numérotages sur A est réduit & un senl élément
lorsque A est fini, et possdde la puissance du continu lorsque A

est dénombrable.
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3.4 -

3.5~

D. LACOMBE

Soient A1,....,Ap, B des ensembles finis ou dénombrables, respecti-
vement munis des numérotages £ PERERY Ap’ 8 . Soit X un sous-~

ensemble de A1x...xAP , et soit E une application de A,‘ x...xAp

dans B . On définit de fagon évidente (en considérant des numérota-
tions; puis en passant au quotient) la propriété pour X d'éire ré=-
cursif tet de méme la propriété d'étre récursivement énumérable]d_g.p_g
(€ 5ee0s Ap), ainsi que la prorriété pour £ d'dtre rdcursive .
dans (41,...,.fp;s) .

Bien entendu, si A1 = cee -xAp-A y et 61 B e = AP' £

nous dirons "réoursif dans #£ " [ resp, 3 "récursive dans (4 ; B )"]

au lieu de "réoursif 4ans ( £ ,..., £ )" [ resp. : "récursive dans
(£ ,000y £#35 3 )"] . De méme, sauf avis contraire, N sera tou-
jours considéré comme muni du numérotage qui correspond & l'applica-~

tion identique, et nqus sous-entendrons la référence & ce numérotage,.etc.

En mettant & part le cas trivial des numérotages finis, la théorie
des numérotages est "univalente" : deux numérotages £ et &' quel-
oconques, établis respectivement sur des ensembles dénombrables A et
A' , sont toujours isomorphes erire eux (dans la définition des iso-
morphismes, on considére £ et 4' comme des structures sur A et
A’ 4 W jouant dans cette définition le réle d’'un ensemble auxiliai-
re ponctuellement invariant).

Quant aux "morphismes" (en général) d'un numérotage £ (sur A )
dans un numérotage B (dur B ) , leur réle est tenu par les appli-

ocations de A dans E qui soni récursives dans (£;8).
Etant donné un numérotage 41 sur A,; et un numérotage £, sur
A2 5 il existe un numérotage A et un seul sur A1 X A2 tel que

l'application identique de A1 X A2 sur lui-méme soit récursive dans

( £1, 42; £ ) . Ce numérotage £ sera appelé le produit direct de

ﬁ“ et de Az .

Btant donné un numérotage £ sur A , et un sous-ensemble B de
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3.6 -

THEOREMES DE NON-DECIDABILITE

A , pour qu'il existe un numérotage 2 sur B tel que l'applica-
tion identique de B dans A soit récursive dans (£ ; 8 ), il
faut et il suffit que B soit réocursivement énumérable dans £ ;
dans ce cas le numérotage 3 satisfaisant & la condition ci-dessus
est unique : on l'appellera le numérotage induit par <£ sur B, ou
encore la restriction de # & B, Si B est non seulement récur-
sivement énumérable, mais de plus récursif dans £ , certaines pro-
priétés de “"prolongement” sont vérifiées; en particulier, tout sous-
ensemble de B, qui est récursif dans 8, est alors récursif aussi
dans 4 (la réciproque est vraie dans le ocas général).

On constate que les ensembles E sur lesquels on est amené & se
poser des problémes d'effectivité l concernant par exemple des élé-
ments de 5(B) oude R(E)] sont tous obtenus & partir de W

et (éventuellement) de certains ensembles finis A1""’An en appli~-
quant (suivant un schéma fini quelconque) les opérations de produit
direct et de restriction, On peut donec, sur chacun de ses ensembles
E , définir un numérotage canonique. En effet, lorsqu'un m8me ensem—
ble E peut &tre obtenu (éventuellement 3 une bijection triviale
prés) par des schémas différents, Ies numérotages correspondants sont
identiques (en vertu d'un certain nombre de propositions généreales
imnéaiates),

Parmi les opérations qui sont définissables i partir du produit
direct et de la restriction, citons : la somme directe finie, ou
infinie dans certains cas, le quotient par une relation d'équivalence

récursive, 1l'image homomorphe par wne application telle que 1l'équiva-~

lence associde soit récursive, eotc.

Un numérotage £ sur A d'une part, et une "structure algébrique
(R1""’Rh’ @120 @y ) sur A d'autre part, avec

(»3) (q;
R;e R 17(a) et ;€3 3)(A) s seront dits compatibles si cha-
que relation Ri et chaque fonction 3 est récursive dans £ .

Une structure algébrique sur A sera dite réoursivisable s'il

existe un numérotage sur A compatible avec cette structure.
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D. LACOMBE

Dans beaucoup de cas, le numérotage canonique sur un ensemble E
(de la famille ci~dessus considérée) peut 8tre défini comme 1'unique
numérotage compatible avec certains éléments de S(E) .

On a par exemple:

PROFPOSITION 3.1 - Sur N , X, ®, il existe un numérotage et un seul
compatible avec l'addition (et ce numérotage se trouve &tre aussi com-
petible avec la multiplication).

Par contre, sur chacun de ces trois ensembles, il existe manifeste-

ment une infinité de numérotages compatibles avec la multiplication.

PROPOSITION 3.2 - Sur l'anneau des polyndmes & coefficients dans Z
(ou dans Q ) il existe un numérotage et un seul compatible avec 1l'ad-

| dition et la multiplication. §

-
PFROPOSITION 3.3 - Sur le corps des nombres algébriques réels, il exis-

te un numérotage et un seul compatible avec l'addition et la multipli-

cation.
L b

Dans ce dernier numérotage, les sous-—ensembles Q , Z , l'ensemble
des entiers algébriques réels, l'easemble des nombres de FPisot, etc.
sont récursifs.

Dens le méme ordre d'idées, citons encore:
b

" PROPOSITION 3.4 - Soit G un groupe dénombrable, A un systédme de
générateurs de G, £ un numérotage sur A . Il existe au plus un
numérotage ¢ sur G qui soit compatible avec l'opération du groupe
et tel que l'injection canonique (identique)} de A dans G soit ré-

Lcursive dane ( £;9 ) .

PCOROLLAIRE ~ Sur un groupe & nombra fini de générateurs, il existe au 7

plus un numérotage compatible avec l'opération du groupe.
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4.3 -

l

THEOREMES DE NON-DECIDABILITE

§ 4 - RBCURSIVITE SUR DES :INSEMBLES AUTRES QUE N .

Les expressions "numérotage canonique" et "numérotage canoniquement
associé 2 un numérotage donné" sont chaque fois définies par la mé-
thode indiquée en 3.5 .

Soit P 1'ensemble de tous les polynomes (d'un nombre queloonque

d'arguments) & coefficiénts dans 2 ; autrement dit:

ee |

S L (Eppeeaxy) -

Soit H 1le sous-ensemble de IP constitué par les polynames qui
admettent au moins un systdme de sclutions (d'annulation) dans Z 3

autrement dit:
) e nl® (3 Xy geeenX, € x) [cp(x1,...,xp) =0 ].

P posséde un numérotage canonicue. Et, dans ce numérotage, on a

trivialement (par la filidre de Church) :

1

PROPOSITION 4.1 - H est récursivement énumératble, J

Four chaque ensemble A , désignors . par £ A le groupe libre en—
gendré par A .

A tout numérotage sur A on associe canoniquement un numérotage
sur £ A . En particulier, si A est fini, QA posséde un numé-
rotage canonique unique et bien déterminé.

U étant un sous—ensemble quelconque de A , désignons par DU
le plus petit sous—groupe distingué de £ A qui contient U .

Dans le numérotage sur LA canoniquement associé & un numéro-
tage quelconque sur A , on a:

PROPOSITION 4.2 ~ Pour qu'un sous-groupe distingué D de QA soit.'

récursivement énuméradle, il suffit qu'il existe un sous-ensemble ré~
oursivement énumérable U de QA tel que D= DU, et il faut Jl

qu'il existe un sous-ensembls réoursif U' tel que D= D U? ,
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4.4 -~ Choisissons une fois pour toutes une suite d'ensembles (An)
n

D. LACOMBE

La premiére partie de cette Proposition est triviale, la seconde
s'obtient par une méthode simple wtilismant des "redondances" (analo-
gues anx "pléonasmes" employés pour la Prop. 8.6 ci-dessous).

Un groupe G est dit décidable [resp. ¢ récursivement présenta-

ble] s'il existe un ensemble A , un numérotage £ sur A s un
sous-groupe distingué D de 2 A4 qui soibt récursif [ resp, : ré-
cursivement énumérable ] dans 1'érumérage sur £ A canoniquement
associé &4 4 , et un isomorphisme de G sur le groupe quotient {RA/D .
On démontre aisément:

a -

PROPOSITION 4.3 - Pour qu'un grouve soit décidable, il faut et il suf-
4t qu'il soit récursivisable (cf's 3.6).

" PROPOSITION 4.4 - Tout groupe & nombre fini de générateurs qui est
plongeable dans (c.2 d. isomorphe & un sous—groupe d') un groupe dé—
cidable [ resp. ¢ réoursivement présentable ] est lui-méme décida-

L_ble [ resp. : récursivement présentable] .

Un groupe G est dit finiment présentadble s'il existe un ensemble

fini A et un sous-ensemble fini U de Q A tel que G soit iso-
morphe &2 £ A/ DU .
On obtient immédiatement:

PROPOSITION 4.5 -~ Tout groupe finiment présentable est récursivement
présentable.

elN
telle que, pour chaque n , An ait exactement n éléments.

Nous désignons par Pf l'enseable de tous les couples (A y U)
tels que A appartienne a {An | n eW}] et que U soit un sous-

ensemble fini de £ A . Les §léments de Pf gseront appelés des
orésentations finies.

Pour chaque élément P = (A, U) de Pf , le groupe quotient
(£iniment présentable paxr définition) ga/ oU sera désigné
par ®p .
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On définit sur Pf un numérotage canonique. Et dans ce numéretage

on a (entre autres) @

FROPOSITION 4.6 — Le sous-ensemble | (P, P!')| ®P isomorphe & ®F'

|_de sz est récursivement énumérable.

COROLLAIRE - le sous-ensemble | P|®P trivial] de Pf est ré-

cursivement énumérable,

en appelant trivial tout groupe qui est réduit & son élément neutre.

PROPOSITION 4.7 -~ Il existe un certain élément pl de § (2)(Pf)

qui est récursif et tel que, pour tout (P, P’!) dans pr2 ’

@[pL( P, P')] est isomorphe au produit libtre de @ P et de @P g

4.5 - 3Soit Kp 1l'ensemble de tous les complexes simpliciaux finis (abs-
traits) de dimension p .
Soit .Hmp le sous—ensemble de Ki constitué par tous les couples
(C, C') tels que (les réalisations de) C et C' soient homéomor=-

ﬁleso
Une application O de ]Kp)e N dans N {(ou dans %) aera dite

un systdme d'invariants d'homéomorphie (en dimension p) =i on a,

quels que soient C et C' dans Kp:

(c,c?) e]ﬂmp >[VYneN, o (Gn) =0 (C',n) ] .

Si 1’implication inverse est auasi vérifiée, le systdme O sgera

dit complet.
On définit sur Kp un numéroiage canonique. Et dans ce numérotage

on a (de fagon immédiate) 3

PROPOSITION 4.8 ~ S'il existe en dimension P un systiéme d'inva-~
riants d’homéomorphie qui soit complet et récursif, alors CHmp

est récursivement énumérable.
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6 - Considérons un ensemble E muni d‘une part d'une certaine structu-
re, et d'autre part d'un numérotage canonique (associé & la structu-—
re considérée). Il arrive parfois que la récursivité sur .E [ c'est-
a-dire par exemple 1'ensemble des éléments de R(B) qui sont ré-
cursivement énumérables dans le numérotage canonique | puisse se dé-
finir directement, en ne faisant appel qu'a des opérations _[portant
par exemple sur les éléments de 2(e)] qui ont une signification
intrinséque simple relativement & la structure oconsidérée.

On a entre autres le résultat suivant, qui est intéressant en lui-

méme et dont nous verrons par ailleurs une application tréds importante:

Soit E le sous-ensemble de Zz constitué par toutes les fonc-
tions & support fini (c'est-a~dire Prenant la valeur 0 en dehors
d'un sous-ensemble fini de £ ).

On définit sur E un numérotage canonique (unique et bien déter~
miné ). Par abus de langage, nous désignerons par (R E)(1) 1l'ensem-
ble des éléments de P(E) qui sont récursivement énumérables dans

le numérotage canonique.

Pour chaque i e {1, 2, 3, 4} » considérons 1'élément Oi de Zz ainsi

défini
61()() T - X .
02(x) =x-1 .
63(()):1 ; 6}(1)=0;(15(x)=x pour x < O et pour x > 1.
eh(‘x) =2x.

Pour chaque j e §1,2} , soit A, le. sous-ensemble de Z ainsi défini:

J
A‘l = {0} .

A, =N - {fo} .

Pour £ € E, m e N -{0} , p € Z , considérons 1'élément EP de &
m
ainsi défini

£ (%)

E(pm+x) pour O <x<m;

£P(x)

0] pour x <0 et pour x3>m .

n
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Pour XCEB , ie{1,2,3,4} , je{12] , meN- {0}, posons ;
6,(X) ={go,lgex] ;
‘I’J(X) ={EeE|(3ne X) (Yx /AJ) (g x anx)} ;
¥.(X) = {€cE|(vper) (f e X)] .

Soit enfin 0(1) 1'é1ément identiquement mul de B , et soit S
le sous—ensemble de B ainsi défini :

EeSe [(E1=14+E0) et (Ex=0 pour x <0 et x > 1)]

Nous désignerons par (Hig) le plus petit sous-ensemble de I (E) qui

contient {0(1)} et 5 et est clos pour U, N , les 6, , les 2,

et les Ym o

[TmeREME 4.T (HIGMAN) - (Hig) = (z){1) |

L'inclusion (Hig) C (RE)(1) s'obtient trivialement par la filiére

]

de Church. Pour 1'inclusion inverse, le principe général de la démons-

tration est analogue & celui employé pour le Th., 1.IV .
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§ 5 ~ PROBLEMES ET PROCEDES GENERAUX

Appelons (pour abrédger) guestionnaire tout ensemble (Q) , fini ou
infini, dont les éléments sont des triplets (A, 4 , X) ol £ est
un numérotage sur A et X un scus-ensemble de A . Il peut arri-
ver que A et &£ soient lea mémes pour tous les éléments de (Q) ,
voire que (Q) soit réduit & un seul élément.

Un questionnaire (Q) sera dit déoidable si, quel que soit 1'6lé-
ment (A, £, X) de (Q), X est réoursif dans £ .

Appelons questionnaire fondamental, et désignons par (Qo) s llen~

semble de tous les triplets @, ¥ , X) ot % est le numérotage
canonique (identique) sur N , et X un élément quelconque de

(BE)(” «le Th. 1,I donne:

[PROPOSI‘I‘ION 5.1 = (Q,) n'est paz décidable. ]

502 -

[

5.3 -

Un "théordme de non-décidabilité" (relatif & un questionnaire donné)
est done un énoncé de la forme générale :

.

Dans telle famille 4'ensembles, il existe un élément non-récursif]
un cas particuller de cette forme étant;

Tel ensemble n'est pas récursif. ]

BEn fait, dans tous les exemples que nous examinerons, la forme
générale se ramdne 3 la forme particulidre, car on peut chaque fois
exhiber explicitement (par son "schéma de définition") un élément
non-récursif particulier dc la famille considérée.

Dans le langage courant, on qualifie souvent d' "indécidable"
toute formule (ou "proposition”, ou "énoncé formel") F telle que
ni F ni sa négation ne soient démontrables dans une théorie formel-
le donnée (cf. § 8). Il s'agit 12, non pas de'non-déoidabilité (au
gens que nous avons défini), mais de non-démonstrabilité. Bien que

techniquement reliées (of. § 8), ces deux notions sont néanmoins es-
gentiellement différentes.

Soient A et B deux ensembles dénombrables, munis respectivement
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des numérotages 4 et B . Soient X et X' deux sous-ensembles
de A, Y et Y’ deux sous-ensembles de B . Le oouple (x ’ X')
sera dit birdduotible & (Y, Y') dans (4 ; 8 ) s8'il existe une
application £ de A dans B qui soit récursive dans (4 ; 23 )
et telle qu'on ait: E(X)C Y et E(X)cC 1.

Nous dirons que X 6est réductible 8 Y dens (£33 ) si
(x, [;Ax) eat biréductible & (Y, ( BY) dans (£;8 ) .

On obtient immédiatement les résultats suivants (ol nous sous-en~

tendons les mots "dense £ ", "danyg B ", "dans (£ ;B )" 2

[ PROPOSITION 5.2 — Si Y est récursif [resp. récursivement énuméra-
ble ] et si X est réductible & Y , alors X est réoursif [ resps

| réoursivement énumérabdle ] .

[~ PROPOSITION 5.3 - Si (Y, Y') est séparable, et si (X g X') est
L biréductible & (Y, Y') , alors (X, X') est séparable (cf. 1. 11),

Indiquons d'autre part, & titre d'exemple, que la Prop. 4.4 ci-
dessus est une conséquence immédiate du résultat suivant:

PROPOSITION 5.4 - Si A est fini et si £ A/D est plongeable dans
2A'/D' , alors D est réductible & D' dans tout couple (£ ,2£)
ol £ est le numérotage canonique sur LA et £/ le numérotage

sur LA' canoniquement associé & un numérotage quelconque sur A'.

5.4 - (Q) et (R) étant des questionnaires, nous dirons que (Q) est
réductible & (R) si, pour tout élément (A , £ , X) de (Q) , il
existe un élément (B, 8 , Y) de (R) tel que X soit réductible
& Y dans ( 4; 8) .

[ PROPOSITION 5.5 -~ La réductibilité ost réflexive et transitive. ]

PROPOSITION 5.6 - Si (Q) est réductible & (R) et si (RB) est dé- J
cidable, alors (Q) est décidable.

Dans les paragraphes précédents et suivants, nous indigquons (ex-
Plicitement ou implicitement) un certain nombre de méthodes ot de
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résultate conoernant la réductibilité entre divers questionnaires
rartioculiers. Un cas particulier de réductibilité (dont nous avons
vu des exemples non triviaux) est celui ol lees deux questionnaires

considérés ss révélenti identiques.

5¢5 = les théordmes de non-décidabilité s*obtiennent en chafne a partir de
la Prop. 5.1 en utilisant la Prop. 5.6.

Pour passer de le non-décidabilité du questionmnaire (Qi) 4 cel~
le du queationnaire (Qi+1) , on prouve que (Qi) est réductible 3
(Qi+1) en définissant une fonction (ou une famille de fonctions) E

dont le caractére effectivement caloulable est manifeste, et en
démontrant des équivalences de la forme

(1) (vx)(xe X &= Ex¢eY) 5
il suffit ensuite (on se domne dfeilleurs rarement la peine d'expli~
citer cette dernidre étape) de treznsformer, par la filidre de Church,
l'effectivité intuitive de g | er une récursiviié démontrée.

Le passage de (Qb) a (Q,) est réalisé:

dans le cas & § 6 par le¢ Th. 1.1V,
dans le cas du § 7 par le Th. 4.1,
dans le cas du § 8 par le Th. 8.IV .

lee Th. 1.IV, 4.1 et 8.1V (ainsi, bien entendu, que le Th. 1.I qui
sert de point de départ) nécessitent une certaine connaissance -
d'ailleurs assez sommaire - de la théorie des fonctions récursives.

Pour les autres réducticns [ passage de (Qi) 3 (Qi+1) pour

izt s on constate que la définition des fonctions & utilisées

et la démonstration des équivalences (1) s'effectuent par des procé-
dés qui reldwent uniquement des domaines mathématiques (théorie des
groupes, etc...) correspondant sux guestiounaires considérésj en par-
ticulier, les Lemmes 7.4 ¢t 7.B, ainsi que la définition de la -fonc-
tion-test du Lemme 7.C ct celle de la fonction markovienne du Lemme 7.3,

ne font appel & aucune notion relevant de la récursivité, et de méme
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pour la Prop. 8.1 (base du Lemme 8.4). Et cette indépendance &
l'égard de la récursivité est valable a fortiori pour des démonstra-

tions comme celle de la Prop. 7.8 & partir du Th. 7.V.

Les recherches concernant la non-décidabilité offrent souvent des
"sous-produits" qu'on peut considérer comme aussi intéressants (voire
plus) que les résultats de non-décidabilité eux-mémes.

Ainsi, dans le Th. 7.II, la récureivité intervient pour formuler
la solution d'un probldme ("dans quels cas un groupe & nombre fini
de générateurs est-il plongeable dars un groupe finiment présenta-
ble ?") dont l'énoncé ne fait appel 2 aucune notipn récursive. De
méme pour le Th. 8.II.

Ainsi encore, lorsqu'on applique le Th. 7.IV & des groupes parti-
culiers, la récursivité intervisnt comme outil pour dSmontrer un ré-—
sultat ("tel groupe est plongeable ¢ans un groupe finiment présenta~
ble") ol ne figure aucune notion récursive. De méme lorsqu’on appli-
que le Th. 8.VI a des théories formelles particulidres. De méme en-

core pour la Prop. 6.1.

On remarquera 1l'analogie entre:

la Prop. 4,2 et la Prop. 8.6,
la Prop. 4.4 ei la Prop. 8.9,
la Prop. 4.5 et la Prop. 8.8,
la Prop. 7.4 et la Prop. 8.10,
le Th. 7.IT et le Th. 8.IL,
le The 7.1V et le Th. 8.III,

et aussi, danrs une soindre mesure, entre:

la Prop, 7.3 et le Th, 8.IV,

le Th, 7.III et le Tn. 8.7V,

le Lemme 7.C: et la conjonction dei Lemmes 8¢A ot 8.3,
le The 2.V et le Th, 8.VII ,
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§ 6 - PROBLEMES ET THSOREMES DE NON-DECIDABILITE EN ARITHMETIQUE

6.1 - Le "dixidme probléme de Hilbert" peut s'énoncer ainsi (of. 4.2) H
[B est-i1 réoursir ¢ ]

On obtiendrait une réponse -négative- & ce probldme si on pouvait
démontrer 1'hypothése suivante (cf. 2.1) :

[Tout ensemble récursivement énumérable est diophantien. ]

Pour essayer de démontrer cette hypothdse, les méthodes actuelle—
ment utilisées rerosent (en gros) sur le principe suivant:

Puisque, dfaprés le Th. 1.IV, on & (RE) = (G) , chaque élément de
(RE) est définissable par un certain "schéma" qui exprime comment
cet élément est obtenu & partir de 1, +,x en utilisant
u,n, 3,v. On peut donc chercher & consiruire une suite finie
(Gb)""’(cn) de sous-ensembles de (@) , avec (Go) = (@) et

(Gn) = la famille des ensembles diophantiens, chaque (Gi) COTTES~
pondant & un certain ensemble plus ou moins restreint de schémas, et

cela de telle fagon que (Gi) soit réductible & (Gi+1) pour cha-

que i .

6.2 -~ La méthode ci~dessus définie n's pas jusqu'a présent abouti au ré-
sultat désird. Mais le processus de réduction a été poussé suffisam-
ment loin pour obtenir un certain nombre de théordmes de non-décida-
bilité, tels le suivant:

Soit Eﬁ le sous-ensemble de P constitué par les polynbmes dont
la valeur décrit 2 tout entier lorsque les arguments décrivent Z ;

autrement dit:

P e ng) e (vy ez )(3 Rypeo ,xpez_)[(p('x,',...,xp) =yl

[TBE’OREME 6.1 (FUTFAM) ~ H, n'est pas récureif. ]

Dtautre part. du The 1.IV lui-méme on déduit sans difficulté cer-—

tains résultats amusants, comme le suivant:
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PROPOSITION 6.1 (DAVIS) - Pour chaque D31 , il existe un sous-—en-—

semble diophantien de NP dont le complémentaire n'est pas diophan-
tien.

Contrairement & ce qui se produit pour les autres théorémes d'exis-
tenoe cités dans cet exposé, l'état actuel des connaissances ne
permet pas dfexhiber explicitement un ensemble diophantien & complé-
mentaire ncn diophantien.
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§ 7 - THEOREMES DE NON-DECIDABILITE EN THRORIE DES GROUPES
ET EN TOPOLOGIE.

7.1 - Considérons le groupe libre & 2 générateurs fA, avec A ={a,b]
Associons & chaque élément n de Z 1'élément

n* =a b2 a? b P b~2 a”? !

de %A , et & chaque sous-ensemble X de Z le sous-—ensemble

»

X = [n*| neX] de La.

On démontre aisément le Lemme suivant (amélioration triviale d'un
résultat analogue di & HIGMAN) :

LEMME 7.A - Quels que soient XC&Z et nel,

n*ed X*=(neX ou n=0),

[conoz.mm - X est réductible 2 DX".

(car 1l'application n - n* est manifestement récursive).

De ce Corollaire et du Th. 1.I on déduit immédiatement, & 1l'aide
de la Prop. 5.4 :

REME 7.1 (BRITTON - HIGMAN) - Il existe un groupe & deux généra-

teurs qui est récursivement présentable mais non décidable.

7+2 = 8Soit maintenant G un groupe & nombre fini de générateurs, et soit
H un sous-groupe de G . Nous dirons (d'aprds Higman) que H est
bénin s'il existe un groupe finiment présentable K , un sous-groupe
& nombre fini de générateurs L de K , et un plongement ¢ de
G dans K tel que ¢ (H) =L ne(a) .
les sous—groupes bénins possédent un certain nombre de propriétés

intéressantes, et en particulier la suivante:

rPROPOSI’I‘ION 7.1 (HIOMAN) - Si A est fini, et si D est un sous-
groupe distingué bénin de ¢ A, alors .QA/D est plongeable dans
un groupe finiment présentable.
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On obtient d'asutre part trivialement (par la filidre de Church) 3

PROPOSITION 7.2 - Tout sous—-groupe bdénin de LA (avec A fini)

est récursivement énumérable.

Considérons maintenant le groupe libre & 3 générateurs £ B, avec
B={a b, c} .Achaque n&Z associons 1'élément b = ¢ ph

de B, et A chaque élément g de [E  (cf. 4.6) associons les

é1éments 11E et a de QB ainsi définis:
_ () E(0) E() L
ug.- cee b_1 bo b1 oo K ag = uE a ug .

Puis, & chaque sous—ensemble X de E associons le sous-groupe

Ay vde 2B engendré par | 2 lce x 1.
[LE)‘ME 7.B (HIGMAN) - Si Xe (Hig), alors Ay est bénin. ‘l

La démonstration de ce Lemme s'effectue en prouvant que 1l'ensemble

de tous les sous-ensembles X de E qui sont tels que Ax soit bé-

nin satisfait aux conditions de cl8ture utilisées dans la définition
de (Hig) (cf. 4.6) .

Du Lemme 7.B, du Th. 4.I, de la Prop. 7.2 et du fait que la cor-
respondance E->a est manifestement récursive, on tire immédia~-

g

tement:

PROPOSITION 7.3 - Pour que AX goit bénin, il faut et il suffit que

X so0it récursivement énumédrable.

De ce dernier résultat on déduit, par une manipulation algébrique

-

relativement aisée (comparée & celles qui conduisent au Lemme 7.B) :

PROPOSITION 7.3bls (HIGMAN) -~ Pour qu'un sous-groupe H de Q4 ,
aves A fini, soit bénin, 1l faut et il suffit que H soit récursi-

vement énumérabdle .

Des Prop. 7.1 et 7.3bis d'une part, et des Prop. 4.4 et 4.5

d*autre part, on itire alors:
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THEOREME 7.IX (HIGMAN) - Pour qu'un groupe & nombre fini de généra-—
teurs soit plongeable dans un groupe finiment présentable, il faut et

il suffit qu'il soit récursivement présentable.

Enfin, des Ta. T+.I et 7.II et de la Prop. 4.4 on déduit immé-
diatement:

THEOREME 7.III (NOVIKOV) - Il existe un groupe finiment présentable

non décidable.

la méthode de démonstraticn (¢f. 1.12) permet d'exhiber explicite-
ment 1l'un des éléments de Pf (cf. 4.4) dont ce Th. 7.III affirme

l'existence.

7.3 - Par ailleurs, on a le résultat suivant (forme "effective" d'un thé-

ordme de Higman ~ Neuman — Neuman concernant les groupes dénombrables):

PROPOSITION 7.4 (HICMAN) - Tout groupe récursivement présentable
peut étre plongé dans un groupe récursivement présentable & 2 généra-

teurs.

Du Th, 7.IT et de la Prop. T.4, on tire:

THEOREME 7.IV (HIGMAN) - Tout groupe récursivement présentable peut
&tre plongé dans un groupe finiment présentabdle.

L'intérét de ce Th. 7.IV vient de ce que, pour beaucoup de groupes
dénombrables "usuels", le fait d'étre récursivement présentable ré-

sulte immédiatement (par la filidre de Church) de leur définition.

7.4 - Soit Rab 1'ensemble de tous les triplets (A, U, x) o (4, U)
est un élément quelconque de Pf (cf. 4.4) et x un élément quel-
conque de 24,

Une application Tt de Rab dans Pf sera appelée une fonction-
test si, pour tout (A, U, x) dans Rab , ona

reDUD> ®ax(A, U, x) est trivial:

x¢DU> @(A,U) est plongeable dens ®x(a, Uy x)
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[LEHIE 7.C (RABIN) - I1 existe une fonction test récursive, ]

Nous dirons qu'un sous-ensemble H de Pf possdde la propriété
de Rabin s'il existe deux éléments Po ’ P1 de Pf tels qu'on ait,

quel que soit P dansg Pf :
®P, plongeable dans OP = P¢H ;

(BP.‘ isomorphe a P = PeH .,

THEOREME 7.V (RABIN) - Tout sous-ensemble de Pf qui possdde la
propriété de Rabin est non-récursif.

Ce Th. 7.V est une conséquence quasi-immédiate du Lemme 7.C et du
Th. 7.III. Soient en effet =, Po, P, comme ci-dessus; soit T une

fonction-test récursive; et soit pl une fonction satisfaisant aux
conditions de la Prop. 4.7. Soit alors P un élément gquelconque de
Pf ; et soit pl(Po sy P) =B, V) . On voit aisément que, pour tout

xe 8B, ona

xeD [pl(PO,P)] = pl[P1 , e:(pl(Po,P),x)]e H.
Et par conséquent, si H était récursif, & [pl (PO s P)]  se-

rait décidable pour chaque é1ément P de Pf . Mais de la Prop. 4.4
il résulte que, si @[pl(Po y P)] est décidable, il en est de

méme pour ®P ; tous les groupes finiment présentables seraient
donc décidables, contrairement au Th. T.III.
Un sous-ensemble H de Pf sera dit héréditaire si on a, quels que
soient P et P* dans Pf,

(Pe H et @ P' plongeable dans ® P) =» Ple H .

Pour chacune des propriétéa suivantes, l'ensemble des &léments P
de Pf tels que @ P possdde cette propriété eat héréditaires

-~ €tre trivial,
- étre fini,

- €tre abélien,
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-~ €tre métabélien,

~ &tre locelement fini,

- 8tre localement infini,

- 8tre périodique,

-~ &tre cyclique,

- &étre un p-groupe,

~ &tre nilpotent,

- &tre libre (d'aprds le théordme de Nielsen - Schreier),
~ &tre décidable (d'apr2s la Prof. 5.4).

Du Th. 7.V résulte immédiatement

THEOREME 7.VI (RABIN) -~ Tout sous-ensemble héréditaire de Pf non~

vide et différent de Pf est non-récursif.

Du Th. 7.VI appiiqué & la propriété d'étre trivial, on tire entre
autres les deux résultats suivants (le premier de fagon immédiate, le

second par une réduction algébrique facile) :

-

PROPOSITION 7.5 (RABIN) ~ Le sous-engemble
{(P, PP)| ®P est isomorphe 2 @ P'}
de Pf2 ntest pas récursif.

| PROPOSITION 7.6 (RABIN) - le scus-ensemble { P | @ P est simple]

de Pf n'est pas récursif.
.

Du Th. 7.V on déduit directement, en montrant que les sous-ensembles
considérés possédent la propriété de Rabin (ce qui revient & cons-—
truire un B adéquat) :
PROPOSITION 7.7 (RABIN) - Le sous ensemble
{P | ®P est un produit libre de groupes finis }
| de Pf n'est pas réoursif.

FROPOSITION 7.8 (STALLINGS) - Soit ¢ une famille non-vide (mais

par ailleurs quelconque) de variétés de dimension 3. Le sous-ensemble

{P|(3Ve?)[ ®P est isomorphe 2 7!:1(V)]}

Lde Pf n’est pas récursif.
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T+7 - 8oit Sip le sous-ensemble de Kp constitué par tous les éléments

€ tels que (la réalisation de) C soit boméomorphe au simplexe de
dimension p . Ure application ¢ ie Pf dans ]Kp sera dite mar-—

kovienne si on a, pour tout Pe Pf:

®@P trivial <«» ¢ (P)e Sip.

LEMME 7.D (MARKOV) - Pour chaque p24 , il existe une application ]

markovienne récursive.

De. ce Lemme et du Th. 7.VI (appliqué & la propriété d'étre tri-

vial) on tire immédiatement:

[MORM 7.VII (MARKOV) - Pour p34 , Si, n'est pas récursif. ]
[COROLLAIBE - Pour p24 , }Imp n'est pas récursif. :|

Du Lemme 7.D et des Prop. 4.6 (Corollaire) et 4.8, résulte:

THEOREME 7.VIII (MARKOV - RABIN) - En dimension > 4 , il n'existe
aucun systéme d‘invariants d’homéomorphie qui soit & la fois récursif

et complet. _l

En fait, la fonction ¢ construite par Markov est telle que,
lorsque @ P est trivial, ¢(P) est homéomorphe par décomposi-
tion simpliciale au simplexe de dimension p . Il en résulte, sans

faire appel 4 la “Hauptvermutung”, que le Th. 7.VII, son-Corollair_e
et le Th. 7.VIiI restent vrais quand on y substitue 1'homéomorphie
par décomposition simpliciale & 1'homéomorphie ordinaire,
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§ 8 - THEOREMES DE NON-DECIDABILITE EN LOGIQE.

8.1 - Appelons base de prédicatis tout couple (P, n ) ol P est un en-

semble non-vide quelconque, 6t = une application quslconque de P
dans W . Chaque élément T de P pera appeld un prédicat (formel),
et % (r) sera appelé le nowbre de piaces de T

La base (P,x) sgora dite finie 6i P est fini,

A chaque base de prédicats A = (P,X) on sssoocie wn certain emsom-
ble K. (nous ufavons pas besoin iof de se définition exacte) dont les

éléments sont apvelés formulea sans variable libre du premier ordre
en A (oe sont des suites finies partioulidres formées suivant cer-
taines régles & partir d'un certain ensemble de "symboles" comprenant
entre autres les éléments de P ; la prlupart des résultats de ce pa-—
ragraphe s'étendent d'ailleurs aux "formules d'ordre >1m).

Si P est fini ou dénombrable, ]LA est dénombrabdle.

On définit d'autre part (soit "syntaxiquement", soit "sémantique-

ment") une certaine application Cs, de 9 (I'A) dans lui-méme, qui

posséde (entre autres) lea quatre propriétés suivantes:

(1) Xxc Cs, X .

(2) YCx = ¢s TcCs, X

A

\ -—
(3) Cs, Cs, X =Cs, X .

4
(4) (¥xeCsyX) (3YCK) (Y fini et x 6 Cs, ¥) .
Les élémentz de CSA X s'appeilent les conséquences de X
(dans JLA) .
Nous posons T, = Cs, ¢ .
Gn dfinit enfin un certain élément ~ do  §(1)(L,) et un
certain élément > de § (2)(ILA) » respectivement appelés négation

et implication (formelles). Nous écrirons "x>y" au lieu de " >(x,y)".
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On a le résultat suivant (généralement baptisé "théoréme de la
déduction") :
PROPOSITION 8.1 - Pour tout ICEA et tout x eIA , 00 a2
x € Csy Xe= (3neW)(3y1,...,yne X)[y1:-(y2>(...(yn__1>(yn>x))...)) e TA] ,

la propriété (4) ci-deesus se déduit immédiatement de cette Prop.
4.1

Nous appellerons théorie (basée sur A ) tout sous-ensemble T de

1) i+ - .
]LA tel qu'on ait T CBAT

'JI‘-A est une théorie particuliére, et toute théorie basée sur A

contient TA .

Pour chaque théorie T , on posera T = ~ -1 (T) .

Une théorie T sera dite:

4 nombre fini de prédicats si elle est basée sur une base A finiej

consistante (ou "non-contradictoire’) si Tn TP =g 3
saturée (ou "compldte") si T UT™ =L, ;

finiment axiomatisable si elle est basée sur une bass A finie et

s8'il existe un sous-ensamble U fini de ZII.-A tel que T = GsAl U .
A et B étant des bases quelconques, on définit certaines appli-
cations de ILA dans JLB que (pour simplifier) nous appellerons des

traductions. On peut dire (en gros) que ces applications s'obtien-
nent en "“traduisant" chaque prédicat & p places de A par une
"formule en B & p variables libres", et en "relativisant" de plus
toutes les variables par une formule en B & 1 variable libre.

Toute.traduction 6 de XL, dans Ly possdde (entre aytres) les
propriétés suivantess:

(1) e(~zx)= ~o(x).

(2) o6(x>y)= o(x) >6(y).

(3) 6(cs, x) < sy 0(X) .

(4) 8 (TA) c Ty
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Dans (1) ot (2), en toute rigueur, 1'égalité devrait §tre rempla—
cée par "l'dquivalence ,fomelle dans I’B "

D'autrs part, les propriéida (2) et (4) se déduisent l'une de
ltautre si on a (2) .

Un cas yarticulier de traduotion est ocelui ol ona A = (P s )
et B = (1’1 s 1:1) aveo PC P, et &, prolomgeant =x , et

o © est l'application identicue de "'A (qui est alors un sous-
engemble de ‘ILB) dans Ly . Dans oe ocas, les inclusions qui figu-

rent en (3) et (4) pauvent 8tre remplacédes ar des dgalités.
Soit T une théorie bazée sur A , 8 une théorie basée sur B ,
et 9 unme traduction de I’A dans LB « Nous dirons que S est

une extension de T par © =siona B(TyCs

farod o(r™~)cs 1.
Si on & de plus 8(F) =8 n 0 (I.A)

[ a0 8(T~ )=s8~n o (JLA)] , alors 8 sera dite une exten=~

sion conservative (ou "inespentielle")'de T par 8

81 8 est une extensiorn (non nécessairement conservative) de T
et s8i § est congistante, aloxs T est oonsiastante.

Une théorie T basée sur A sera dite plongeable dans une théo-
rie S basée sur B 8'il exisie une traduction © de B‘A dans

ILB telle que S so0it une extension conservative de T par © .
8.5 -~ Dans ce qui suit, nous ne considérerons plua que des bases
A= (P,® ) o P est fini ou dénombrable. Nous appellerons, par
abus de langage, numérothge sur A tout numérotage P sur P tel
que x soit récursive dans P
A chaque numérotage sur A on agsoocie canoniquement wn certain
numérotage sur I, (d'o% la notion de "numérotage canonique® lore=-

que A est fini).
Quel que moit le rumérotage choisi sur 4 4 on a, dans le numéro-

tage sur JLA canoniquement associé, les propridtés suivanvest
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PROPOSITION 8.2 - ~ et > sont réoursives.

FROPOSITION 8.3 - 'mA eat récursivement Snumérable,

i

PROFOSITION 8.4 - Si A ne contient que des prédicats & 0 ou 1

| O WU I W—

place, alors ‘11"A est réoursif.

b

la Prop. 8.2 est triviale (& pariir des définitions exactes).
la Prop. 8.3 est immédiate ai la fonotion CBA o8t définie synta-

xiquement. 8Si CsA eat définie sémantiquement, cette FProp. 8.3 se

déduit d'un lemme de SKOLEM - GUDEL — HERBRAND.
la Prop. 8.4 s'obtient aisément & partir de certains lemmes con~

cernant les prdédicats 3 1 place.
D'autre part, de la définition exacte des traduotions on déduirait

aisément:
FROPOSITION 8.5 ~ Si A est fini, toute traduotion de L, dans Ly |
est récursive {(dans le numérotage sur L, ocanoniquement associé &

n'importe quel numérotage sur B ) .

j S—

Des Prop. 8.1, 8.2, 8.3 d'une part, et d'autre part d'un procédé
(dd 3 EHRENFEUCHT) utilisant des "plécnasmes", on tiret

[ PROPOSITION 8.6 - Pour qu'une théorie T basée sur A soit récursi- |
vement énumérable (dans le numéroiags sur LA canoniquement associé

& un numérotage donné sur A ), il suffit qu'il existe un sous-ensem-
ble récursivement énumérable U de I'L tel que T = CBA U, et il

faut qu'il existe vn sous~ensemble réoursif TU' +tel que T = CsA gt.

- .

Une théorie T basée sur A est dite décidable [ resp. récur-
sivement axiomatisable ] s'il existe un numérotage sur A tel que,

dans le numérotage sur I‘A ocanoniguement associé, 1l’ensemble T

soit réoursif [ resp. Técursivement énumérable] .

De cette définition et de la Prop, 8.2 on déduit que, si T est
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décidable [ resp. récursivement énuméradle ] , alors l'ensemble T ™~

est lui-aussi récureif ,[ resp. récursivement énumérable | dans le
numérotage considéré.
De cette remarque ot de la Prop. 1.1 on tire:

—

PROPOSITION 8.7 - Toute théorie récursivement axiomatisable saturde
est décidable.

D’autre part la Prop. 8.6 (pramidre partie) donne:

ment axiomatisable.

Et la Prop. 8.5 donne:

PROPOSITION 8.9 - Toute théorie & nombre fini de prédicats qui est
plongeable dans une théorie déoidable [ resp. récursivement axio-

matisable | est elle-méme décidable [ resp. réoursivement axioma-
tisable] .

Enfin, des Prop. 8.1 et 8.2 on déduit:

LEMME 8.A ~ Si 1la base A est finie, et s'il existe une théorie fi-
niment axiomatisable non dScidable basée sur A , alors TA n'est

pas récursif.

8.6 - Une théorie est dite p-unitaire si sa base ne oontient qu'un uni-
que prédicat, et si ce prédicat est & p places,
Par diverses méthodes (dont aucune n'est triviale), on peut dé-
montrer:

"THEOREME 8.1 (KALMAR) ~ Toute théorie A base dénombrable est plon~
geable dans une théorie p-unitaire , pour chaque D 2 2 .

Ce théoréme se laisse "effectiviser” en:

PROPOSITION 8.10 — Pour p 3 2 , toute théorie récursivement [ Tesp.
finiment]axioma.tisable est plongeable dans une théorie réocursivement

[resp. finiment] axiomatisable p-unitaire .
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On a d'autre part le résultat suivant (dont la démonstration uti-

lise comme point de départ le Lemme 8B.B ci-dessous):

[ THEOREME 8.II (KLEZENE) - Pour qu'unc théorie & nombre fini de prédi-
cats soit récursivement axiomatisable, il faut et il suffit qu'elle

soit plongeable dans une théorie finiment axiomatisable.

Du Th. 8.II et de la Prop. 8.10 on tires

THEOREME 8.III - Toute théorie récursivement axiomatisable est plon—
geable dans une théorie finiment axiomatisable,

8.7 = Une théorie T basée sur A sera dite représentative s'il existe

un numérotage sur A tel que, dans le numérotage sur Il. canonique~

ment associé, tout couple de sous-ensembles récursivement énumérables
disjoints de N soit biréductible & (T , T~ ) (cf. 5.3).
Une théorie T 2 nombre fini de prédicats sera dite essentielle~-

ment non-décidable si elle est consistante et si toute extension con-

sistante (mais pas nécessairement conservative) de T est non-déci-

dable.
Du Th. 1.II et des Props 5.3 et 8.5, on déduit:

r-I’"ROPO‘.SI’I'IOJ.\I 8.11 ~ Toute théorie & nombre fini de prédicats qui est
L?eprésentative et consistante est essentiellement non—-ddécidable.

Soit Ao une base particuliére constituée par deux prédicats 2

3 places (qui seront "interprétés" comme représentant respectivement
les graphes de 1‘addition et de la multiplication sur W ) . On dé-
finit une certaine théorie récursivement axiomatisable To basée

sur A (TO est parfois appelde "arithmétique de Peano"), et on démontre:

[THﬁOHﬁME 8.1v (cBpEL - ROSSER) - To est représentative. ]

Lla démonstration de ce théoréme s'obtient en "représentant" cha-
que couple (X , X') de sous-ensembles récursivement énumérables
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disjoints de W par une "formule & 1 variable libre en AO" X cons-

truite de fagona avoir , pour tcut n e N

nex = x() € To s
nfg X = x(@) e T?;;

ol n est une "constante formelle" canoniquement associée & n , et
ot x(n) est 1'6lément de Il obtenu en "substituant" W & la va-
riable libre de x .
L'outil essentiel pour la construction de x est le Th. 1.IV.
D'autre part, avec des moyens "ensemblistes" trés resireints on

démontre sans peine la consistanze de TO .

Du Th., 8.IV et de la Prop. 8.11 on déduit alors:

THEOREME 8.V (CHURCH) - Toute extension consistante de Ty (et en 1

particulier TO elle-méme) est non-décidable.

Enfin, du Th, 8.V et de la Prop. 8.7 on tire:

THEOREME 8.VI ( GODEL - ROSSER) - Toute extension consistante et ré~
cursivement axiomatisable de To (et en particulier TO elle-méme )

est non-saturée.

L'intérét des Th. 8.V et 8.VI provient de ce que la plupart des
théories formelles "usuelles" sont des extensions récursivement axi-
omatisables (souvent méme finiment axiomatisables) de Ty 5 et sont
consistantes (du moins on le suppose).

8.8 - Sur la méme base Ay que Ty o2 définit une certaine théorie fi-
niment axiomatisable TB , dont To est une extension (non conser-
vative). Et on démontre (en raffinant quelque peu la méthode empleyée

pour le Th. 8.IV):

[LEMME 8.B (MOSTOWSKI - ROBINSON - TARSKI) - T4 est repréeentative.]

-~ - [ - . »
Qant & la consistance de TO elle se démontre immédiatement par
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des moyens parement arithmétiques.
On peut donc renforcer les Th. 8.V et 8.VI en y remplagant 'I‘o

r T .
B %
Mais alors, en utilisant le Lemme 8.A ot la Prop. 8.10, on obtient

le résultat suivant (qui constitue la réciproque de la Prop. 8.4):

THEOREME 8.VII (CHURCH) - Si A contient au moins un prédicat 2
plus 4' 1 place, alors TA est non récursif (dans le numérotage sur

I‘A agsoc¢ié & un numérotage quelcongue sur A ).

Pour chaque théorie particulidre T satisfaisant aux conditions du
Th. 8.VI (et explicitement donnée par un "schéma de définition" de
1'ensemble de ses axiomes), on peut explicitement exhiber une formu-—
‘le f qui n'appartient ni & T ni a T ~ . Mais cette formule f
n'offre en général auoun intérét "mathématique" intrinséque.

Tout ce qu'on peut dire de f , c'est qu'’elle appartient & un

certain sous-—ensemble (qu?il est inutile de définir ici) de I, .
AO

Or il existe divers sous-ensembles Li de L dont les éléments

%

présentent un certain intérét intrinséque., Par exemple les ensembdles

L‘l et L2 constitués respectivement par les "formalisations dans

To" des énoncés ayant respectivement la forme (1) et la forme (2)
suivantes:

(1) "tel 41ément de P appartient & E, (c£. 6.2)" ,

(2) "pour tel élément (&, U, x) de Rab (cf. 7.3), x¢ DU ".

Un sous-ensemble L de JLAO sera dit génératif (c'est une notion
dérivée du concept géndral de réductibilité) s'il existe une applica-

tion ¥ de Lo dans L telle que, pour tout x e Lo y les formu-—

les x> ¥ (x) et ¥(x) » x appartiennent & Ty -

De cette définition il résulte gque, pour tout sous-ensemble géné—

ratif L de I‘A y et toute extengion récursivement axiomatisable
0
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consistante T de To y il existe un 6lément g de L (explicite-

ment exhibable 8i la fonction y qui correspond & L est réoursi-
ve et explicitement définie) qui n'appartient ni & T ni a T~ ,
Or les Théordmes 6.1 et 7.IV (ou plus exatement les méthodes

employées pour leur démonstration) conduisent au résultat suivant:

PROPOSITION 8.12 - Les sous-~ensembles particuliers L1 et L2 ci-
dessus définis sont génératifs.

D'olt la construction, pour chaque théorie formelle usuvelle, d'une
formle "mathématiquement intéressante” (ou tout au moins "wathéma—
tiquement décente") qui n'est ni démontrable ni réfutable dans cette
théorie.

8410 ~ Considérons les théories So y sor S3 suivantes ¢

SO=T0;

S1 = la théorie des ensembles de Zernelo }

8, = la théorie des ensembles de Zernelo-Fraenkel (ou de Neuman—
Bernays, ou de Bourbaki) ;

83 = la théorie obtenue en ajoutant a 82 un "axiome des univers"

plus ou moins fort, ou encore un axiome affirmant l'existence d'un car-
dinal "fortement inaccessible".

Pour j=0,1,2,3, Sj+l est une extension de S‘_j (directo-
ment ou moyennant une traduction adéquate). Et on suppose que S 3 est
non-contradictoire.

Soit s 3 la formalisation dans To de 1l'énoncé affirmant la non-

contradiction de S j On sait que s j (ou sa traduction) n'est pas dé-
montrable dans 8, . On démontre pur contre aisément que s, est démon-

3
trable dans S .0r s,€L. (cfe 8.9)s Diou 3

j+1 3¢ Yo

J

PROPOSITION 8.13 - Pour chaque J , il existe un élément de I'i

(1 =1, 2) s qui est démontrable dans 8 s mais non dans S

1 i
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