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D. LACOMBE

§ 1 - DÉFINITIONS GÉNÉRALES.

1.t -. IN est l’ensemble des entiers naturels, Z l’ensemble des entiers

rationnels, Q l’ensemble des nombres rationnels o

1.2 - A et B étant des ensembles cuelconques, BA est l’ensemble de

toutes les applications de A dans 8 .

Nous assimilerons A0 à AØ, 9 c’est-à-dire à {Ø} .

Et nous assimilerons l à A .

1, ~ ~- Nous poserons ~ ~ p ~ ~A ) = pour ohaque pe 1~ ~

où Z.~/ représente ia somme di.recte (que dans ’~a suite nous assimi-

lerons sans vergogne à la réunion).

1.4 - Noas poserons ~~~(A) = ~(A~) ~

Pour M C on posera M~ ~ 
Pou-r X e ~~~(A) et (x~.~x) nous écrirons parfois

"X(x1,...,xp)" an lieu de 

1.5 - Soit B ’un sous-ensemble de A (avec éventuellement B = Ap) , et
soit 03C6 une application de B dans A  Un sous-ensemble X de A

est dit clos (ou "st&#x26;ble") pour (p si on a

Dans le cas p ~ 0 ~ ~ = ~~~ i cette condition devint Cf t X .
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1.6 - Nous poserons ~ = ~ (~) ~

1eT - Pour un sous-ensemble M de considérons les conditions (a) et

(b) suivantes:

(a) M contient les fonctions suivantes:

(1 ) la fonction (par ex, de 0 argument) identiquement nulle;,

(2) la fonction successeur x ~ x + 1 ;

(3) les fonction$ projections (x1,...,xi,a ..,xp) ~ xi , .

(b) M est clos pour les opérations suivantes:

(1 ) les opérations de composition (ou "substitutions"), o’est...à-

dire (pour ( 03C8, ~1,...,~p) ~ 03C6 de

dans où ~ est définie par: 

P

(2) les opérations de récurrence simple, c’est-à-dire (pour chaque

p) l’application (X ~ )~ p dE! dans F~~ ,
où p est définie par

~(x~...)-x .y ~ 1) ~ ~ [ x~..,x ~y~ o (x~,..~Xp~y) ].

(3) les opérations " , c’est-à-dire (pour chaque p ) l’ appll-
cation ~-~p , avec

P(x.~..~x ) ~le plus petit y tel que ~(x~..~x ~y) ~ ûj ,
application à valeurs dans définie sur l’ensemble des éléments

~ de qui satisfont à

Nous désignerons par FR le plus petit sous-ensemble de F qui

satisfait aux conditions (a) et (b) (intersection complète de tous
les sous-ensembles M qui satisfont à ces conditions).
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Autrement dit, F~ est l’ensemble de toutes les fonotions qui peu-

vent s’obtenir à partir des fonctions initiales indiquées dans la con-

dition (a) en appliquant (suivait un schéma fini quelconque) les
opérations indiquées dans la condition (b).

Les éléments de ~~ sont appelés fonctions réoursives.

1 08 - Un élément de est dit ré ours if si sa fonction caractéris-

tique appartient à 

Un élément X de R (p)(N) est dit récursivement énuméra’ble s ’il

existe un élément réoursif Y de dont X soit la pro-

jection, c’est-à-dire un ensemble réoursit Y tel q,u~on ait

Nous désignerons par (R) [ t (RE~ ~ l’ensemble de tous

les éléments récursifs [resp. .; récursivement énumérables] de

1.9 - (R) et sont manisfestement dénombrables. Et on a

~a~ C (RE) .
D’autre part, on peut définir (R) et Fp à partir de (R~ ~ ~

grâce aux résultats suivants:

"PROPOSITION 1.1 - Pour qu’un élément de ~ soit récursif, il

faut et il suffit que lui-même et son complémentaire (relativement

à soient récursivement énumérables. 

PROPOSITION 1.2 - Pour qu’un élément de soit .récursif, y il faut ~

que son graphe [ élément de ~~~(N) ] soit récursif, et il suf-

fit que son graphe soit récursivement énumérable.

Enfin, on peut toujours se ramener aux fonctions argument,
car : 1
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[PROPOSITION 1.3 - Pour chaque p ~ 1, il existe une bijection ré- 1cursive de ~p sur 

1 010 - A partir des définitions ci-dessus on obtient trivialement (à con-

dition de suivre la filière adéquate) toute une collection de théo-
rèmes "positifs" (ou "directs", ou encore "théorèmes de clôture")
ayant la forme générale:

~ FR [ou (R) , ou (RE)] olos pour telle opération
dont un cas particulier (opération à 0 argument) est

~ 1FR [ ou (R} ~ ou (RE) ~. contient tel élément . 

Les Prop. 1.1, 1.2~ 1.3 appartiennent à oette collection. Citons

enoore les résultats fondamentaux suivants :

PROPOSITION 1.4 - (R) et (HE) sont clos pour tous les chan-

gements de places portant sur les arguments (en particulier: permu-
tation d’arguments, identifioation de deux arguments, adjonction

d’un argument ineffectif ) . 

PROPOSITION 1.5 - FR contient la somme, le produit, l ’exponentiel-
le, le p. g. o. d. , etc. 

’PROPOSITION 1.6 - (R) contient las ensembles finis et leurs oom- 

]plémentaires~ 1 ensemble d.es nombres premiers, la relation d’ordre

ordinaire, la relation de divisibilité, etc. 

Désignons respectivement par U ~p) : C(p) l’union,
l’intersection et le complémentation dans 3f~ : 1 ce sont des éléments

particuliers de ~ ~p~ ~N ) ) ,
Désignons pa.r ~(p) la quantification existentielle (ou pro-

jeotion, cf. 1.8) s c’est une applioation de sur
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Désignons enfin par ~~P~ et les "quantifications

(existentielle e t universelle) bornées", c’est-à-dire les applica-

tions X ~ Y et x ~ Y’ de ~ ~p~~~ , a~l’~ dans ou y r
Y’ sont définies respectivement par:

PROPOSITION 1.7 - (R) est clos pour les U~ , U~ , 
3(P) ~P)

-  ~  
’

PROPOSITION 1.8 - (RE} est clos pour les ~(p) y ~(p),
q(p) B/(p)L" ~ ’  

° Î
De même, F- est clos pour des opérations de récurrence beaucoup

plus générales que celles utilisées dans la définition (1~7) *

PROPOSITION 1.9 - Si et si ç est bijective, les p )
"fonctions inverses" (ou "coordonnées de l’inverse") de (p appar-

tiennent à JF~ ~ ~ . J

PROPOSITION 1.10 - Pour qu’un sous-ensemble de N appartienne à 

l(RE)~ ’ ~ il faut et il suffit qu’il soit ou bien vide, ou bien /identique à l’ensemble de toutes les valeurs d’un élément de TF~ ~ . H -J
C’est de là que vient l’expression "récursivement énumérable" .

PROPOSITION 1.11 - (RE)~ est énumérable par un élément de

(RE)~~ 3 autrement dit

[3A.(RE)~~][vU6(M)~](~~(V~,..~x~)[U(~~.~x~~~~~ -. , xj
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Tous ces théorèmes directs (à l’exeption de la Prop, 1.11 prise
sous cette forme) restent vrais lorsqu’on remplace FR par n’importe

quel sous-ensemble de ]ê’ satisfaisant aux conditions de clôture. (a )
et (b) de 1 .7.

1.11 - De la Prop, 1.4 on déduit immédiatement (par le "procédé diagonal"):

PROPOSITION 1.12 - Pour p ~ 1 , (R~ "p~ n’est pas énumérable par un ]élément de (R)~~~ . De même pour ~~ . 
Des Propositions 1.11 l et 1 .12 on tire alors le résultat 

fondamental suivant :

THÉORÈME 1.I - Pour chaque p  1 1 il existe un sous-énaemble de 

qui est réoursivement énumérable mais non récursif.

[COROLLAIRE - Pour p  1 , (RE)(p) n’est pas clos pour C (p) . ]
Nous aurons du résultat (un peu plus fort que le 

rais obtenu par même mé thode) *

Un couple (X , X’) de sous-ensembles de IN est dit séparable

x’ il existe u.-r> sous-ensemble récurait Y de I~ tel qu’on ait

X C Y Y . 

THÉORÈME 1.II - 03A0 existe un couple non-séparable de sous-ensembles [énumérables d.isjoints de * 

La démonstration d.es Théorèmes 1.I et 1.II permet d’exhiber

explicitement les schémas de définition des ensembles récursivement

énumérables dont ces théorèmes affirment l’existence.

1.12 - Il existe de nombreuses définitions équivalentes à celles donnée~
en 1.7 et 1.8.

On dé.finit par exemple (par une méthode très simple dans son
principe, mais sans utilité i01) l’ensemble (T) des éléments de. F

qui sont par une machine de 
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[THÉORÈME 1.III (TURING - POST) - (T) -FR . ]
De même, désignons par (o) le plus petit sous-ensemble de 

qui

(1) contient { 1 1 , le graphe de l’addition, et celui de la mult:i.-

plication ;

(2) est oloe pour les U ~~ , s i 3~~ , ~~P~
(cf, 1.10) et. pour les changements de place sur les arguments.

[THÉORÈME 1.IV - (Q) c (RE) . J
Les inclusions (T) C ~’~ et (G) C (RE) constituent des résultats

"affirmatifs" de la forme indiquée en 1.10; leur démonstration n’est

que l’aboutissement d’une succession (plus ou moins longue, mais tri-

viale) de résultats analogues; [ pour (G) , cf. Prop. 1 .4, 1.5, 1.8].
Ce sont les inclusions en sens inverse qui nécessitent des astuoes.

Pour démontrer que C ~ C~~ , on considère l’ensemble ~‘0 des

éléments de F dont le graphe appartient à (G) ~ f et on montre que

satisfait aux conditions de clôture (a) et (b) de 1.7 (la seu-

le difficulté provient des opérations de récurrence, et se résout par

une méthode due à GODEt) ,.
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§ 2 - LA THÈSE DE CHURCH.

2.1 - Bien qu’elle soit d’ordre extra-mathématique (on peut la qualifier
de "métamathématique" ou de "périma thématique" ), la notion de fonc-
..E:.2!!. [élément de effectivement calculable (ou "mécaniquement
calculable") est en pratique parfaitement claire. Exemples de telles
fonctions:

- (x , y, z) ~ (x + y2)z ;.
- $ ,+ décimale du nombre ~ ;

.. (x, y) -~ partie entière de t partie réelle de 

n en est de même pour la notion d’ensemble [ élément de 

effectivement décidable. Exemples de tels ensembles:

- l’ensemble des nombres premiers;

- t 3 YI ~(xl,,.:~xp ~ Y~ ~ ~ ~ ~ où (p est

un polynôme de (p + 1~ arguments à coefficients dans ? .

Toute aussi claire en pratique est la notion d’ensemble effective-
ment semi-décidable (dans le sens positif), en appelant ainsi tout

sous-ensemble X de ~tP tel qu’on dispose d’un procédé effectif

(mécanique) uniforme [en ~x1 ~ ...~z ~ ~ pour reconnaître l’appar-

tenance [d’un (x1,...,xp) quelconque ] à X lorsque cette ap-

partenance est réa,lisée~ sans pour autant disposer nécessairement
d’un procédé effectif uniforme permettant de reconnaître la non-ap-
partenance éventuelle. Exemple-type de tels ensembles:
- les ensembles d:op.~ant~.~, de la. forme

~ ~ (x1s ...,xp~ ~ ~ 3 y~ ~ ...~Y ~ ~~ ~ ~ ~x , ...~x f ~Y ~ a. ~,Y ~ = 0 1
est un polynôme de (p + q) arguments à coefficients dans Z.

~.2 - De la définition de (R) et (RE) il résulte manifestement que:

Toute fonction récursive est effectivement calculable? tout ensem-
ble récursif est effectivement décidable ; tout ensemble récursivement
énumérable est effectivement semi-décidable.
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La réciproque de ces affirmation? de l’une quelconque d’entre

elles, ce qui entraine le reste) constitue la "thèse de Church".
Bien quelle ne soit pas du tout évidente à première vue,, cette

thèse semble néanmoins pratiquement certaine. Sa justification est

constituée par le fait expérimental suivant: a pour.chaque sous-ensem-

ble mathématiquement défini M de F (jusqu’à présent rencontré ou

inventé, s et éventuellement réduit à ur~ seul élément) dont les élé-

ments sont effectivement calculables a,u sens intuitif, p non seulement

on a pu démontrer M C mais de plus la démonstration de cette

inclusion s’est toujours révélée Dans chaque cas, en effet y

cette démonstration consiste à dérouler, sans aucune astuce, une

chaîne plus ou moins longae (que nous baptiserons "filière de 
de propositions "affirmatives" du type: indiqué en 1.10 (cf. aussi ce

qui a été dit à propos des Th. 1.III et 1.IV).
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§ 3 - NUMÉROTAGES.

3.1 - La plupart des questions d’ "effeotivité" qui se posent naturelle-

ment en mathématiques concernent des éléments de 5 (E) ou de 

(ou, plus généralement, de lorsque E (ou F , ou chacun d’eux)
est un ensemble dénombrable déterminée nécessairement identique

à On peut se ramener à. N (et, ce faisant, ramener 1 effe ct iv.i-

té en question à la récursivité) au moyen d’une correspondance bi jec-
tive entre E et 1N e

Pour que les résultats de récursivité ou de non-récursivité obte-

nus grâce à une telle correspondance soient intéressants, il faut

évidemment que la bijection choisie "tienne compte" de la structure

partioulière considérée sur E ; mais cette dernière condition est en

générale satisfaite par une infinité (dénombrable) de bi jections. Le
choix d’une bijection particulière risque donc de paraitre arbitraire,
et sa définition exacte fastidieuse.

On peut essayer de réduire ce double inconvénient en employant la

notion générale de "numérotage" .

302 - Soit A un ensemble dénombrable [ou fini] quelconque. Nous appel-

lerons numéretation de A toute application biunivoque de IN [ou
d’un segment initial de sur A .

Noua appellerons numérotage sur A (ou encore °’structure -récurai.-

ve sur A ") chacune des classes d’équivalence déterminées dans l’en-
semble des numérotationa de A par 1’équivalence récursive, 
dire par la relation

[avec la convention, pour le cas où A est que toute fonction,
dont le domaine de définition est fini;est récursive] .

L’ensemble des numérotages sur A est réduit à un seul élément

lorsque A fini., et possède la puissance du continu lorsque A

est dénombrable.
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3.3 - Soient A~ ~ ...,Ap~ ~ des ensembles finis ou dénombrables, respecti-

vement munis des Soit X un sous-

ensemble de 9 et soit 1;; une application de 

dans B e On définit de façon évidente (en considérant des numérota-

tions, puis en passant au quotient) la propriété pour X d’être ré-
cursif t et de même la propriété d’être récursivement énumérable] dans
( 1,..., p), ainsi que la propriété pour $ d’être récursive 

-

dans 

Bien en.tendu, si 

nous dirons "récursif rosp. 2 "récursive dans ; S )"]

au lieu de "ré curs if -dans )" [ resp. : : "ré curs ive dans

( h ~ o o e’ ~ ; ~ ~ "~ . De même, 9 sauf avis contraire, ~t sera tou-

jours considéré comme muni du numérotage qui correspond à l’applica-

tion identique, et nous sous-entendrons la référence à ce numérotage, etc.

3.4 - En mettant à part le cas trivial des numérotages finis, la théorie

des numérotages est "univalente" : deux numérotages ~ et At quel-

oonques, établis respectivement sur des ensembles dénombrables A et

A’ , sont toujours isomorphes eï:tro eux (dans la définition des iso-

morphismes* on considère A et A’ comme des structures sur A et

jouant dans cette définition le rôle d’un ensemble auxiliai-

re ponctuellement invariant).
Quant aux "morphismes" (on général) d’un numérotage .( (sur A )

dans un numérotage 93 B ) , leur rôle est tenu par les appli-
oations de A dans B qui sont récursives dans ( ~ ; ~ ~ .

3.5 - Etant donné un numérotage ~~ 1 sur A1 et un numérotage A2 sur

A2 ~ il existe un numérotage ~ et un seul sux A1 x A2 tel que

l’application identique de A1 x Az sur lui-même soit récursive dans

( A1, A2; A) . Ce numérotage A sera appelé le produït direct de

A1 et de A2 .
Etant donné un numérotage A sur A, et un sous-ensemble B de
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A , pour qu’il existe un numérotage 53 sur B tel que l’applica-

t ion ident ique de B dans A so it récursive dans ( h ; ~ ) , il

faut et il suffit que B soit récursivement énumérable dans A ;
dans ce cas le numérotage ~ satisfaisant à la condition ci-dessus

est unique : on l’appellera le numérotage induit par A sur B , ou

enoore la restriction de A à B. Si B est non seulement récur-

aivement énumérable, mais de plus récursif dans A certaines pro-
priétés de "prolongement" sont vérifiées; en particulier, tout sous-

ensemble de B, qui est récursif dans ~ ~ est alors récursif aussi

dans A (la réciproque est vraie dans le cas général).
On constate que les ensembles E sur lesquels on est amené à se

poser des problèmes d’effectivité ( concernant par exemple des élé-
mente de ou de sont tous obtenus à partir de ~?

et (éventuellement ) de certains ensembles finis A~ ~ ...~An en appli-

quant (suivant un schéma fini quelconque) les opérations de produit
direct et de restriction. On peut donc, sur chacun de ses ensembles

E ~ définir un numérotage canonique. En effet, lorsqu’un même ensem-
ble E peut être obtenu (éventuellement à une bijection triviale
près) par des schémas différents, les numérotages correspondants sont
identiques (en vertu d’un certain nombre de propositions générales
immédiates).

Parmi les opérations qui sont définissables à partir du produit
direct et de la restriction, citons : la somme directe finie, ou
infinie dans certains cas, le quotient par une relation d’équivalence
récursive, l’image homomorphe par une application telle que l’équiva-
lence associé© soit récursive, etc.

3.6 - Un numérotage ~ sur A d’une part, et une "structure algébri.que"

(R1,...,Rh, 03C61,..., 03C6k ) sur A d’autre part, avec

R. E (pi)(A) t 03C6j ~ F(qj)(A) , seront dits compatibles sf cha-

que relation Ri et chaque fonction est récursive dans A .

Une structure algébrique sur A sera dite réoursivisable s’il

existe un numérotage sur A compatible avec cette structure.
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Dans beaucoup de cas, le numérotage oanonique sur un ensemble E

(de la famille ci-dessus considérée) peut être défini comme l ’unique
numérotage compatible avec certains éléments de ~(E) .

On a par exemple t

PROPOSITION 3.1 - q il existe un numérotage et un seul

compatible avec l’addition (et ce numérotage se trouve être aussi com-
patible avec la multiplication). 

Far contre, sur chacun de ces trois ensembles, il existe manifeste-

ment une infinité de numérotages compatibles avec la multiplication.

PROPOSITION 3.2 - Sur l’anneau des polynômes à coefficients dans Z 

](ou dans ~ ) il existe un numérotage et un seul compatible avec l’ad-
dition et la multiplication. 

PROPOSITION 3.3 - Sur le corps des nombres algébriques réels, il exis-

te un numérotage et un seul compatible avec l’addition et la mult.ipli- 

cation. ] (

Dans ce dernier numérotage, les sous-ensembles Q , Z , l’ensemble

des entiers algébriques .réels, l’ensemble des nombres de Pisot, etc.

sont récursifs. o

Dans le même ordre d’idées, citons encore:

PROPOSITION 3.4 - Soit G un groupe dénombrable, A un système de

générateurs de G, A un numérotage sur A. Il existe au plus un

numérotage 9 sur G qui soit compatible .avec l’opération du groupe

et tel que 1.’ injection canonique (identique) de A dans G soit ré-

cursive dans ~ ~ ; ~ ) .

COROLLAIRE - Sur un groupe à nombre fini de générateurs y il existe au 1
plus un numérotage compatible avec l’opération du groupe. f
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§ 4 - RÉCURSIVITÉ SUR DES ENSEMBLES AUTRES QUE IN .

4.1 - Les expressions "numérotage canonique" et "numérotage canoniquement

associé à un numérotage donné" sont chaque fois définies par la mé-

thode indiquée en 3.5 :

4.2 - Soit ~’ l’ensemble de tous les polynômes (d’un nombre quelconque
d’arguments) à coefficients dans ; autrement dit:

Soit H le sous-ensemble de IP constitué par les polynômes qui
admettent au moins un système de adulions (d’annulation) dans Z ~
autrement dit:

P possède un numérotage canonique. Et~ dans ce numérotage, on a

trivialement (par la filière de Church) :

~ PROPOSITION’ 4 .1 -. E est récursivement énumérable. ]
4.3 - Pour chaque ensemble A , désignons par A le groupe libre en-

gendré par A ..

A tout numérotage sur A on associe canoniquement un numérotage
sur ~ A . En particulier, si A est fini, ~ A possède un numé-

rotage canonique unique et bien déterminé.

U étant un sous-ensemble quelconque de A ~ désignons par DU

le plus petit sous-groupe distingué de ~ A qui contient U.

Dans le numérotage sur D A canoniquement associé à un numéro-

tage quelconque sur A ~ on a:

r 
PROPOSITION 4.2 - Pour qu’un sous-groupe distingué D de ÇA soit
récursivement énumérable, il suffit qu’il existe un sous-ensemble ré-Î oursivement énumérable U de C A tel que et il faut 

I

~ qu’il existe un sous-ensemble récursif U’ tel que D ~ D U~ .
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La première partie de cette Proposition est triviale, la seconde

s’obtient par une méthode simple utilisant des "redondances" (analo-
gues aux "pléonasmes" employés pour la Prop, 8,6 ci-dessous).

Un groupe G est dit récursivement présenta-
ble ~ s’il existe un ensemble A ~ un numéro tage ~ sur A ~ un

sous-groupe distingué D de 2 J.; qui soit récursif [:rasp. : ré-
cursivement énumérable] d.ans l’énumérage sur C A canoniquement
associé à A , et un isomorphisme de G sur le groupe quotient 

On démontre aisément:

PROPOSITION 4.3 - Pour qu’un groupe soit décidable, il faut et il suf-

fit qu’ il soit réoursivisable (cf. 3.6 ) . 

PROPOSITION 4.4 - Tout groupe à nombre fini de générateurs qui est

plongeable dans (c.à d. isomorphe à un sous-groupe d’) un groupe dé-

cidable [resp. ; réoursivement présentable ] est lui-même décida-

ble [ resp. : récursivement présentable] .

Un groupe G est dit finiment présentable s’il existe un ensemble
fini A et un sous-ensemble fini U de ÇA tel que G soit iso-

morphe à ~ AI DU .
On obtient immédiatement:

PROPOSITION 4.5 w Tout groupe finiment présentable est récursivement ]présentable , 

4.4 - Choisissons une fois pour toutes une suite d’ensembles (An) n ~ IN
telle que, pour ohaqu.e n , An a,it exactement n éléments.

Nous désignons par Pf l’ ensemble de tous les couples U)
tels que A appartienne à ( et que U soit un sous-

ensemble fini de 2 A . Les éléments de Pf seront appelés des

présentations finies.

Pour chaque élément P ~ (A) U ) de P f , le groupe quotient

(finiment présentable par définition) Q A/ DU sera désigné

par ~ P .
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Ch définit sur Pf un numérotage oanonique. Et dans ce numérotage

on a (en tre autres) 3

[PROPOSITION 4.6 - Le sous-ensemble 1 (P, P’ ) isomorphe à 

de Pf 2 est récursivement énumérable. J t
COROLLAIRE - Le sous-ensemble ~ trivial} de P f est ré-

cursivement énumérable. 

en appelant trivial tout groupe qui est réduit à son élément neutre.

PROPOSITION 4.7 - Il existe un cert ain élément pl de 5 (2)(Pt)
qui est récursif et tel que, pour tout P’ ) dans Pf 2 ,
~ ~pl ( P, est isomorphe au produit libre de @P et de 

4.5 - Soit xp l’ensemble de tous les complexes simpliciaux finis (abs-

traits) de dimension p.

Soit Hmp le sous-ensemble de K2p constitué par tous les couples

(C , C’) tels que (les réalisations de) C et C’ soient homéomor-

phes o

Une application o’ de dans Il (ou dans Z) sera dite

un système d’invariants d’homéomorphie (en dimension p) si on a,

quels que soient C et C’ ° dans 

Si l’implication inverse est aussi vérifiée, le système 03C3 sera

dit complet.

On définit sur 1Kp un numérotage canonique. Et dans ce numérotage

on a (de façon immédiate) : 1

PROPOSITION 4.8 - S’il existe en dimension p un système d’inva-
riants d’homéomorphie qui soit complet et récursif, alors C Hmp
est récursivement énumérable.
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6 - Considérons un ensemble E muni d’une part d’une oertaine structu-

re~ et d’autre part d’un numérotage canonique (associé à la structu-
re considérée). Il arrive parfois qt.e la récursivité sur E [ c’est-

à-dire par exemple l’ensemble des éléments de qui sont ré-
cursivement énumérables dans le numérotage canonique ] puisse se dé-
finir direotement, en ne faisant appel qu’à des opérations [portant
par exemple sur les éléments de qui ont une signification
intrinsèque simple relativement à la struoture oonsidérée.

On a entre autres le résultat suivante qui est intéressant en lui-
même et dont nous verrons par ailleurs une application très importantes

Soit E le sous-ensemble de ZZ constitué par toutes les fonc-
tions à support fini (c’est-à-dire prenant la valeur 0 en dehors

d’ un sous-ensemble f ini de Z ).
On définit sur E un numérotage canonique (unique et bien déter-

miné ) . Par abus de langage, nous désignerons par (R E)(1) l’ e.nsem-

ble des éléments de ~ (~) qui sont récursivement énumérables dans
le numérotage canonique.

Pour chaque i e (1, 2, 3, ~~ , considérons l’élément 0. de zl ainsi
défini :

Pour chaque j ~ ~ 1, 2 ~ , , soit A_j i le. sous-ensemble ainsi défini:

Pour § E E , m E IN -{0} , p ~  , considérons l’élément 03BEp de OE
m

ainsi défini :
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Pour X le 1~2,3~J~~ ~ j e 1~2.~ ~ m ~0~ ~ posons :

Soit enfin 0~~ ~ l’élément identiquement nul de B ~ et soit S

le sous-ensemble de B ainsi défini :

Nous désignerons par (Xig) le plus petit sous-ensemble de B (È) qui

contient ( 0 ~ ~ ~ ) et S et e st clos pour U , fl , les e . , le s W ., i J
et lex Y~ .

[ THÉORÈME 4.I (HIGMAN) - (xig) Ot- (m) (1) . ]
L ’inclusion (Hig) C (RE) ~~ ~ s ’obtient trivialement par la filière

de Church. Pour l’inclusion inverse, le principe général de la démons-
tration est analogue à celui employé pour le Th, I .17 .
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§ 5 - PROBLÈMES ET PROCÉDÉS GÉNÉRAUX

5.1 - Appelons (pour abréger) questionnaire tout ensemble (Q) ~ fini ou
infini, dont les éléments sont des triplets (A~ ~ ~ X) où A est

un numérotage sur A et X un sous-ensemble de 1 . n peut arri-

ver que A et ,~ soient les mêmes pour tous les éléments de (Q) ~
voire que (Q) soit réduit à un aeul élément.

Un questionnaire (Q) sera dit déoidable si, quel que soit l’élé-

ment (g~ ~ j X) de (Q) ~ X ee,t réoB1.rsif dans A .

Appelons questionnaire fondamental, et désignons par (Qo) , l ’en-

semble de tous les triplets X) où n est le numérotage

canonique (identique) sur Il et X un élément quelconque de

(8E) ( 1 ) . le Th, 1.I donne:

1 PROPOSITION 5.1 - (Qo> n’est pas décidable. J
5.2 - Un "théorème de non-décidabilité" (relatif à un questionnaire donné)

est donc un énoncé de la forme générale :

[ Dans telle famille d’ensembles, il existe un élément non-récursi.f]
un cas partioulier de cette forme étant?

[ Tel ensemble n’est pas récursif* ]
En fait, dans tous les exemples que nous examinerons, la forme

générale se ramène à la forme particulière, car on peut chaque fois

exhiber explicitement (par son "schéma de définition") un élément

non-récursif particulier de la famille considérée.

Dans le langage courant, on qualifie souvent d’ "indécidable"

toute formule (ou "propositi.on", ou "énoncé formel") F telle que

ni F ni sa négation ne soient démontrables dans une théorie formel-

le donnée (cf. § 8). n s’agit .là, non pas de’non-décidabilité (au
sens que nous avons défini;, mais de non-démonstrab11ité. Bien que

teohniquement reliées (cf. ~ 8), ces deux notions sont néanmoins es-

sentiellement différentes.

5.3 - Soient A et B deux ensembles dénombrables, munis respectivement
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des numérotag~es ~ et ~ . Soient X et X’ deux sous-ensembles

de A, Y et Y’ deux sous-ensembles de 2 . Le oouple (X, X’ )
sera dit biréductible à (Y, yt) dans ( A ; B ) s’il existe une

application ~ de A dans B qui Boit ré ours ive dans ( ~ ; ~ )
et telle qu’on ait: ~ (X) C Y et ~ (~’ ~) C Y’.

Nous dirons que X est réductible à Y dans ( A ; B ) si

(X , est biréductible à (1, C BY) dans ( ~ ; ~ ) .

On obtient immédiatement les résultats suivants (où nous soua-en.-
tendons les mots A ", "dans B ", 

PROPOSITION 5.2 - Si Y est récursif [resp. récursivement énuméra- 

]ble J et si X est réductible à Y 9 alors X est réoursif [ resp;
réoursivement énumérable ] .

PROPOSITION 5.3 - Si (Y , Y’ ) est séparable, et si X’ ) est "1[biréductible à (Y , Y’ ) , alors (X, X’ ) est séparable (cf. 1. 11).]
Indiquons d’autre part, à titre d’exemple, que la Prop. 4.4 ci-

dessus est une conséquence immédiate du résultat suivant:

PROPOSITION 5.4 - Si A est fini ei; si C A/D est plongeable dans
D est réductible à D’ dans tout couple ( ~ ,~ ~’ )

où ~ est le numérotage canonique sur G A et l’ le numérotage
sur ~A’ canoniquement associé à un numérotage quelconque sur A~ .

5.4 - (Q) et (R) étant des questionnaires, nous dirons que (Q) est

réductible à (R) si, pour tout élément (A , A , X) de (Q), il

existe un élément ~~3 ; ~ ~ Y) de (R) tel que X soit réductible

à Y dans ( ~ ~ ~ ) .

[ PROPOSITION 5.5 - La réductibilité est réflexive et transitive, j
r PROPOSITION 5.6 - Si (Q) est réductible à (R) et si (R) est dé- 1[ oidable, alors (Q) est déoidable. j

Dans les paragraphes précédents et suivants, nous indiquons (ex-
plicitement ou implicitement) un certain nombre de méthodes et de
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résultats concernant la réductibilité entre divers questionnaires

particuliers. Un cas particulier de réductibilité (dont nous avons
vu des exemples non triviaux) est celui où les deux questionnaires
considérés se révèlent identiques,»

5.5 - Les théorèmes de non-décidabilité s’obtiennent en chaîne à partir de
la Prop. 5.1 en utilisant la Prop. 5.6.

Pour passer de la non-décidabilité du questionnaire ~Q~) à cel-

le du questionnaire (Qi+~ ) ~ on prouve que est réductible à

( Qi+1 ) en définissant une fonction (ou une famille de fonctions) E

dont le caractère effectivement oalculable nanifeste, et en

démontrant des équivalences de la forme

il suffit ensuite (on se donne d’ailleurs rarement la peine dtexpli-
oiter cette dernière étape ) de transformer, par la filière de Church,
l’effectivité intuitive l er~ une récursivité démontrée. o

Le passage de (Qo) à (~~ } est réalisé:

dans le cas du. § 6 par le 
dans le cas du § 7 le Th. 4.t ,

dans le cas du § 8 par le o

Les Th. 1 .IV, 4.1 et 8.IV (ainsi, bien entendu, que le Th. 1.1 qui
sert de point de dé part ) nécessitent une oertaine connaissance -
d’ailleurs assez sommaire - de la théorie des fonctions récursives.

Pour les autres réductions [ passage de (Q,) à ~Q~*~ } pour

i ~ 1 ~ , on constate que la définition des fonctions E utilisées

et la démonstration des équivalences (1) s’effectuent par des procé-
dés qui uniquement des domaines mathématiques (théorie des

groupes, etc... ) correspondant aux questionnaires considérés; en par-
ticulier, les Lemmes 7.A et 7.B, ainsi que la définition de la .fone-

tion-test du Lemme 7.C et cell e de la fonction ma.rkovienne du 

ne font appel à aucune notion relevant de la récursivité, et de même
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pour la Prop. 8.1 (base du Lemme 8.A). Et cette indépendance à
l’égard de la récursivité est valable a fortiori pour des démonstra-
tions comme celle de la Prop. 7.8 à partir du Th. 7.V.

5.6 - Les recherches concernant la non-décidabilité offrent souvent des

"sous-produits" qu’on peut considérer comme aussi intéressants (voire
plus) que les résultats de non-décidabilité eu.x-mêmes.

Ainsi, dans le Th. ’j.ïl, la récursivité intervient pour formuler

la solut ion d’un problème (udans quels cas un groupe à nombre fini
de générateurs est-il plongeable dans un groupe finiment présenta-
ble ?" ) dont l’énoncé ne fait appel à aucune notion récursive. De
même pour le Th. 8.Il..

Ainsi encore, lorsqu’on applique le Th. 7.IV à des groupes parti-
culiers, la récursivité intervient comme outil pour démontrer un ré-
sultat ("tel groupe est plongeable dans un groupe finiment présenta-
ble" ) où ne figure aucune notion récursive. De même lorsqu’on appli-
que le 8.VI à des théories formelles particulières « De même en-,

core pour 1a Prop. 6.1.

5.7 - On remarquera l’analogie ent.re :

la Prop. 4,2 et la Prop. 8.b,
la Prop. 4.4 et la Prop. 8.9,
la Prop. 4. 5 et la Prop. 8.8,
la Prop. 7.4 et la Prop. 8.10,
le Th. 7.11 et le Th. 

le Th. 7.IV et le Th. 8.III,

et aussi, dans une morndre mesure, entre:

la Prop. 7.3 et le Th. ~. ~~,
le Th. 7.III et le 8.v,
le Lemme 7.C. et la conjonction des Lemmes 8.A et 8.BJ
le Th. ?.V et le Th. 8.VII .
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§ 6 - PROBLÈMES ET THÉORÈMES DE NON-DÉCIDABILITÉ EN ARITHMÉTIQUE

6.1 - Le "dixième problème de Hilbert" peut s’énonoer ainsi (cf. 4.2) :
[IH est-il récursif ? ]

On obtiendrait une réponse -négative- à ce problème si on pouvait
démontrer l’hypothèse suivante (cf. 2.1) :

[Tout ensemble récursivement énumérable est diophantien. J
Pour essayer de démontrer cette hypothèse, les méthodes actuelle-

ment utilisées reposent (en gros) sur le principe suivant:
Puisque, diaprés le Th. 1.IV, on a (RE) = (G) , chaque élément de

(RE) est définissable par un certain "schéma" qui exprime comment

oet élément est obtenu à partir de 1, +, x en utilisant

U ~  
On peut donc chercher à construire une suite finie

(Go),...,(Gn) de sous-ensembles de (G) , avec (0) = (G) et

(Gn) - la famille des ensembles diophantiens, chaque corres-

pondant à un certain ensemble plus ou moins restreint de schémas~ et

cela de telle façon que (Gi) soif réductible à (ai+1 ) pour cha-

que i.

6.2 - La méthode ci-dessus définie n’a pas jusqu’à présent abouti au ré-

sultat désiré. Mais le processus de réduction a été poussé suffisam-

ment loin pour obtenir un certain nombre de théorèmes de non-décida-

bilité~ tels le suivant:

Soit H1 le sous-ensemble de P constitué par les polynômes dont
la valeur décrit 3 tout ent.~ er lorsque les arguments décrivent Z ;
autrement dit :

[THÉORÈME 6 . n’est t pas récursif. J
D’autre part. du T~. lui-même on déduit sana difficulté cer-

tains résultats amusants, comme le suivant:
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PROPOSITION 6.1 (DAVIS) - Pour chaque p» 1 , il existe un sous-en-

semble diophantien de dont le complémentaire n ’est pas diophan-

tien. Î
Contrairement à ce qui se produit pour les autres théorèmes 

te n o e cités dans cet exposée 9 l’état aotuel des connaissances ne

permet pas d’exhiber explicitement un ensemble diophantien à oomplé-

mentaire non diophantien.
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§ 7 - THÉORÈMES DE NON-DÉCIDABILITÉ EN THÉORIE DES GROUPES

ET EN TOPOLOGIE.

7.1 ~ Considérons le groupe libre à 2 générateurs ~ A , avec A =~ ~ ( a, b j e
Assooions à chaque élément n de Z l’élément

de ~A , et à chaque sous-ensemble X de Z le sous-ensemble

X*. ~ n * ~ ] de ÇA.

On démontre aisément le Lemme suivant (amélioration triviale d’un
résultat analogue dû à HIGMAN) :

LEMME 7.A - Quels que soient XCZ et n 6.Z , )~ X’~~(neX ou n~0), "

[COROLLAIRE - X est réductible ~, ]
(car l’application n ~ n* est manifestement récursive).

De oe Corollaire et du Th. 1.I on déduit immédiatement, à l’aide

de la Prop. e 5.4 : .

[THÉORÈME 7.1 (BRITTON - HIGMAN) - Il existe un groupe à deux généra-
teure qui est récursivement présentable mais non décidable. J

702 - Soit maintenant a un groupe à nombre fini de générateurs, et soit

H un sous-groupe de a . Nous dirons (d’après H1gman) que H est

bénin s’ il existe un groupe finiment présentable K ~ un sous-groupe
à nombre fini de générateurs L de K ~ et un plongement de

a dans K tel que 

Les sous-groupes bénins possèdent un certain nombre de propriétés

intéressantes, et en particulier la suivante:

PROPOSITION 7.1 (HIGMAN) - Si A est fini, et si D est un sous- 

]groupe distingué bénin de ~ A ~ :1 alors ~ A/D est plongeable dans

un groupe finiment présentable.
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On obtient d’autre part trivialement (par la filière de Church) :

PROPOSITION 7.2 - Tout sous-groupe bénin de C A (avec A fini) ]est récursivement énumérable. 
Considérons maintenant le groupe libre à 3 générateurs ~ B, avec

~ a ~ { a, b, c ~ . A chaque ne Z associons l’élément o-n b on

de ~ B , et à chaque élément ~ de ~~ (cf. 4.6) associons les
éléments u et a de ainsi définis:

~Pu,is, à chaque sous-ensemble X de E associons le sous-groupe

Ax de CB engendré par ! j.

LEMME 7.B (HIGMAN) - Si Xe 6 (Hig), alors Ax est t bénin. ~
La démonstration de ce Lemme s ’effectue en prouvant que l’ensemble

de tous les sous-ensembles X de :~E qui sont tels que Ax soit bé-

nin satisfait aux conditions de clôture utilisées dans la définition

de (Hig) (cf. 4.6) .
Du Lemme 7.B, du Th~ 4.I, de la Prop. 7.2 et du fait que la cor-

respondance ~ -t- a est manifestement récursive, on tire immédia-
tement :

PROPOSITION 7.3 - Pour que AX soit bénin, il faut et il suffit que
X soit récursivement énumérable.

De oe dernier résultat on déduit, par une manipulation algébrique
relativement aisée (comparée à celles qui conduisent au Lemme 7.B) :

PROPOSITION (HIGMAN) - Pour qu’un sous-groupe H de ~ A , 

"aveo A fini, soit bénin, il faut et il suffit que H soit récursi-

vement énumérable »

Des Prop. 7.1 et d’une part, et des Prop. 4.4 et 4.5
d’autre part, on tire alors: 

’
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THÉORÈME 7.Il (HIGMAN) - Pour qu’un groupe à nombre fini de généra- 

]teurs soit plongeable dans un groupe finiment présentable, il faut et

il suffit qu’il soit récursivement présentable. Î
Enfin, des Th. 7, I et 7.II et de la Prop. 4.4 on déduit immé-

diatement :

THÉORÈME 7.III (NOVIKOV) - Il existe un groupe finiment présentable ]non décidable. Î
La méthode de démonstration (cf. 1.12) permet d’exhiber explicite-

ment l’un des éléments de Pf (cf. 4.4) dont ce Th. 7.III affirme
l’existence.

7.3 - Par ailleurs, on a le résultat suivant (forme "effective" d’un thé-
orème de Higman - Neuman -. Neuman. concernant les groupes dénombrables):

PROPOSITION 7.4 (HIOMAN) - Tout groupe récursivement présentable 

]peut être plongé dans un groupe récursivement présentable à 2 généra-
teurs. 

Du Th. 7.I1 et de la Prop. 7.4, on tire:

THÉORÈME 7.IV (HIGMAN) - Tout groupe récursivement présentable peut ]être plongé dans un groupe finiment présentable. 
L’intérêt de ce Th. ?.IV vient de ce que, pour beaucou.p de groupes

dénombrables "usuels", le fait d’être récursivement présentable ré-

sulte immédiatement (par la filière de Church) de leur définition.

7.4 - Soit Rab l’ensemble de tous les triplets (A, U, x) où (A , U)
est un élément quelconque de Pf (cf. 4.4) et x un élément quel-

conque de ~ A .

Une application 03C4 de Rab dans Pf sera appelée une fonction-

test si, pour tout (A, U, x) dans Ra b , on a

x c D (A, U~ x) est trivial:

est plongeable dans 03C4(A, U, x) .
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[LEMME 7 oC Il existe une fonction test récursive. ]
Nous dirons qu’un sous-ensemble H de Pf possède la. 

de Rabin s’ il existe deux éléments PO’ P1 de P f tels qu’ on ait,

quel que soit P dans Pf :

plongeable dans ~ P ~ H ; 1

isomorphe à 

[THÉORÈME 7.V (RABIN) - Tout sous-ensemble de Pf qui possède la ]propriété de Rabin est non-récursif. 
Ce Th. j .v est une conséquence quasi-immédiate du Lemme ’j,C et du

Th. 7.III. Soient en effet H, P0, P1 comme ci-dessus; soit 03C4 une

fonction-test récursive ; et soit pl une fonction satisfaisant aux

conditions de la Prop. 4.’j. Soit alors P un élément quelconque de

Pf ; et soit P) --. (P ~ y voit aisément que, pour tout

x e C B , on a

Et par conséquent, si H était récu,rsif, ~ ~ P)] se-

rait décidable pour chaque élément P de Pf . Mais de la Prop. 4.4
il résulte que, si 3 P) ~ est décidable, il en est de

même pour ~P ; tous les groupes finiment présentables serai.ent
donc décidables~ contrairement au 7.III.

7.5 - Un sous-ensemble H de Pf sera dit héréditaire si on a, quels que
soient P et pt dans 

(Pe H et @ P’ plongeable dans @ P’ E H .

Pour chacune des propriété suivantes, l’ensemble des éléments P
de Pf tels que P possède cette propriété est héréditaire:
- être trivial,
- être fini,
- être abélien!
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- être métabélien~
- être localement fini,

.

- être localement infini,
- être périodique,
- être cyclique)
- être un p-groupe,

- être nilpotent,
- être libre (d’après le théorème de Nielsen - Schreier),
- être décidable (d’après la > 5.~).

Du Th. 7.V résulte immédiatement

THÉORÈME 7.VI (RABIN) - Tout sous-ensemble héréditaire de P f non-
vide et différent de Pf est non-récursif. 

Du Th. 7.VI appliqué à la propriété d’être trivial, on tire entre

autres les deux résultats suivants (le premier de façon immédiate, le

second par une réduction algébrique facile) :

PROPOSITION 7.5 Le sous-ensemble

~ ( P ~ P’ ) 1 @ P est isomorphe à }
de Pf 2 n’est t pas récursif. 

PROPOSITION 7.6 (RABIN) - Le sous-ensemble { P | 1 simple} ]de Pf n’est pas récursif . 

Du Th. 7.V on déduit directement, en montrant que les sous-ensembles

considérés possèdent la propriété de Rabin (ce qui revient à cons-
truire un PO adéquat) :

PROPOSITION 7.7 Le sous ensemble 

’{ P | P est un produit libre de groupes finis { Îde Pf n’est pas récursif.

PROPOSITION 78 (STALLINGS) - Soit r une famille non-vide (mais j
par ailleurs quelconque) de variétés de dimension 3. Le sous-ensemble

~ P 1 ( 3 [ t$ P est isomorphe (v) ] 1 !

de Pf n’est pas récursif. _~
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70.7 - Soit Si le sous-ensemble de K constitué par tous les éléments
P P

C tels que (la réalisation de) C soit homéomorphe au simplexe de

dimension p . Une application ç .ie Pf dans K sera ’dite mar-
P --

kovienne si on a, pour tout Pe Pf :

[LEMME 7.D (MARKOV) - Pour chaque p  4 , il existe une application 1markovienne récursive. J

De. oe Lemme et du Th. 7.VI (appliqué à la propriété d’étre tri-

vial ) on tire. immédiatement:

[THÉORÈME 7.VII (MARKOV) - Ibur p  4 , Si n’est pas récursif’ - ]
COROLLAIRE - Pour p  4 , Hmp n’est pas récursif. ]

Du Lemme 7.D et des Prop. 4.6 (Corollaire) et 4.8, résulte:

THÉORÈME 7.VIII RABIN) - En dimension  4 , il n’existe 

laucun système d’invariants d’homéomorphie qui soit à la fois récursif

et complet. j
En fait, la fonction 03C6 construite par Markov est telle que,

lorsque  P es t trivial, et (1’) est homéomorphe par décomposi-
tion simpliciale au simplexe de dimension p. Il en résulte, sans
faire appel à la "Hauptvermutung", que le Th. 7.VII, son Corollaire
et le Th. 7.VIII restent vrais quand on y substitue l’homéomorphie
par décomposition simpliciale à l’homéomorphie ordinaire,
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§ 8 - THÉORÈMES DE NON-DÉCIDABILITÉ EN LOGIQUE.

8.1 - Appelons base de prédicats tout couple (P , R ) où P est un en-

semble non-vide quelconque, a et ~ une application quelconque de P

dans 1I o Chaque élément r de P aéra appelé un prédicat (formel),
et ~ (r) sera appelé le nombre de places de r .

La base ~P~*~ sera dite fins es, fini
A chaque base de prédicats on associe 1m certain ensem-

ble M. (nous n’avons pas besoin de sa définition dont les

élément. sont appelés formules sans variable libre du premier ordre

en A (ce sont des suites finies particulières formées suivant cer-
taines règles à partir d’un oertain ensemble de "symboles" comprenant
entre autres les éléments de P; la plupart des résultats de ce pa-

ragraphe s’étendent d’ailleurs aux "formules d’ordre >1").
Si P est fini ou dénombrable, LA est dénombrable.

On définit d’autre part (soit "syntaxiquement", soit "sémantique-
ment") une certaine application CsA de B(LA) dans lui-même, qui

possède (entre autres) les quatre propriétés suivantes:

(1) X ~ CsA X .

(2 ) Ce A Y C 

(3) CSA °

(4) (~ x e (’3 Y C X ) (Y fini et x e CsA Y) .

Les éléments de CsA X s’appellent les oonséquenoes de X

(dans 

Nous posone ~’A ~. Cs~ ~ .
On définit enfin un certain élément ~ de F(1)LA) et un

certain élément > de ~ (2 ~ (~A~ ~ respectivement appelés négation
et implication (formelles). Nous écrirons "z~ y" au lieu de " 
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On a le résultat suivant (généralement baptisé "théorème de la

déduction’’ ) :

PROPOSITION 8.1 - Pour tout e t tout x on a : 

]~ xe Cs~X~(3~~)(3y~~~y~X)[~~y~>(~.(y~>(y~)~.))eT~ , ~
La propriété (4) ci-dessus se déduit immédiatement de oette Erop.

4.1 .

$,2 .. Nous appellerons théorie (basée sur A ) tout sous-ensemble T de

IL. tel qu’on 

TP. est une théorie particulière, et toute théorie basée sur A

contient ~g . *

Pour chaque théorie T, on posera T~ _ ~ -1 (T~ .
Une théorie T sera dite:

à nombre fini de prédicats si elle eat basée sur ùne base A finie;

consistante (ou "non-contradictoire*) si T f1 j

saturée (ou "complète" ) si T U T "’ _ LA ;
fini ment axiomatisable si elle est basée sur une base A finie et

s’il existe un sous-ensemble U fini de IL. tel’ que T = CsA U .

8.3 - A et B étant des bases quelconques, on définit certaines appli-
cations de IL dans que (pour simplifier) nous appellerons des

traductions. On peut dire (en gros) que ces applications s’obtien-
nent en "traduisant" chaque prédicat à p places de A par une

nformule en B à p variables libres", et en "relativisant" de plus
toutes les variables par une formule en B à 1 variable libre.

Toute, traduction 6 de 1A dans JLg possède (entre autres) les
propriété$ suivantes:

(1 ) 6 ( ~, 

(2) e(x > Y) m 0(x) >0(y) .

(3) C CSB 8 (x) ,

(4) 
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Dans (1) et (2), en toute rigueur, l’égalité devrait être rempla-
o’e par "l’équivalence formelle dans LB "

D’autre part~ les propriétés (3) et {~y se déduisent l’une de
l’autre ai on a (2) .

Un cas particulier de traduction est oelui où on a (P f 03C0 )
et B - (P, , n i ) aveo P C P1 et ~~ prolongeant 

est l’application identicue de LA est alors un sous-

ensemble de dans LB . Dans oe cas, les inolusiona qui figu-
rent en (3) et (4) peuvent être remplacées par des égalités.

Soit T une théorie basée sur A 3 S une théorie basée sur B,
et 9 une traduotion de LA dans Nous dirons que S est

une extension de T ,~x 8 si on a 

CS ] .
Si on a de plus 

e (T~ ) = S ~ ~ G (LA)] , alors S sera dite une exten-

sion conservative (ou "inessentielle") de T par 03B8 .

Si 3 est une extension (non nécessairement conservative) de T
et si S est consistante, alors Test oonsistante.

Une théorie T basée sur A sera dite plongeable dans une théo-
rie S basée sur B s’il existe une traduction 6 de ]LA dans

telle que S soit une extension conservative de T par ~ .

8.5 - Dans oe qui suit, s nous ne considérerons plus que des bases

A = (P , 03C0 ) où P cet fini ou dénombrable. Noua appellerons, par
abus de langage, numérotage sur A tout numérotage P sur P tel

que 03C0 soit récursive dans P

A chaque numérotage sur A an associe canoniquement un oertain

numérotage sur JLA (d’où la notion de "numérotage canonique" lore..

que A est fini).
Quel que soit le numérotage ohoiéi sur A , on a, dans le numéro-

tage sur LA. canoniquement associée les propriétés suivantes:
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PROPOSITION 8.2 w w et > sont ~
PROPOSITION g.3 - TA est récursivement énumérable. ]
1 PROPOSITION 8.4 - Si A ne contient que des prédicats à 0 ou 1 "~[place, alors TA est récursif.

La Prop. 8.2 est triviale (à partir dea définitions ..exactes) .
La Prop. 8.3 est immédiate ai la fonction CsA est définie synta-

xiquement. Si CSA est définie sémantiquement, cette Prop. 8.3 se

déduit d’un lemme de HERBRAND.

La Prop. 8.4 s’obtient aisément 1, partir de certains lemmes con-

cernant les prédicats à 1 plaoe.

D’autre part, de la définition exacte des traduotions on déduirait

aisément:

PROPOSITION 8.5 - Si A est fini. toute traduotion dans TLg
est récursive (dans le numérotage sur oanoniquement associé à )
n’importe quel numérotage sur B) . * i [

Des Prop. 8.1, 8.2, 8.3 d’une part, et d’autre part d’un procédé

(dû à utilisant des "pléonasmes", on tiret

PROPOSITION 8.6 - Pour qu’une théorie T basée sur A soit récursi-

vement énumérable (dans le numérotage aur LA canoniquement associé

à un numérotage donné sur A ), il suffit qu’il existe un sous-ensem-

ble récursivement énumérable U de LA tel Ceg U , et il

faut qu’il existe vn sous-ensemble ré ours if U’ tel que T = Ce. U; .

Une théorie T basée sur A est dite décidable [ resp. récur-
sivement axiomatieable] s’ il existe un numérotage sur A tel que,

dans le numérotage sur LA oanoniquement associée l’ensemble T

soit récursif [ resp. récursivement énumérable ] .
De cette définition et de la hop. 8.2 on déduit que si T eet
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décidable [ resp. récursivement énumérable ] , alors l’ensemble T ~

est lui-aussi récursif récursivement énumérable ~ dans le

numérotage considéré.

De cette remarque et de la on tire:

PROPOSITION 8.7 - Toute théorie récursivement axiomatisable saturée ]est décidable.

D’autre part la Prop. 8.6 (première partie) donne:

PROPOSITION 8.8 - Toute théorie finiment axiomatisable est récursive-

ment axiomatisable j
Et la Prop. 8.5 donne s

PROPOSITION 8.9 - Toute théorie a nombre fini de prédicats qui est l

plongeable dans une théorie décidable [ resp. récursivement axio-

matisable ] est elle-même décidable [ resp. r’our.sivement axioma-

tisable] . .

Enfin, des Prop. 8.1 et 8.2 on déduit:

LEMME 8.A - Si la base A est finie, et s’il existe une théorie lniment axiomatisable non décidable basée sur A ~ alors ~’A n’est

pas récursif. J
8.6 - Une théorie est dite p-unitaire si sa base ne oontient qu’un uni-

que prédicat~ et si ce prédicat est à p places.

diverses méthodes (dont aucune n’est triviale), on peut dé-

montrer :

[THÉORÈME 8.1 (KALMAR) - Toute théorie à base dénombrable est plon- ]geable dans une théorie p-unitaire , pour chaque p  2 .

Ce théorème se laisse "effectiviser" en;

PROPOSITION 8.10 - Pour g ~ 2 ~ y toute théorie récursivement 

[finiment]axiomatisable est plongeable dans une théorie réoursivement

[resp. finiment] axiomatisable p-unitaire .
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On a d’autre part le résultat suivant (dont la démonstration uti-
lise comme point de départ le Lemme 8.B ci-dessous):

THÉORÈME 8.II (KLEENE) - Pour qu’une théorie à nombre fini de prédi-
cats soit récursivement axiomatisable, il faut et il suffit qu’elle
soit plongeable dans une théorie finiment axiomatisable. 

Du Th. 8.II et de la Prop. 8.10 on tire:

THÉORÈME 8.III - Toute théorie récursivement axiomatisable est plon- ]geable dans une théorie finiment axiomatisable. 

8.7 - Une théorie T basée sur A sera dite représentative a’il existe

un numérotage sur A tel que, dans le numérotage sur LA canonique-

ment associé, tout couple de sous-ensembles récursivement énumérables

disjoints de IN soit biréductible à (T, T~ ) (cf. 5.3).
Une théorie T à nombre fini de prédicats sera dite essentielle-

ment non-décidable si elle est consistante et si toute extension con-

sistante (mais pas nécessairement conservative) de Test non-déoi-

dable.

Du Tb. 1.II et des Prop. 5.3 et 8.5~ on déduit:

j PROPOSITION 6.1~ - Toute théorie à nombre fini de prédicats qui est ]représentative et consistante est essentiellement non-décidable. Ô
Soit Ao une base particulière constituée par deux prédicats à

3 places (qui seront "interprétés" comme représentant respectivement
les graphes de l’addition et de la multiplication sur JN ) . On dé-
finit une certaine théorie récursivement axiomatisable T basée

sur Ao (To est parfois appelée "arithmétique de Peano"), et on démontre:

[ THÉORÈME 8.IV ROSSER) - T est représentative. ]
La démonstration de ce théorème s’obtient en "représentant" cha-

que couple (X, X4) de sous-ensembles récursivement énumérables
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disjoints de N par une "formule à 1 variable libre en A â’ x cons-

truite de façon à avoir , pour tcut n s

où n est une "oonstante formelle" canoniquement associée à n , et

où x(n) est l’élément de LA obtenu en "substituant" n à la va-

riable libre de x o

L’outil essentiel pour la construction de x est le Th. 1.IV.

D’autre part, avec des moyens "ensemblistes" très restreints on
démontre sans peine la consistante de T .

Du Th. 8.IV et de la Prop. 8.11 on déduit alors:

[THÉORÈME 8.V (CHURCH) - Toute extension consistante de T 0 (et en 1 
.

particulier TO elle-même) est non-décidable.

Enfin, du The 8.V et de la Prop. 8.7 on tire:

THÉORÈME 8.VI ( GODEL - ROSSER) - Toute extension consistante et ré-
cursivement axiomatisable de T~ (et en particulier T~ elle-même)
est non-saturée . b 

L’intérêt des Th. 8.v et 8.VI provient de ce que la plupart des
théories formelles "usuelles" sont des extensions récursivement axi..-

omatisables (souvent même finiment axiomatisables) de T~ , et. sont

consistantes (du moins on le suppose).

8.8 -- Sur la même base AO que TO ova définit une certaine théorie 

niment axiomatisable T*0 , dont 11’0 est une extension (non conser-

vative). Et on démontre (en raffinant quelque peu la méthode employée
pour le Th. 8.IV)t

LEMME 8.B (MOSTOWSKI - ROBINSON - TARSKI) - T* est représentative.]
à la consistance de T~ elle se démontre immédiatement par
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des moyens purement arithmétiques.

On peut donc renforcer les Th. 8.V et 80VI en y remplaçant T..
par T~ .

Mais alors, en utilisant le Lemme 8.A et la Prop. 8.10, on obtient

le résultat suivant (qui constitue la réciproque de la Prop. 8.4):

’THÉORÈME 8. VII (CHURCH) - Si A contient au moins un prédicat à

plus d’ 1 place, alors ’~~ est non récursif (dans le numérotage sur

associé à un numérotage quelconque sur A ) .

8.9 - Ibur chaque théorie partioulière T satisfaisant aux conditions du

Th. 8.VI (et explicitement donnée par un "schéma de définition" de
l’ensemble de ses axiomes), on peut explicitement exhiber une formu-

’le f qui n’appartient ni à T ni à T ~ . Mais cette formule f

n’offre en général auoun intérêt rtraathématique" intrinsèque.
Tout ce. qu’on peut dire de f , c’ est qu’elle appartient à un

certain sous-ensemble 10 (qu’il est inutile de définir ici) de LA .
0

Or il existe divers sous-ensembles L de LA0 dont les éléments

présentent un certain intérêt intrinsèque. Par exemple les ensembles

L1 et L2 constitués respectivement par les "formalisations dans

TQ" des énoncés ayant respectivement la forme (1 ) et la forme (2)
suivantes:

(1) "tel élément de P appartient à I~ (cf. 6.2)" ,

(2) "pour tel élément (A ., U ~ t x) de Rab (cf. ’~.3)9 x f DU ".

Un sous-ensemble L de LA sera dit génératif (c’est une notion
0

dérivée du concept général de réductibilité ) s’ il existe une applica-
tion ~ de L dans L telle que, pour tout les formu-

les X. ~ ~~ (x) et appartiennent à T .
De cette définition il résulte que, pour tout sous-ensemble géné-

ratif L de , et toute extension récursivement axiomatisable
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consistante T de il existe un élément g de L (explicite-

ment exhibable si la fonction 03B3 qui correspond à L est récursi-

ve et explicitement définie) qui n’appartient ni à T ni à T~ ~
Or les Théorèmes 6.1 et (ou plus également les méthodes

employées pour leur démonstration) conduisent au résultat suivants i

[PROPOSITION 8.12 - Les sous-ensembles particuliers L1 et L2 ci-
dessus définis sont génératifs. j

D’où la construction, pour chaque théorie formelle usuelle, d’une
formule "mathématiquement intéressante" (ou tout au moins "mathéma-
tiquement décente") qui n’est ni démontrable ni réfutable dans cette
théorie.

8.10 - Considérons les théories ... , ’ S, suivantes 1

Ù

s~ = la théorie des ensembles de Zernelo ;
la théorie des ensembles de Zernelo-Fraenkel (ou de Neuman-

Bernays, ou de Bourbaki) ;

93 ss la théorie obtenue en ajoutant à S2 un "axiome des univers"

plus ou moins fort, ou encore un a:ciome affirmant l’existence d’un car-

dinal "fortement inaccessible".

S. est une extension de g (directe-
ment ou moyennant une traduction adéquate). Et on suppose que S j est

non-contradictoire.

Soit s~ la formalisation dans TO de l’énoncé affirmant la non-

contradiction de Sj. On sait que sj (ou sa traduction) n’est pas dé-
montrable dans démontre par contre aisément que sj est démon-

trable dans LO 8.9) : 

PROPOSITION 8.13 - Pour chaque j, il existe un élément de Li 11 ~ 2) ~ qui est démontrable dans 5~~~ , mais non dans Sj. t
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