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, ’
COHOMOLOGIE ET RIGIDITE D'ESPACES COMPACTS LOCALEMENT SYMETRIQUES
par Armand BOREL

Soient X un espace riemannien symétrique & courbure négative (sans composante
euclidienne), G la composante neutre du groupe des isométries de X et I un
sous-groupe de G qui est discret et uniforme (i. e. tel que I'\G soit compact).
On s'intéressera aux espaces de cohomologie H‘p(l" y F) de T , & coefficients
dans l'espace F_ d'une représentation p de dimension finie de G , ou en fait
plus particuliérement 4 la nullité de H1 ¢ , F) . Ces espaces sont intervenus
jusqu'd présent principalement dans trois questions, dont deux seront discutées
dans les § 3 et § 4 et la troisidme mentionnde en 2.5. On suppose p réelle.

Notatieng. - On rappelle que X est homéomorphe & un espace euclidien, que G
est un groupe de Lie semi-simple, de centre réduit & (e) , sans facteur compact
# () , et que X=0G/K, od K est un sous-groupe compact maximal de G . Soient
gs t les algtbres de Ije de G et K , et m le complément orthogenal de ¢t
par rapport & la forme de Killing B(x, y) = Tr(ad x°c ad y) « On a les relations

(1 [f, ﬂct: [f,m]cm, [m,m]ct ’

qui expriment le fait que s : k+mi—k-m (ket, memn estunautomor-
phisme de g (involution de Cartan). On désignera par (XA) (1<A<n=4ding
une base orthonormale de g , par rapport & la forme (positive nen-dégénérée)

B*(x , y) =~ B(x, s(y)) , dont les N =dimm premiers &léments engendrent ¥,
et les n - N derniers engendrent % , et par (wg la base duale de g* » On
identifie g et g* respectivement aux champs de vecteurs et l-formes invariants
4 gauche swr G . La translation & gauche (resp. a droite) définie par un élément
g € G est notde L (resp. Rg) . Les indices i ,j ,k,h vontde 1 & N,
et A de 1 & n.,

1. Les espaces de cohomologie HP( , X y P)

l.le ~1e groupe T opére proprement sur X y et le quotient M =T\X est
compact. I opére librement si et seulement s'il est sans torsion, auquel cas
M est une variété compacte localement symétrique (une forme de Clifford-Klein
compacte de X ). Pour tout ce qui est discuté ici, on se raméne aisément a ce cas
en considérant un sous—groupe distingué d'indice fini sans torsion I''! de T 3
dont l'existence est assurée par un théoreme de Selberg [10].
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A. BOREL

1,2, -~ Soit Ap(X s FP) ou simplement AP 1l'espace des formes différentiel-
les € sur X, & valeurs dans Fp (P=0,1,..) et AKX, F) you A,
la somme directe des AP, On fait opérer G sur AP en associant é g l'ap-—
plication 0 + p(g” ) (6o Lg) . Ces opérations commtent & la différentielle
extérieure et la somme directe des espaces Ap(l" s X, Fp) d'éléments fixes par
[ est un sous-complexe, dont le p-idme espace de cohomologie est noté

e, x s P) (cf. [8]).

Soit ¢ 1la projection de X sur M. Ey associant & tout ouvert U c M 1'es-
pace des sections sur o - (U) du faisceau constant X x FP s on définit sur M
un faisceau 59 « On a alors pour tout p des isomorphismes canoniques

(2 T, F) ¥ P, x,p YuP(m, 5) .

Si T est sans torsion, $p est localement constant; de fibre type Fp , la
premiére égalité résulte de la suite spectrale des rev@tements et de 1tacyclicité
de X , la deuxidme du théoréme de de Rham & coefficients tordus. Le cas général
peut se ramener & celui-la & l'aide du groupe I' de l.1. La premidre galité
résulte aussi du corollaire au théoréme 5.3.1 de [3].

2+ Formes harmoniques.

2.1. - Pour étudier HP(T , FF) » on transporte tout sur T\G , en utilisant

les projections :

6 —L S X = o/K

€) o

1“\2’/ —_ M l/l" \o/K .
On utilisera la méme notation pour un élément de g (resp. g* ) et le champ de
vecteurs (resp. la l-forme) qu'il définit canoniquement sur I\G . Soit
6P ,x,F ) . Pour tout g € G , posons _g (g'l )e(B o n) « On définit
ainsi une p-forme B sur G s Visiblement invariante & gauche par F y d'ol une
p-forme 8° sur T \CG . On vérifie aisément que 9 : 06> 6° estun isomorphisme
de AP(C, X, p) sur l'espace BP(I y P) des p-formes sur I\G , & valeurs

dans FP y qui vérifient

(4) o) 8° = - p(x).0° , i(X).6° =0 (X e %) ,
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COHOMOLOGIE ET RIGIDITE

(oh ©(X) est la transformation infinitésimale associde & X , et i(X) 1Ie
produit intérieur par X )e Une p-forme © sur T \G ser; éerite sous la forme

1 wP

= owI = 9 w ee e
R f')\l,...,xp Mpeesshy ’

ou, par conséquent,

6, =e(x;\1 y see g xxp) s (T= (N, eeey Ap)) ’

est une fonction sur I'\G , & valeurs dans Fp .51 6eB°C ,p) , la deuxitme
égalité de (4) montre que 8; =0 gt I contient un indice >N .

Minissons F_ d'un produit scalaire ( , ) positif non-dégénéré, tel que
p(X) soit antisymétrique (resp. self-adjoint) si X et (resps X em) ce qui
est toujours possible, et T \G de lamdtrique donnde par d32 =2 u?‘ .wA  On défi~
nit alors sur l'espace des p-formes sur [\G , & valeurs dans F, , un produit

scalaire par

(8,0 =% /5 ®; , 6} dv (@ = W' A vee A W) .

On pose bien entendu 6 , 6') =0 si 6 et ©' sont homogenes de degrés dif=-

férents.

) -1
2.2, PROPOSITION [8]. - La différentielle d° = podoyg sur B a un ad-
joint 8° ¢ BB diminuant le degréde 1 .Si 6 €B’( ,p) ,ona

~1
1) (o) ;o= =0 X, +p(x)) 6 .
ilooolp+l u lu iu il’...’iu"..’lp+l ’

) 606y =50e®) -X) ey (313 8°6=0
1 p-1 1 p-1

si p:O.

Tout élément de HP(T , FP) est représenté par une et une seule forme harmonique

(6 eBP(C, p) est harmonique si d° 6 =80 =0, donc si 40 =0 avec
A=a°8%+8°d°,) Pour esquisser la démonstration, nous reprenons les nota-
tions 6, O, 6° de 2.1. La relation (i) provient de 1'égalité

() = ple)eap, (0 , (Keg, ge0

et du fait que,dans 1l'expression usuelle de d'e_(){:.L s oeee s Xy ), les termes
1 +1
ou figurent les crochets [Xi , Xik] sont nuls vu (1) et (4).
J

Soient f , f'' : G =~ Fp des fonctions différentiables. Des formules
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A. BOREL

a1(0) +1(0.a= o) , af = X, £l ,
on déduit que X,)\ f.dv est un,cobord, d'ol, par STOKES,
G £, 0 == (2, % 0 .
On tire alors (ii) de (i) et du fait que p(X) est self-adjoint si X em.
_éupposons I' sans torsion. On montre que

(6, 6') =ce, 01), (6, 0' e AP, x, p)) )

ou (, )M est le produit scalaire associé a la métrique d32 =2z wi.wi ¢ par
suite p envoic formes harmoniques sur formes harmoniques, et la derniére asser—
tion résulte du théoréme de Hodge (& coefficients tordus)s Pour le cas général,
on peut s'appuyer sur [1], ou utiliser l.1. (cfe [8])«

2.3. - Pour simplifier les notations, nous supposons ici- p =1 (et Il-en—
voyons & [8], § 7, pour le cas général). Scient D : B +B% ot D': B+ B°
les opérateurs définis par

. 1
(De)‘,Lj = ){i.ej - xj.ei , DO = =X, xk.ek eB(C,p) .
On vérifie sans grand mal que D et D! sont adjoints 1l'un de 1l'autre et que
2 2 .
(6) (a6 , 8) =<6 , DO) + (D'© , D'6) +
2
(&) €] .
+ Zi,k<p(xk) ei , Gi> + zi,j,k<p([xi y XJ]) 5 i>

Soit Vp = Hom(m ,
posant

@) U, W) =% L (@) ul) e 5 (D ) , v

Fp) . On définit sur Vp une forme quadratique Q(u , v) en

qui, si l'on y remplace u et v par les valeurs de ©® en un point de G,
n'est autre que 1'intégrant du dernier terme de droite de (6)« Si maintenant ©

est harmonique, le premier rembre est nul, d'ou la

2.4+ PROPOSITION. ~ Si la forme quadratique de (7) est positive non-dégéné~
1
rée, alors H (r, P;)) =0.

2.5. Généralisations. — [8] considére en fait les groupes HY(T , X , p)

. %
lorsque T est un sous-groupe discret uniforme d'une extension connexe G gde

G par un grompe-oompget P , et p une représentation réelle ou complexe de G,
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COHOMOLOGIE ET RIGIDITE

Dans [8], on considére aussi le cas o X est un domaine borné symétrique et ou

1'on fait agir G sur Ap(X , F) par 1'intermédiaire d'un facteur d'automorphie
(morphisme de G* x X dans GL(FP) tel que j(g.g' 3% =3j(g , ®.jlg, g'+x)
qui est holomorphe sur X pour tout g€ G . Les espaces HP( , X , §) , BP(M,5)
sont alors bigradués. Dans certains cas, HN’O(F , X, j) s'identifie 2 un espeatccz,7
de formes automorphes ([8], p. 413), ce qui généralise des résultats de EICHLER et

SHIMURA. Voir aussi [9] pour d'autres applicationse

3e Trivialité des déformations de I' et de Mo,

3.1, T}H'EOR?:':PE. ~ Supposons que G ne contienne pag de sous-groupe distingué

de dimension trois. Ajors Hl (r ’ gAd) =0 .

Soit © une forme harmonique, & valeurs dans g vu comme espace de la repré-
sentation adjointe. Elle est somme de deux formes, & valeurs dans f et m res-
pactivement, qui, vu (1) et (5), sont aussi harmoniques. Il suffit donc de faire
voir que 6 =0 lorsque O est & valeurs soit dans ¥ ; soit dans m . Dans le
premier cas, on déduit de (1), (3) que B*([Xi , Gj] , )nk) =0 quels que soient
i,J,k, ce qui montre que 6 est & valeurs dans le centralisateur de m
dans % , mais ce dernier est nul puisque G est effectife Si 6 est & valeurs
dans m , écrivons Bi =z f‘:]L X;] e On voit alors que, en un point ge G,

N, P -X] . ~ -] o —
o4 Ry, est défini par [[xj > 5, 5]= Z; Rippes X » et est donc une com-
posante du tenseur de courbure de X . On montre assez facilement que cette forme
est positive, et est non-dégénérée si g n'a pas d'idéal de dimension trois (cf.

[12]), et 3.1 résulte alors de 2.4.

342+ - Supposons [' sans torsion. Alors, vu (2), it (r, gAd) stidentifie
au premier espace de cohomologic de M, & coefficients dans le faisceau des
germes de champs de vecteurs de Killing, D'aprés la théorie des déformations
(cfs [2], et un article & paraftre de GRIFFITH), la nullité de gt (r, gAd) signi-
fie alors que " M n'a pas de modules", en tant que variété localement symétrique,
c'est-d-dire que toute famille différentieble de formes de Clifford-Klein compac—
tes de X est triviale (en fait, on n'a considéré ici que des quotients I'\X
avec I' ¢ G, mais le cas oo ' est dans le groupe total des isométries de X

s'y raméne aisément).
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A. BOREL

3¢3s - Soient P un groupe de Lie connexe, H un groupe de type fini,
(hi) (1€£4<m un systéme générateur de H , et R 1'ensemble des homomor-
phismes de H dans P . L'ensetble R s'identifie & un sous-espace fermé du
produit p" de m copies de P (voir ci-dessous), d'oh une topologie sur R .
Soit r € R « On dira que toute déformation de r(H) dans P est triviale si
les homomorphismes Int por ¢ H-P (pe€P) forment un voisinage de p dans
R « On a alors

N\
3.4. THEOREME (WEIL [12]). — Soient G* un groupe de Lie connexe semi-simple
de centre fini, sans composante compacte ou de dimension trois, et r'* un sous—

groupe discret uniforme de G* . Alors toute déformation de I'* dans G* est
triviale.

Le groupe adjoint Ad 6" de G* stidentifie au groupe G de plus haut, pour
un choix convenable de X , et l'image [' de r* dans Ad ¢* est un sous-groupe
discret, uniforme. D'autre part, par la suite spectrale des extensions de groupes,
on voit tout de suite que

1 1

H(rygAd)QH(FySAd) .
Come TI* est de type fini [car si C est un ouvert relativement compact de ¢
tel que G* = C.I™ , alors '™ est engendré par I n c.c™t ], 3¢4 résulte de
3.1 et de la proposition suivante :

3¢5. PROPOSITION (WEIL [13]). - Reprenons les notations de 3.3 et soit p 1'al-
gebtre de Lie de P . Si i @ , P,
dans P est triviale.

=0 , alors toute déformation de r (H)

@

Esquisse de démonstration : Soit H' le groupe libre sur hl g oee hm soit

v, (¢ €I) une famille de mots en 2m indétermindes Xl s oee x2m tels que
las conjugués, dans H!' , des éléments de H' obtenus en remplacant, dans les
Vo

morphisme naturel w : H!' - H . Tout mot W, définit de facon évidente un mor-

phisme de ¢® dans G , qui sera noté W . Un homomorphisme =r!' : H' - G est
’ L

caractérisé par le point x = (r! (hi)) de G" , qui est arbitraire. Il se facto-

-1
<ic<g i
X; par h; et X . par h; (1 £1i<m engendrent le noyau de 1'homo-

rise par u si et seulement si x est dans 1l'intersection V des sous-ensembles
W:l (e) (¢ eI) , donc R s'identifie 3 un fermé de G" .

Soit r ¢+ H - G un homomorphisme ; soient Z , Z' les espaces de l-eocycles,
4 valeurs dans P, de H , H' opérant par Ad or et Adoer ou, et B 1lles-
pace des l-cobords de H dans p « En vertu de 1l'identité des cocycles :
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COHOMOLOGIE ET RIGIDITE

z2(xex!) = 2(x) + p(x) (z(x')) , on voit qu'un cocycle z' € Z' est completement
déterminé par les éléwents 3z! (hi) , qui sont arbitraires, et que 2z' représente
(ie e provient par inflation d)uncocycle de H si et seulement si z! (w) =0
(t €I) « Si 1'on explicite convenablement ces conditions, on voit que Z s'iden~
tifie a 1'intersection des noyaux des applications tangentes en (r (hi)) aux
morphismes W‘ . Par ajlleurs z € Z est un cobord si et seulement s'il existe
pep telque z(h) =p - Ad r(b) (p) , et il est nécessaire et suffisant pour
cela que cette condition soit vérifiée pour h =h; , ess , b o Onen déduit
facilement que B est l'image de l'espace P par l'application tangente en e
& p+—(Int p(r(hy)) , ees , Int plr(hy)) « Le fait que 2 =B implique la tri-
vialité des déformations de r(H) dans P résulte alors du lemme élémentaire

suivant [13] :

3.6, LEMME, - Soient U,V , M (¢ € I) des variétés différentiables,
gt UV, q)L : Vo ML des morphismes, tels que xpL ° ¢ soit constant ;

soient

m o= ‘PL ° (p(U) et R = nL q;:l(m") .

Soient a €U, b=g¢(a), B L'image de 1'espace tangent 3 U en a par dp, et
4 1'intersection des noyaux des différentielles en b des morphismes Y L Sup—
posons quc A =B . Ajors, si Vo est un voisinage ouvert suffisamment petit de

b, RnV_  estune sous-variété, contenue dans ¢(U) .

37+ Remarquc. - 3.2. a démontré tout d'abord pour les espaces 4 courbure
constante négative par CALABI (non publié), et 3.4 pour SL(n 4 R) par SELBERG
[10]s Le résultat principal de [12], établi par une généralisation convenable de
la méthode de Calabi, cst essentiellement équivalent & 3.1, qui est démontré ex—
plicitement dans [8], par la méme méthode. 3.4 a été d'abord obtenu en utilisant
[11] et [12]. Depuis, WEIL a remarqué que l'on pouvait remplacer [11] par 3.5
(efe [13]). Ajoutons encore que [11] et [12] démontrent 3.4 dans un cas un peu
plus général : G peut avoir des facteurs non-compacts de dimension 3 , pourvu

que les projections de ™ sur ces facteurs ne soient pas discrétes.

4. Nombres de Betti de M,

4.1, = Op prend ici pour p la représentation triviale de dimension 1 .

Alors

b, = dim K@ , R) = dim HP(M , R)
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est le p-iéme nombre de Betti de M . Le probléme ici est de savoir si, lorsque
G ne contient pas de facteur de dimension trois, on a b, (M =0 (contrairement
4 ce qui se passe lorsque G = PSL(2 , B) et X est le plan de Poincard). Cele
équivaut & : le groupe des commtateurs [l :+T] de T est d'indice fini dans
[ 5 en effet, si I est sans torsion, alors I = 7, (M , done Hy M =r/[r, ],

et on passe de 14 au cas général en utilisant l.l.

Ce probleme a été étudié d'abord dans [6]. A toute algebre de Lie simple non
compacte q , MATSUSHIMA associe une certaine constante A(q) , (par exemple,
A(q) = (dim q ~ dim 5)/4.din s , od 5 est une sous-algtbre compacte maximale,
si s est simple), et considére la forme quadratique H(q) swr Hom(t , t)
(oh q=5+1t estune décomposition de Cartan de q ) obtenue & partir de la
forme Q(u , v) de (7) en remplagant le facteur 1/2 par A(g) » On a alors le

’ \
4+2. THEOREME (MATSUSHIMA [6]). - Supposons que la forme H (q) soit posi-
tive non-dégénéree pour chaque composante simple q de g. Alors b, M =0.

Soit © une forme harmonique de gt (T , 1) , (notations du § 2), Pour montrer
que 6 =0, il suffit de voir quielle est invariante par G , donc que X)\ =0
quels que soient A y 1 « En effet, une forme invariante ;é 0 donnerait 11eu a
un élément non nul de H- (9) , qui est nul comme on sait. En fait, vu que
[m, m] =%, il suffit de voir que X, Bj =0 (i, 3J<N) . Pour cela, on con-
sidere 1'intégrale J sur I'\G de la somme ¢(6) des fonctions
(X X,] Gk —-X X, Sk) +» Envisageons en chaque point de T\G les :f‘:L X GJ
comme les composa.ntes d'un élément u & Hom(m ’ m .« En transforma.nt %, on mon-

tre que J >0 entratne O >./ (W, uw dv ; ob H_  est la somme des H(q)
- ™\ ’ ; g q

H
g
correspondant aux idéaux simples de g , d'eb le théoréme.

4.3. = Il reste a savoir quand H(g) , g simple, est >0 . Cela a lieu
dans les cas suivants : X est un domaine borné, non isomorphe 3 une boule unité
[6], g provient par restriction des scalaires d'une algdbre complexe # s{(2 , 9)
[4] y 8 simple, G non de type G2 ou de type : groupe unitaire d'une forme

d*indice un (sur R, C, H) [5]

4444 ~ Soit Ip(X) l'espacc des p-formes sur X , invariantes par G . Op
sait que
1) =@, t) = 1P/K .

o G est un sous—-groupe compact maximal de la complexification de G ,; et que
ses éléments sont des formes harmoniques. De plus, Ip(X) stidentifie & 1l'ensemble
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COHOMOLOGIE ET RIGIDITE

des éléments de BP(T , 1) invariants par G . On a donc une inclusion canonique
Ip(X) cH#’C , R) , et, come I,(X) =0 , le probléme de 4.l est un cas parti~
culier du suivant étudié dans [7] : quand a-t-on I_(X) = HP(M), ? On a un théordme
analogue & 4.2, ou H(q) est remplacé par la forme H(q)  obtenue en substituant
A(q)/p & A(q dans H(g) « On trouvera dans (5] et [7] des tables de valeurs
de q et p pour lequel H(q)p >0 .
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