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Séminaire BOURBAKI
15e ennde, 1962/63, n° 256  Mgd 1963

ANALYSIS SITUS
par Jean GIRAUD.

Introduction. = On sait que, sur une veriété algébrique, la topologie de Zariski
est trop grossiére pour 1'étude des fibrés, en ce sens que certains, qui devraient
1'8tre pour qu'on puisse les étudier commodément, ne sont pas localement triviaux.
Pour remédier & cet inconvénient, SERRE [4] a introduit la notion de fibrés locam
lement isotriviaux t un systéme fibré (G, p: P -S8) (i. es un S-schéma P
ol un schéma en groupes G opére & gauche en respectant le morphisme p ) est dit
localement isotrivial si, pour tout s € S , il existe un voisinage U de 8 ot
un revBtement dtale R de U tel que 1'image inverse sur R du systéme fibrd
soit triviale, c'est-d~dire isomorphe au produit G x R oi G opére par les trans-
lations & gauche. On voit que cette notion de localisation ne s'exprime pas en
termes de S , mais fait intervenir la catégorie des schémes. D'une maniére géné-
rale, suivant GROTHENDIECK (cf. [1]), on dira que 1l'on s'est donné une topologie
sur une catégorie E (ici la catégorie des schémas) si, pour tout S € Ob(E) ,
on stest donné des familles de morphismes (ri : Ri - S)i eT o ue 1'on appellera
familles couvrantes pour la topologie en question, (dans 1'exemple ci-dessus, elles
sont caractérisées par le fait que chaque Ri est un revBtement étale d'un ouvert
de S , et que la réunion de ces ouverts recouvre S ) de sorte que :

1° o3 (r, 3 Ri "S)ieI est une famille ccuvrante et si f£¢ S?+ S est un
morphisme, les produits fibrés R'i = R, xg S' existent et que la famille

(r.fl : R:'L - S')id soit couvrante,

2° gi (x'i : Ri - S)ieI est une famille couvrante et si, pour tout i eI,

*5)iet, 0t

S, -R ; . 1
18 i)aeAi en est une autre, la famille (r; 830 Si,a

solt couvrantee.

On exprime la premiére de ces propriétés en disant que 1'ensemble des familles
couvrantes est stable par changement de base et la deuxiéme en disaut qu’il est
stable par compositione Les deux sont vérifides dans 1'exemple ci-desause Il_gg_
catégoric munie d'une topologie (en un sens légérement différent qui sera précisé
plus bas) est appelée un site. Un espace topologique Yordinaire" X définit un
site M(X) s dont la catégorie sous-jacente est la catégorie des ouverts de X,
les familles couvrantes étant les recouvrements ouverts. La catégorie des espaces
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topologiques est elle-mdme un site, si 1'on prend pour familles couvrantes les
recouvrements ouverts et aussi les familles réduites & un seul morphisme

p: E-S, o E est un espace étalé sur S (au sens de [2]).

Etant donnée une "catégorie des valeurs® V (dans ce qui suit, ce sera tou=
jours (Ens) ou (Ab) : les ensembles ou les groupes ebéliens), on appelle caté~
gorie des préfaisceaux définis sur E 2a valeurs dens V la catégorie
MEO s V) des foncteurs contravarients définis sur E 3 valeurs dans V o Etant
donnée une topologie sur E , on dira qu'un préfaisceau P est séparé (resps est

un faisceaun) si

(Fel) pour toute famille couvrente (:r,.L : R - S)ieI , L'application

rs PS) - .ﬂ P(Ri)

iel
est un monomorphisme (respe si

(Fe2) 1'application r identifie F(S) au noyau du couple d'applications

® 121 RRy) 3 (i,j)rl—:xxl My B

On n'a aucune peine 3 décalquer la théorie cohomologique des faisceaux (y come-
pris 1'image directe, etcs). Par exemple, la "topologic étale" introduite plus
haut sur la catégorie des schémas conduit & la "cohomologie de Weil" promise par

GROTHENDIECK (pour un commencement d'étude de cette topologie, voir [1])e

1o leg sitess

Nous allons montrer comment on peut remplacer les familles couvrantes par les
cribles, un crible pouvant s'interpréter comme une classe d'équivalence de famil-
les couvrantes, pour la notion analogue & celle de recouvrements équivalents, bien

N4
connue en cohomologie de Cech.

’
DEFINITION lele = Soit E une catégorie ; une sous—catégorie C de E est un
crible si toute fléche de E dont le but appartient 3 C appartient elle-méme

a3

a Co

Un crible est une sous-catégorie pleine, donc est caractérisé par son ensemble
d'objetse Pour qu'une partie de Ob(E) soit 1l'ensemble d*objets d'un crible, il
faut et il suffit qu'elle contienne la source de toute fldche de E dont elle
contient le bute Par exemple, si (G, p: P-S) est un systéme fibré, 1l'en-

semble des changements de base S' -» S qui le rendent trivial est 1'ensemble

d'objets d'un crible de B g I1 est clair que la borne supéricure et inférieure
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de toute famille de cribles (dans 1'ensemble des sous~catégories de E ) existe
et est un erible. On désignera par @(E) 1'cnsemble ordonné des cribles de E .
Soit p: E' 5 E un foncteur, il induit une application f(p) s H(E) - B(E*) ,
CnnC xp E' ; on posera souvent c? = g(p)(c) , On a ()= cPe ot

ob(CP) = p"l(Ob(C)) o En particulier, si £y T +S est une fléche de E, il
lui correspond un foncteur :

(1.1) E/f : E/T -;E/s R (x s X2T) ~~ (fx:X=8) ,

et donc une application en sens inverse sur les cribles, qui sera notée
¢~ cf, CeHEg) 5 ona (0 fye _ cfe ,

Le passage des cribles aux familles couvrantes s'opére de la fagon suivante.
Soit E wune catégorie, et soit R= (r:.L : Ri - S)ieI une femille de fléches de
E ayant mBme bute Soit R 1le crible de E/c dont les objets sont les x ¢ X =S

tels qu'il existe i€ I avec HomS(X R ) #Z% . On dira que R est le crible
de E/S associé 3 R o Soit Pg E° o V un préfaiscean, composant P avec le

foncteur source
S:E'/S-)E, (x: X+8) ~ X ’
puis, avec le foncteur d'inclusion ¢: R - E /s » on trouve un foncteur
PR : RRav R PR= Pos o, dont la limite projective, qui sera notée l:lén P,
-

s'interpréte évidemment comme le noyau du couple d'applications (&) de 1'intro-
ductions Les conditions (Fel) (respe (Fe2)) peuvent donc se traduire en disant que

lo morphisme de restriction

P
(1.2) F(3) ~1im Po s—lim Po s o t = lim P
- - R

est un monomorphisme (respe un isomorphisme) s

De plus, si V= (Ab) et si les produits fibrés qu'on va écrire existent dans
E, on pose, pour tout i = (io, cee y 1) eIml, nel,

1 1
(o)

R, = R, xg see Xg Rin et on considére d'ordinaire le complexe semissimplicial
c*(® , P) , défini par CYR y = T P(Ri) e I1 est facile de voir que son
nel

tel
homologie donne les foncteurs dérivés du foncteur P ~~s Llim P, lesquels seront
R
notés 11m o Ceci montre que la cohomologie d'une famille couvrante peut s'inter-

préter de moniére simple en termes du crible associde

rd
DEFINITION 1e2¢ = Soit E une catégorie et soit, pour tout S € Ob(E) , une
partie non vide J(S) de fA(E /S) s 1. €. un ensemble de cribles, tels que
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(Sel) pour toute fléche f: T S de E s On ait J(s)f c JT) .

On dira que les J(S) définissent une topologie sur E si, de plus

(Se2) V SeOb(E), V Ce f#E S), s'il existe R € J(S) tel que, pour tout
X € Ob(R) , & e J(X) alors C e J(S) ,

(Se3) V Se b(E) , si Ce ;é(E/S) et s'il existe Re J(S) tel que COR,
alors C € J(S) .

The catégorie munie d'une topologie est un sites Ies Re J(S) , S e Ob(E) s

sont sppelés les raffinements de S pour la topologie en questione De ces axio=
mes on déduit 3

(Ste?) V Se (E), V R et R €J(S),ona RnR eJ(S) .
Etant donné un site E , on désigne par
(1.3) i(E) :+ S(E) >@(E) , ouencore i: 50 ,

le foncteur d'inclusion de la catégorie des faisceaux dans la catégorie des prée
faisceaux @ = Eg_g(Eo s V) , la premitre étant définic comme la sous-catégorie
pleine de la seconde dont les objets sont les faisceauxe

5i 1'on se donne, comme dans 1'introduction, un ensemble de familles couvrentes
stable par changement de base, les cribles associds définissent des J(S) qui
vérifient (Sel)s Si, de plus, l'ensemble des familles couvrantes est stable par
composition, on a (Se2)s L'axiome (S.3) ne figure pas dans [1], il est pourtant
utile dans les gpplications, étant antendu qu'il ne change pas la catégorie des

faisceaux en vertu du lemme suivante

IEME le3e¢ = Etant domné un préfaisceau P E° - V s pour tout S e Ob(E) ,
désignons par J(S) 1'ensemble des cribles C de E/S tels que 1'application
P de (1le2) soit un monomorphisme (respe un isomorphisme) et tels que, de plus,
pour toute fldchc de E, f£3: T S, il en soit de mtme de C' (de sorte
que les J(S) wvérifient (Sel))e Alors les J(S) vérifient (Se2) et (Se3).

En vertu de ce lemme, on peut se donner une topologie sur une catégorie B en
se donnant des faisceauxe Par exemple, la topologie la plus fine (celle qui a le
plus de raffinements) pour laquelle les Ffoncteurs représentables sont des fais-
ceaux est appelée topologie canonique de E o On considére généralement une topo=

logie moins fine que la topologie canonique, ce qui permet de connaltre des fais~
ceaux et aussi d'avoir une condition nécessaire pour qu'un foncteur soit repré-
sentablee
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EXEMPIE lede = Soit G un groupe (respe un groupe profini) et soit E 1la caté~
gorie des ensembles (resp. des ensembles finis) oy G opére 3 gauche (resp. con-
tinfment)e Un crible de S est un raffinement s'il contient assez d'objets pour
recouvrir S « La catégorie des faisceaux en groupes abéliens est équivalente &
celle des G-modules (respe G-modules continus)e Les groupes de cohomologie crdi-
naires (resps de TATE) étant les dérivés du foncteur F ~~s F(e) , ol e est
1'objet final de E (ensemble réduit & un seul élément), qui, plus bas, seront

notés H*(e y F) cf. (1.11)0

ﬂiéORﬁlE 1.5. (faisceau associé & un préfaisceau d'cnscmbles ou de groupes abé=
liens)e = Soit E un site. Le foncteur d'inclusion des faisceaux dans les pré=-
faisceaux, 1 : § -+ @ , admet un adjoint,(") noté a , qui commte aux limites induc~
tives quelconques (car c'est un adjoint) et aux limites projectives finies. ILe
foncteur i commute donc aux limites projectives quselconquess

Si V= (Ab) , on sait que @ est une catégorie abélienne qui vérifie (&b 5)
et (Ab 3)* , admet un générateur et donc a suffisamment d'injectifse Il résulte
du théoréme cim~dessus qu'il en est de mBme de § et qu'un faisceau est injectif
s'11 1'est en tant que préfaisceau. Les limites projectives existent dans $ et
se calculent comme dans ® , i. e« en prenant pour tout S € Ob(E) 1la limite pro-
jective des P(S) + Les limites inductives dans § se calculent d'sbord dens ¢ ,
puis on prend le faisceau associé.

La construction de a est bien conmue (voir par exemple [1] ou [3])e Rappelons
que, pour tout S € Ob(E) , et tout préfaisceau P, on pose
(1.4) LP(S) = lim (JERP, P ,

—)

ReJ(S)
qui est une limite inductive filtrante. On construit ainsi un préfaisceau LP ,
qui est séparé et qui est un faisceau si P est séparée On pose aP= LLP ., Si P
est un faisceau, il est clair que LP= P,
En tous cas on a un foncteur :
(1.5) L: ¢ ,

qui commute aux limites projectives finies, car il est construit 2 partir de
limites projectives et de limites inductives filtrantese Si V = (4p) s oOn posera:

(1.6) ¥ =r" L)

3 Ve » 3 . v
en lengage imagé : "on définira la cohomologie de Cech des préfaisceaux comme les

* .
() Clest-a-dire que, pour tout faisceau F et tout préfaisceau P, on a
Hom(aP , F) X Hom(P , iF) .
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dérivés du foncteur L ". On la calcule comme suit !

Pour tout S € Ob(E) , le foncteur vg: P (Ab) , P« P(S), est exacte

S

D'aprés (1.4), on a donc, & cause de (&b 5) s

(1.7) 2(B(S) = m (uw*H .
m®
En posant, pour tout R e J(S) :
(1.8) HR, P) = 1in* P et NH¥S, P) = X¥(P)(s) ,
on trouve 2 -
(19) Hs, = ln R, P, seo@E ,
ReJ()

ce 3111, compte tenu de la remarque qui précéde 1.2, justifie le nom de cohomologie
de Ceche ,

On définit les préfaisceaux de cohomologie d'un faisceau comme les dérivés du
foncteur d'inclusion i: F -~ ¢

(1.10) ®*(F) = R* 1(F) .

Si, pour tout S € Ob(E) , on pose Tg=vgois §- (4v) , I‘S(F) = F(S) ,
on a, puisque Vg est exact @

(1.11) ®*(F)(s) = R Tg(F) ’
que 1'on note H*(S , F) .

Si F est un faisceau, onavuque IF=F, ouencore 1= Lo §, d%u la
suite spectrale reliant la cohomologie de Cech & 1a "vraie", car i transforme

injectifs en injectifs ¢

(1e12) RP (R 1(F)) => R* i(F) , qui s'éerit ,‘gp(xq(F)) => x*(F »
et qui donne, si on lui applique vg ¢

(1413) s, #4F) e=> H(S,F), SecO0bE .

by

Cette derniere suite spectrale provient, par passage & la limite inductive sur
R € J(S) , de celle qui relie la cohomologie d'un raffinement & celle de l'espacse,
laguelle n'est autre que la suite spectrale des foncteurs composés I‘S % 1im o 41,
Seob(E) , Reds); R

(1.14) (R, ¥YF)) => H(S, F) .

Les suites spectrales (1.12) et (1.13) vérifient E;’q-.; 0,si >0, car,
pour tout faiscesu F , les faisceaux associds aux préfaisceaux XHF) sont nuls,
ce qui équivaut a LJeq(F) =0, g >0 Ceci permet de montrer que tout faisceau
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Fy tel que ;cq(F) =0, q>0, est acyclique, 1. ee vérifie }Cq(F) =0, >0
En particulier, si 1‘on appelle flasque (ce n'est pas la notion classique), un
faisceau F tel que, pour tout S e Ob(E) et tout R e J(S) , on ait HY(R,F=0,
q > 0, on voit que tout faisceau flasque est acycliques La réciproque est d'ail-
leurs vraie comme le montre la suite spectrale (1.14). On peut calculer la coho-
mologie & 1'aide de faisceaux flasquese

2. Morphismes de sgites.

Soit £ : E' 4 E un foncteur et soit X' e Ob(E') ,
posons X = f(X') . Soit f/X' 3 E'/X' - E/Z( le foncteur induit par £ sur les

tcatégories d'objets av-desaus de X' et de X M,
(v, VaXt) ~o (£(v) 2 £(V) > £(X*)) .

Soit R' un crible de E! /xt s on notera fR‘ le plus petit crible de E X qui
contienne 1'image de R' par f K et on 1'appellera crible image de R' par

£ . Pour tout préfaisceau P, on a une application de restriction s

(21) lim P -» lim ? .
- th «R!

DEFINITION 2.1 = Soient & et & deux sites et soient E et E! les caté-
gories sous-jacentese Un morphisme f st & - & est un foncteur (en sens inverse)
f: E'- E tel que, pour tout X' € Ob(E') et tout raffinement R' de X' 1le
crible image de R' par f soit un raffirement de X = £(X') et tel que, de plus, pour
tout préfaisceau d'ensembles P, 1'application (2.1) soit une bijection.

Autrement dit "1'image d'un raffinement est un raffinement qui lui est cofinal'.
C'est la définition de [1], oh le langage des cribles remplace celui des familles

couvrantese

EXEMPIE 2.2¢ = Soit f: X - Y une application continue j elle induit un mor—
phisme de sites f: Ouv(X) - Ouv(Y) , défini par le foncteur en sens inverse
£: Oav(Y) » 0uv(X) , U ~o (V) .

DEFINITION 243+ = Un comorphisme de sites f: & - &' est un foncteur (dans
le meme sens) sur les catégories sous-jacentes, f : E - E', tel que, pour tout
X € Ob(E) et tout ragfinement R' de X' = £(X) , le crible image inverse (cf.
(le1)) de R' par £/x Soit un raffinement de X .

EXEMFIE 2440 = Soit f: X -+ Y un morphisme de préschémase Il induit, par
composition avec f, un foncteur f : (Sch Ly (Sch) /1 qui définit un ccmorphismo
de sites (pour la topologie étale par exemple) f 2 (Sch) /7 (Sch) / Ilya
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aussi un morphisme g s (Sch) /5" (Sch) /g » induit par le foncteur changement de
base ¢ g (Sch)/Y - (Sch)/X s Voo Vxy X Mime remarque si on remplace
(Sch) par un site & et si f: X Y est une fldche do E o.le comorphisme
existe toujours, le morphisme n'existe que si les produits fibrés existent dans
E + Le comorphisme présente également 1'avantage de permettre, dans le cas présent,
de construire un foncteur f! qui est 1'adjoint du foncteur f* introduit ci-
aprése

Avant d'étudier les images directes et inverses de faisceaux par un morphisme
et un comorphisme, un lemme pour fixer les notations.

IEMME 245¢ = Soit u s E - E' un foncteure Il induit sur les catégories de
préfaisceaux un foncteur en sens inverse 3

(242) s PP, B oA P o .

Si la catégorie des valeurs est (Ens) ou (Ab) , le foncteur u’ admet un adjoint,
qui sera noté u, et un co=adjoint, qui sera noté u .

Ce fait est bien conmu, rappelons seulement que, pour tout préfaisceau d'en~
sembles P sur E et tout X' € Ob(E') , ona:

(R.3) u, PX') = Hom(hx, ou, P) o hyy = Hom(x , X') o

PROPOSITION 2466 = Soient & et &' deux sites, et soit

1° f3 &-8& unmorphisme défini par f: E' - E . Pour tout faisceau F
supr E, f£°(F) est un faisceau. On définit donc un foncteur imege directe
fot §-35 enimposant i' o f, = £ o1, ot i et i' sont les foncteurs
d'inclusion des faisceaux dans les préfaisceauxe De plus, le foncteur
Fzao £, 04': 3 3 est adjoint du précédent, ( a est le foncteur fais-
ceau associé)e

2° f: &-& un comorphisme défini par f: E » E' « Pour tout faisceau F
sur E, f.(F) est un faisceau, on définit donc un foncteur imege directe
[ 53 enimposant i' o f = o 1. Le foncteur

f*-_-_-aof' oj' s & 45
fournit alors un adjoint du précédente
Ces foncteurs ont les propriétés formelles ordinaires des images directe et

) *
inverse de faisceau : | * commte aux limites projectives quelconques, et T

t 3 .
aux limites inductives quelconques. De plus, dans le cas 2°, " cormute aux

limites projectives finies (donc est exact)s C'est aussi vrai dans le cas 1°, a
condition de supposer que E et E' admettent des objets finaux et des produits
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fibrés finis et que f respecte 1l'objet final et ces produitse Auquel cas on voit
que qui admet un adjoint exact, transforme injectifs en injectifse Dans le
cas 1°, on peut montrer que f* transforme faisceaux flasques en faisceaux
g*-acycliques. Ce qui permet, si f et g sont deux morphismes ou comorphismes,

de composé fg= b}, d'écrire une suite spectrale de leray :

(244) R 5 (R g () => ®%(fg), (F) .

REMARQUE 2.7. = Dans le cas de 1'exemplc R.4, on a un morphisme et un comore
phismee. les images directes et inverses coincidente Flus généralement, soient &
et & doux sites et soient E gE' deux fcncteurs tels que £ soit adjoint
de g e Pour que f induise un %omorphisme fs &8 il faut et il suffit que
g induise un morphisme g: & - &' . Puisque f est adjoint de g, on a
f =g ,etdonc f =g, etdonc = g*s

On calcule avec les morphismes comme avec les applications continuese En parti-
culier, si f: & -+ &' est un morphisme, et si F est un faisceau sur & ,,
désignant par £ : E' + E 1le foncteur qui induit f , on voit que les faisceaux

R4 f*(F) sont les faisceaux associés aux préfaisceaux sur &' ,

X'~ HY£(X') , F) .
On a également une suite spectrale, pour tout X' € Ob(E!') et tout faisceau F
sur & 3

(e5) B, B (M) = 1%e(x") , F) .

3« Appendice.

Soit V un schéma algébrique non singulier sur le corps des complexes G .«
Soit Etg 12 catégorie des schémas étales sur V mmie de la topologie pour
laguelle tcus los morphismes surjectifs sont couvrants. A tout Veschéma
étele U, associons l'ensemble U de ses points i valeurs dans G , muni de sa
topologie ordinaire. Si Etc désiigne la catégorie des espaces étalés (au sens de
[2]) au~dessus de V , on vient de construire un foncteur 3

kil Etg—rEtc, U a~ T
dont il est clair qu'il définit un morphisme de sites s
i E'l;c -+ Etg

N

ol Etc est munie de sa topologie canoniquee
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THE,ZORI‘EZNE 3ele = Soit V un schéma algébrique non singulier sur C « Soit G
un groupe finis Soit G le faisceau simple sur Etc associé & G « L'image directe
f*(a) est le faisceau simple sur Etg associé & G ety de plus, f induit des
isomorphismes s

v, f(0) =V, D, q>0 .
Le second terme désigne la cohomologie au sens de Etc g qui est la cohomologie

ordinaire, le premier la cohomologie de Weil, i. es au sens de Etg .

La démonstration, due & M. ARTIN, a été simplifiée par GROTHENDIECK. Elle repose
suwr le lemme suivant :

IEMME 342+ (Me ARTIN)e ~ Soit V un schéma algébrique non singulier sur un
corps algébrigquement clos. Soit v e V . Il existe un veisinage U de y et un

morphisme élémentaire p: U= Y , ol Y est un schéma algébrique non singulier.

DEFINITION 3.3 = Un morphisme p: U - Y est dit élémentaire s'il existe un
morphisme s ¢ X + Y, simple et propre, dont les fibres soient des courbes irré-
ductibles, complétes et non singuliéres, tel que p soit le morphisme induit par

7 sur le complémentaire d'une multisection étale.

Preuve du lemme. - On peut plonger un voisinage U de v dans un espace pro=-

jectif P de sorte que 1'adhérence T de U soit normale, donc n'ait de singu-
lrités qu'en codimension >2 o Il suffit de projeter P eonvenablement sur un

espace projectif de dimension n-1, n=dimU.

Preuve du théoréme. - On raisonne directement pour q= 0 et gq=1 « Pour

q= 1, on interpréte le premier groupe de cohomologie corme clessifiant les revi-
tements étales de groupe G (GRAUERT-REMMERT).

Pour q >2 , on utilise la suite spectrale de "1'application contimue f " :
(v, R4 (0) = H(V, 0 (cfe (265)) .
I1 suffit de montrer que RZ f*(—é) est nmul pour q >0, ou encore que, pour
tout v € V, il existe un voisinage U de v ct un revétement fini étale U
de U tel que l'image de
T, T -1, 0, q>0 .

soit nulle (Méffagabilité de la cohomologie transcendente"). On raisonne par récur-
rence sur n=dim V . Clest trivial si n= 0, supposons le résultat démontré

pour n* < n . Soit U un voisinage d'Artinde v et p: U -+ Y un morphisme
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élémentaires Le morphisme n¢ X »Y qui induit p est simple et propre, la
fibration est donc localement triviale. Il en résulte qu'il existe un revBtement
étale R de Y tels que les R% —ﬁ*(_d) deviennent constante, oi P ¢ T-T est
1'application continue déduite de p « Leur appliquant 1'hypothése de récurrence,
on voit que la suite spectrale de 1'application 7 donne, en passant & la limite
sur les revBtement R de Y ; des isomorphismes
hx_i;Ho(ﬁ',Rq'ﬁ*@)xljﬂHq(ﬁ,E), R = Rx, U .
R R
D'oy la conclusion pour q > 2 , parce que p est fibré en courbes affines non
singulidres et que la fibration est localement triviale.
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