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Séminaire BOURBAKI
l4e année 1961/62, n° 226 Décembre 1961

AN
UN CONTRE-EXEMPLE DE MIINOR A LA HAUPTVERMUTUNG

par Bernard MORIN

1, La Hauptvermutung.

On dit qu'un polyédre P , c'est-d-dire un espace topologique homéomorphe & la
réalisation géométrique d'un complexe simplicial abstrait K localement fini et
de dimension finie, vérifie la propriété (H) si, quels que soient les complexes

simpliciaux X' et X" dont les réalisations géométriques sont homéomorphes a
P, K' est combinatoirement équivalent & K" . La conjecture fondamentale de la
topologie combinatoire (HauEtvermutung) s'énonce : tout polyédre de dimension fi-
nie vérifie (H) .

Cette conjecture, formilée en 1908 par TIETZE et STEINITZ, a été démontrée pour
les polyédres de dimension X &£ 2 par PAPAKYRIAKOPOULOS [10]s On ne sait rien
pour les dimensions 3 , 4 et 5 o Enfin MIINOR [7] a démontré récemment :

Id by
THEOREME l. - En toute dimension k 2 7, il existe 2 complexes finis K et K
combinatoirement distincts dont les réalisations géométriques sont homéomorphes.

2

Notre but est de reproduire la démonstration de ce théoréme.

En fait, le résultat de MILNOR est beaucoup plus fort puisqu'il construit 2 po-
lyédres compacts P, et P, et qu'il démontre :

ae P, est homéomorphe & P2

be il existe une décomposition gimpliciale Kl de Pl et une décomposition
simpliciale K2 de P‘.2 » telles qu'aucune subdivision cellulaire (en un sens trés
large, cf. § 2) finiede K, ne soit isomorphe & une subdivision cellulaire de
K2 .
On démontre (a) en appliquant le théoréme de Mazur (§ 6) (cfs [5]et [6)) 2 deux es-
paces lenticulaires de dimension 3, L1 et L~ qui ont méme type d'homotopie.
les polyddres P, et P2 sont alors les compactifications d'Alexandroff de
! x R® et 1? x R" respectivement, et sont par suite de dimension k =n + 3 .

La démonstration du théoréme de Mazur telle qu'elle est donnée dans [5] et
esquissée dans [7] ne permet d'affirmer que P, est homéomorphe a P, que pour

k> 8 « Mails MZUR assure qu'il peut gagner une dimension.
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B. MORIN

En vue d'établir (b), on montre, & 1l'aide de la torsion définic par REIDEMEISTER,
FRANZ et de RHAM que des triangulations 61 et 62 de Ll et L2 respectivement,
compatiblesavec les structures différentiables de ces variétés, sont combinatoi-
rement distinctes. Désignant le n-simplexe type par A" et sa frontitre par
') » on définit le complexe K, (resp. K ) , €n ad301gx1ant a % x A
(resp. %, x &Y 1e cbne (au sens sn.mpllclal) de bame §; x nt (resp. G, x 34 o I
Ia réalisation de K (resps de K2) est évidemment homéomorphe a P,

(respe a Pz) o En vue de distinguer combinatoirement les complexes Kl et K2 ’
on étend la notion de torsion définie pour des complexes simpliciaux munis de
systémes & coefficients locaux & des complexes cellulaires d'un type trés général,
muinis de faisceaux localement constantse. Pour définir cette torsion généralisée,

on doit utiliser la cohomologie & supports compacts & coefficients dans un faisceau,
alors que la notion classique de torsion ne faisait intervenir que la théorie de
1thomologie simpliciales De mSme que la torsion de Franz est invariante par subdi-
vision simpliciale, de mSme la torsion de MIINOR est invariante par subdivision

cellulaire au sens général.

REMARQUE, - I1 convient de noter que les polyédres construits ici ne sont pas
des variétés topologiques et que, par suite, il reste raisonnable d'espérer que
toute variété triangulable (ou combinatoire) vérifie (H) + En tout cas MOiSE [8]
1ta montré pour toute variété de dimension £ 3 et SMAIE [11] pour des triangu-
lations de la sphere Sn (nfga,s5) localement semblables a la triangula-
tion ordinaire. Une forme affaiblie de la Hauptvermutung a été démontrée par
GLUCK [3] pour les boules et les sphérese

Rappelons enfin que WHITEHEAD [12] a démontré :

THEOREME 2. - Soit Vn une variété différentiable de dimension n , avec ou
sans bord, & et &' deux triangulations de V , 8] et |Bt] 1es réalisa-
tions géométriques des complexes & ot &' o On suppose que & et &' sont com-
patibles avec la structure différentiable de V_ , c'est-3-dire que les restrictions
3 chaque n~simplexe des homéomorphismes l(;l -+ Vn ’ lt;'l -+ Vn y qui servent &
les définir, sont des applications différentiables de classe G de rang maximum.

Dans ces conditions % et &' sont combinatoirement équivalentes.

Une triangulation © d'une varlete différentiable V qui satisfait & la condi-
tion du théoréme 2 stappelle une C —trn.angu]atlon.
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CONTRE-EXEMPLE A IA HAUPTVERMUTUNG

2+ Complexes cellulairese

DEFINITION l. - Un complexe cellulaire K est un espace topalogique localement
compact (noté aussi K ) d'une suite

eee c Kt EPckc .ce

de sous-espaces fermés vérifiant les axiomes :

(c,) KE=UK%
a
(c,) Kl-f pour tcut g ~1

K -k ost une somm topologique de boules ouvertes de dimension q , @=0) »
(On convient de considérer les points isolés comme des boules de dimension O o)

K4 stappelle le q-squelette de K . Les composantes commexes de L Kq"l
sont les g—cellules de K . On dit qu'une application f Q'un complexe K, dans
un complexe K2 est un isomorphisme, si f est un homéomorphisme des espaces
sous-jacents, et st f applique les q-squeleéttes de Kl sur les squelettes de
K2 pour tout entier q

Un sous—complexe cellnlazire de K est une réunion Kl de cellules de K mnie
des squelettes Kg =K%q K1 pour tout entier q .

Si I(1 et Kz sont deux complexes cellulaires de squelettes respectifs
Kg ’ Kg on appelle complexe-produit de K; et de K, l'espace K, x Kz mmi

des squelettes (K, x Kz)q = U K? x Kg' .
T+sq

Toute g—cellule e de leKz est de 1a forme e x e, ol e est une
r~cellule de Kl,et e, une s-celluls de K2 avee T +S=q e

On dit qu'une application f d'un complaxe cellulaire K' dans un complexn
cellulaire K est une subdivision de K , si f est un homéomorphisme qui appli-
que chaque cellule de K* dans une cellule de X

Toute subdivision f, : K} + K, d'un sous-complexe fermé K, de K définit wne
subdivision K' de K dont les squelsttes K! sont de la farme v £, &Y .

On dit que K est de dimension finje n si K3 =K pour tout g>ne

Larsque K est fini, clest-d-dire lorsqu'il n'a qu'un nowbre fini de cellules,
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B. MORIN

la caractéristique d'Euler-Poincaré x(K) de X est la somme alternée sur q 20
du nombre Bq de g-cellules :

x(® = 2 (-1)9%B .
0 q

EXEMPIE, - L'espace euclidien R® est un complexe cellulaire de dimension n
qui n'a qu'une seule cellule. Tout CW-complexe (donec tout complexe simplicial)
localement fini est un complexe cellulaire.

Cohomologie cellulaire. - Dans la suite, on utilise la théorie de la cohomologie

a supports compacts & valeurs dans un faisceau.

Soient K un complexe cellulaire, © un faisceau localement constant sur X

(c'est-d-dire un systéme de coefficients locaux si K est connexe par arcs), on a $

B2 - ga~! ,6) =0 pour tout 1£q .

Posons ¢

cq(x ; 6) = B3@xd - k3 | 6)

Hq(Kq—]. ’ 6) = @

Hq (6 9 6) )
cer (K3-KT)

On identifie Hq(e , 6) & la fibre type au-dessus d'un point de la cellule e au

moyen d'une orientation de e .

On définit le complexe des cochafnes cellulaires & valeurs dans 6

c*k,6) = @ cx, 6)
a0

en prenant pour opérateur cobord :
53 03K, 6 »ci(x, 6
1 cobord de la paire (K3*' - k¥ 3 -x%hy .,

L'homologie H(C* (K ,6)) s'appelle le cohomologie cellulaire de K a valeurs
dans 6 .
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CONTRE-EXEMPLE A IA HAUPTVERMUTUNG

IEME 1, - Soit XK un complexe cellulaire de dimension finie n . La cohomolo-
gie Hq(K » 6) & supports compacts & valeurs dans un faisceau © localement cons-
tant sur K , est canoniquement isomorphe au gq-iéme groupe de cohomologie cellu-
laire H(CY(K , 6)) de K & valeurs dans 6 .

’
DEMONSTRATION. — Considérons les données spectrales ([2], pe 335, exe 2)
* ~
H(p, o) =H (K%, kP ; 8) ©O<psagn)
définies par la suite
LN C KOC Kl C o0 C Kn LN

des squelettes de K o

les squelettes d'indices négatifs étant vides par définition, ltaxiome SP5 de
[2] est évidemment vérifié. Comme KP est fermé dans K¥ , et que la cohomologie

8

a valeurs dans le faisceau © est prise & supports compacts,
O
E(p,a H xI-xP,6) .

Par suite d‘aprés les définitions précédentes, le terme Ef de la suite spectrale
associde s'identifie aux groupes des coghafnes cellulaires CP(K , 6) de degré
p de K, et la différentielle d, & l'opérateur cobord de C*(K y 6) o Par suite
le terme E_ de cette suite spectrale est isomorphe & la cohomologie HC*(k , ©))
et les différentielles dr sont toutes nulles pour r 22 . Par suite
E = H(C*(K , 6)) + Comme par hypothése K° =@ pour p3>n + 1 , la suite est
faiblement convergente au sens de [2] et lton a ¢

E_XHC X , 6)) .

Or comme 1'image de 1l'homomorphisme

E(p =) +E(-», =) =H (K, 6)

stidentific (comme on le voit par exemple en utilisant la cohomologie de Eech) a

2 Hq(K s 6) , on voit que
a2p

E_=H'(K , 6)

ce qui acheve la démonstration du lemme.
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3e la torsion d'un complexe acyclique.

L4
DEFINITION 2. - Soient A un anneau principal, M un A-moduls libre de di-

mnsion r . On appelle volume dans M un générateuwr v du A-module libre
AT M e dimension 1 (puissance extérieure r—idme de M).

Lorsque =0, v s*'identifie & un §iément inversible de A .
Soit la suite emacte

i 3
) O- M—e—rs M MV O

de A-modules libres de dimension finie r' , r et r* respectivement. On dé-
signe par

e
o0

Lt AGE) o+ ARY
iyt AW > AGR)

oo

les homomorphismes d'algébres extérieures définies par i et j « On dira que la
suite (v! , v, v") de volumes v' v v® dans M , M et M' respectivement
est adaptée & 1a suite (1) si l'on a ¢

v = 1, (v1) AV"

— |}
o Ve K (M vérifie :

5@ =
Ia suite adaptée (v' , v , v") est entiérement déterminée dés qu'on stest

donné deux quelconques de ses éléments.

Soit maintenant le complexe acyclique C = € c? , défini par la suite
-i<gsn

exacte ¢

6 & )
0=ctac® ¢ e — P a0

de A-modules libres C? de dimension finie, et soient vq des volumes dans

c? pour 0 g ne.

-l
Comme A est un anneau principal le sous-module 6(CY™) du module C%
est un module libre. A 1l'aide des suites exactes partielles 3
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CONTRE-EXEMPLE A LA HAUPTVERMUTUNG

(20) 0.6ty -clL80Y)-0 (Ogagsn-1)

on détermine par récurrence descendante pour n—-1>qg> -1 des volumes tq
dans 5(C%Y) en posant t =1, de fagon que les suites (tq RERAE tq) soient
adeptées aux suites (2q) . D'eprés ce qui préceéde, les tq sont déterminés de
facon unique. On dit que les tq sont adaptés aux volumes .vq .

DEFINITION 3. - Soit C= @ €% un complexe acyclique de différentielle &
~igqgn
gredné par des A-modules lihres de dmensim finde c? avec C'I:.O;sodentvq des valumaes

dans chacun des C? (0 < q<mn) ; soient tq (-1 £ q<n) Iles volumes adaptés
aux v, . On appelle torsion du complexe C , relativememt aux volumes Vg ? le
volume t_, dans ¢™ . Ctest un élément inversible @&¢ A qu'on notera 3

t:t(vo,vl,---,vr) .

REMARQUES.

1° Si 1'on ne suppose pas que le complexe C est acyclique, on peut encare,
lorsque A est un corps, définir une torsion, mais elle dépend alors non seule—
ment de volumes v _ dans cd , Mais également de volumes uq dans les espaces
vectoriels dthomologie B dqu complexe C .

2° Le fait que A soit un anneau principal n*est pas essentiel pour parvenir a
1a définition de la torsion d'un complexe.

Si A est un anneau commtatif quelconque on dit qutun A-module M est quasi-
libre de dimension r , s'il existe un A-module libre N de dimension finie n
tel que M@ N soit un module libre de dimension r +n . Si M est quasi-libre
de dimension r , la puissance extériewrs r-iéme, AT M ge M , est litre & un
générateur ce qui permet de définir les volumes dans M.

Dans une suite exacte 0 » M > M > M 5> 0 de A-modules, si M et M' sont
quasi-libres, alars M' est quasi-libree.

A tout complexe acyclique C de différentielle & gradué par des modules
quasi-libres de dimension finie ¢? mmis de volumes vq s on paat donc associer

comme ci-dessus des volumes tq dans 8(c% .
IEME 2. -~ Soit

i J
(3) 0+Ct—2C—=—C" >0
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B. MORIN

une suite exacte de complexes acycliques gradués par des A-modules libres de di~
mension finie €19, c%, c"? respectivement (- 1.<aq< n) tels que

C'—l = C_I = C"—l =0 o

Soient va s Vet va des volumes dans les modules €19 ’ c? N cnd respecs=

q
tivement, pour 0L q& n , de sorte que les suites v('1 vq v::'i soient adaptées
aux suites exactes
14 ,‘]q
0-0% 02 —cr?so0

induites par la suite exacte (3)+ Alors la tersion du complexe C relativement
aux volumes vq est égale au signe prés au produit des torsions des complexes
C! et C" relativement aux volumes vél et vg. respectivement

t(vo » Vl 9y ove Vn) =i‘b(vé ) vi g *ce VI'I) t(Vg [} V}f g vee V{,’l) .

DEMONSTRATION, - Soient tf'l s b et ‘l:'(’1 les volumes adaptés aux volumes

vc'; » Vg et va respectivement (- 1< qg<n) o

Dans le diagramme

0 0 0
v Iq l’ Fq l N
et b € el
N iq L % jq v
0 » Crd » ¢4 cnd + 0
& S &n
-i-q+1 \b -q+1 \L
0 — 6'(C'q) ST U— 6(Cq) ——y O (C"q)-—-—--—-» 0
! | !

0 0 0

on suppose que

(4) by =2 39+ (&) /\’o‘g1 0L qg€n=1)
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CONTRE-EXEMPLE A IA HAUPTVERMUTUNG

ol 'Eg e AS(CY) est tel que

IHE = .
En remarquant que les suites

v 1 " %
(b o Voo %)) s (B0 » VG s %) 5 (V3 5 vy va) s (B 0 Vg s <

sont adaptées aux suites exactes correspondantes extraites du diagramme précédent,
on voit aisément que (4) est encore valable en remplagant q par q =1 ; le
changement de signe éventuel étant déterminé par la parité du produit

dim 5(C'Y) aim s(Ev¥Y) .,

= =t = Sdui =X 41 n i dé
Comme tr'l = tn = tn =1, on en déduit que ., t1, t", ce qui démontre le

lemme.

4. La torsion d'un complexe cellulaire muni d'un faisceau localement constant.

’

DEFINITION 4. - Soit A* 1e groupe multiplicatif des éléments inversibles de
l'anneau A . Soient X un espace topologique, connexe par arcs, & point-base b s
et 6 un faisceau localement constant de A-modules libres de dimension r sur
K.

Soit S(a) 6,7 6, 1'automorphisme de la fibre de 6 au point b défini
par un lacet quelconque représentant 1'élément a € = 1(K s b) ; on appelle homo-

morphisme caractéristique s : nl(K , b) » A¥ du faisceau 6 1'application qui

associe & o le déterminant s() de l'automorphisme S(a) « Lorsque r =1, s

est égal & S , et détermine par conséquent le faisceau 6 .

Volumes distingués dans un complexe de chafnes. - Soit K wun complexe cellulaire

fini de dimension n , connexe par arcs, muni d'un point-base b . On ordonne les
Bq cellules de dimension q de K en une suite e‘il (1€£igB_ , 0€q<£n)

On munit chaque cellule eg._l d'une orientation et d'un point~base bg « Soit cg
un chemin quelconque de K joignant b a b‘i1 « Si 6 est un faisceau localement
constant de A-modules libres de dimension finie r sur K , soit

(m ,m, , .ec , m) une base de la fibre 6, au-dessus dc b . Les cg(nﬁ)
lgig Bq s 1L j< r) forment une base du A-module libre
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¢l , 6) = @ Hl(ed , 6)
KisB
q
les produits cxtérieurs
Vg ® (m, M, 5 ees y mr) =€\j 0(51_(“0')

s'appellent des volumes distingués dans Cl(K 6) sque B = ¢ , on prendra
» q ?
pour volume distingué vq =1 4)

On dira que le faisceau & sur 1'espace topologique K est un faisceau admis~

sible si c'est un faisceau localement constant de A-madules Mbres de dimension finie telqe
Hq(K,s) =0 quel que soit q «

IEME 3. - Soient K un complexe cellulasire fini de dimension n , connexe par
arcs, de point-base b, €6 un faisceau admissible de dimension r sur K y la
torsion 1;(vo PV g eee vn) du complexe C*(K »6) relativement & des volumes
distingués A dans CY(K , 6) est indépendante de 1a base o, g M, yeee , I

T
choisie sur la fibre Gb pour définir les volumes vq .

DEMONSTRATION. - Soient B, W, e , W une autre base de 6, VI les
volumes définis & 1'aide des m'j , et a le déterminant de la base (m'j) sur
la base (mj) « Pour chaque q , v:1 =ad vq s OU Bq est le nombre des cellules
de dimension q e Par suite

t(v’é > '\T]'. g ose v('l) = &X(K) t(vo ) vl 9 oce vn)

oi x(K) désigne la caractéristique d*Euler-Poincaré de K o Or parce que
H*(K »6) =0, il faut que x(B) =0 ou bien que 6 =0 y d7ou le lemme.

REMARQUE. -~ Comme les volumes 2 dépendent de 1'ordre dans lequel on a pris
les cellules en chaque dimension et de 1'orientation choisie sur chacune dl'elles,
ils sont définis au signe prés. D'autre part, si on change les chemins cg s les
produits extérieurs /\ c3(mj) sont miltipliés par un lément arbitraire de
1'homomor phisme carac%féfiztique du faisceau © « Finalement, on voit que les
v (m M, 5 eee mr) sont déterminés & la multiplication par des éléments de
la forme & s{a) prés.
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CONTRE-EXEMPLE A LA HAUPTVERMUTUNG

DEFINITION 5« — Soient K un complexe cellulaire fini connexe par arcs et 6
un faisceau admissible sur K . Soit s : (K, b) » & 1thomomorphisme carac-
téristique du faisceau © en un point be K + On notera A*G) 1e groupe
A/ x (s(ul(K » D))) des éléments inversibles deé A tordus par le faisceau 6 .
On appelle torsion de K relativement au faisceau 6 1'élément t(K ,6) du
groupe A*G) défini per la tersion t(vo y Vi oz vee s vn) e 2* du complexe
C*(X ,6) relativement & des volumes distingués A dans C%(K ,6) « Dtaprés 1a
remarque précédente, cet élément est indépendant des volumes choisis pour le dé-
finire

IEME 4. - Soient K un complexe cellulaire fini, connexe par arcs, & un fais-
ceau admissible sur K , Kl un gous-complexe fermé et connexe par arcs de K,
tel que le sous-complexe K - Kl soit connexe par arcs et que © induise sur
Kl et K~ K1 des faisceaux admissibles encore notés 6 ; relativement aux fais—
ceaux 6 , la torsion t(K ,6) de K est égale au produit des torsions
t(K,,6) de K et t(E-K ,6) de K~-K .

Ce lemme est une conséquence immédiate des lemmes 1 et 2.

THEOREME 3. - Soit K un complexe cellulaire fini connexe par arcs, et © un
faisceau admissible sur K « La tarsion de K relativement &3 © est invariante
par subdivisions finies de K . En d'autres termes, si K est un complexs fini et
f: K+ X unc subdivisionde K, ona t(K,6) =t&, £6)) »

DEMONSTRATION. - On choisit une suite K c K C eo CK =K de sous-complexes
fermés de K de sorte que K = g , et que K,,1 —K; consiste en une cellule
unique (1< 1<r) o Soit I 1'intervalle fermé [0 , 1] considéré comme com-
plexe cellulaire. Soit K! 1e complexe obtenu en subdivisant le sous—complexe
Kx{l} de KxI aumoyende f .

Soit K:'i. le complexe obtenu en subdivisant dans K x {O} u Ki x I 1e sous-
complexe K, x {1} au moyen de la restriction de f . On désignera encore par
6 le faisceau induit de & sur XK' par la projection K x I -+ K ainsi que les
faisceaux induits par © sur les sous—complexes Ki et Kiﬂ - Ki de Kt . On a

E'(K},, - K} ,8) =0

et puisque 6 est trivial sur Ki-!-l - Ki H
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H* (k8

1+1—Ki,6):0 .

De plus
t(K'i+1 - K, 6) = t(KL_l -Ky,4) = t(Ky,, - ki, 3) =1

(o 3 est le faisceau constant défini par l'anneau 2 des entiers rationnels)
car le groupe 27 () de la définition 5 se réduit & 1%élément unités

Dtaprés le lemme 4, on a
t(K:!L , 6) = t(K§,+1 s 6)
et par suite
t(K ,6) =t(K , 6) =4(KL , § =t(kr ,6) .

Soit K;I'- le complexe obtenu en subdivisant dans X x {0} u K, x I 1le sous-com-

i
plexe K x {0} au moyen de f . Pour les mfmes raisons que précédemment, on a

t(®, £6)) = b, 6) = L, 6)

ou K" est isomorphe & K;. par renversement de l'orientation de I « Par suite

T
t(K ,6) =t&, f *©)) ce qui achéve la démonstration du théordme 3.

DEFINITION 6. - Soient V une variété différentiable » compacte connexe avec ou
sans bord, et © un faisceau admissible sur V + On appelle torsion de la va-
riété V relativement & 6 , et l'on note (V , 6) 1la torsion t(|5| , £¥E))
de la réalisation géométrique |G| d'une Cl-triangulation & de V relative-

ment & 1'image réciproque du faisceau © par 1l'application f ¢ |G|+ V qui
définit la triangulation.

N P ez 1 .
Dtaprés les théorémes 2 et 3, t(V , 6) est indépendante de la C -triangula-
tion & qui a servi & la définir. On voit en outre que la torsion d'une variété

différentiahle est invariante par difféomorphisme.

IEMME 5. = Soient K1 et K2 deux complexes cellulaires finis, connexes par
arcse Soit 6 un faisceau admissible sur K1 , on notera également 6 le fais=
ceau induit sur X, x K2 par la projection K1 x K2 -+ Kl ¢ La torsion
t(K, x K, , 6) est égale a t(K, , 6) x(¥2) ou x désigne la caractéristique
d'Euler-Poincaré.
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DEMONSTRATION, - S1 K, se compose d'une cellule unique l'assertion est éviden=-

2
tes Dans le cas général on choisit des sous~-complexes fermés 3

= Kt 1 C oaee t = t _ . Kt i
;6 = KO c K1 c c Kr K2 de sorte que chaque Ki+1 Ki consiste en une seule

cellule. Le lemme se démontre alors par récurrence au moyen du lemme 4.

5« Espaces lenticulairese.

DE'JFINITION 7. = Soit I un sous-groupe cyclique d'ordre p (p entier > 2)
de S0(2n) +tel que tout élément T de I opére sams point fixe sur la sphére
unité SZn-l de 1l'espace euclidian R:Zn » On appelle espace lenticulaire Lp
dtindice p , l'espace quotient Szn-l/r de S2n _y par la relation d*équivalence

définie par ' + L'application canonique s Szn-l - Szn-l/r = Lp est un re-

v8temert universel de Lp .

Les espaces L sont des variétés différentiables, orientées compactes connexes,

de dimension 2n - 1 tels que

= = ] 1< i< -
)] n (Lp) Z N (Lp) 0 pour i<2n-1

P ’
ﬂzn-l (Lp) =2 ]
‘ 2n : Py 2n n
Par un changement de coordonnées sur R™ , on peut en identifiant R a ¢

au moyen de l'application

i 2i-l 2 s 1 2
z- = X +ix:1 l<gign, 27,2 ,...,zn coordomndes de cn’

xl,xz, ,xzn coordornées da E° )

représenter un générateur T de [ sous la forme diagonale

wxl 0
w>‘2
. w = exp(2in/p)
A
0 w r:

oi les Ay (l < 1gn) sont des entiers premiers & p (3 cause des hypothdses
faites sur I' ) définis & un multiple entier de p pres.
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On note "i les images des Ai' dans Zp » et on les appelle les nombres types
de la variété lenticulaire Lp définie au moyen de [ .

REMARQUE, - A chaque élément inversible £ de Z_ on associe le générateur
'1'A de T (o A est un représentant de la clasee £) qui détermine des nom-
bres types £} =it, o De plus, & 1'aide de l'outomarphisme z, -z, (1 £h) ,
5 -»;h définis pour chaque entier h (1< h<n) , on peut, au prix d'un
changement d'arientation, remplacer n'!importe quel nombre type ¢ j pr - l.s.

Enfin comme les zi sont définis & 1'ordre prés, on voit que deux systémes
‘1 y tz y cce zn 9 ti li 9 oce o z; définissent la &m variété lenticulaire
Lp s!'ils vérifient la relation

li=i“§(1) L 1ign)

oi { désigne un élément inversible de Zp et j une permutation quelconque
de 1'intervalle [l , n] »

On considdre dans S les cellules Eq (dim Eq =q) définies comme suit

2n-1
E2k est 1ltonsemble des éléments z e G- , tels que
k k
zk"l =3Pz =220 y @wgsz =0
n —_— kel
Zzizlzl, p 23{<1 (0\<k\<n-.1) .
i=1 i=1

E?Jc+1 est 1'ensemble des éléments z € C° s tels que

zkb]':zk*'z:...:zn:O, 0 < arg z < 2t/p
n ka1l
2z zi.;r:z, Zzi:-{<l O kgLn =-1) .
i=1 i=1

les adhérences des cellules E_ sont des sous-variétés & bard différentizble-
ment plongées dans SZn-l (E'l et E-zk sont des boules 3 bord régulier ; lors-
que q >1 est impair 1la boule E-q est une "lentillem c'est-a-dire que 1*équa—~
teur de son bord présente une "aréte" de dimension q - 2 ) (cfe [1], exposé 1).

Les Tj(Eq) (O$ j€ p=1) forment une subdivision polyédrale de S, , in-
variante par [ , et 1'on a
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k
Q) Oy = Ep) ~Ey
ot WK est un entier tel que Akpk=1 mod p , et
p=l 1J _ ]
dE,, = ji:o Ey1 O<k<n=-1) .

Par suite les images e par n des cellules Eq forment une subdivision po-
lyédrale de Lp(!;1 2y y ooy !,n) qui est ainsi mmie dtune structure de come
plexe cellulaire, et 1'on a
beaﬂl =0
©Oskgn~1)
bez( = pe&_l

e% 1'on voit que
0
H (Lp ,Z) :Hz I(Lp ,Z) =2

-1

V)] H"* (1.p ,2) =0
< ESn-1)
HZk Z) =2 .
@ 2 o
En subdivisant chaque lentille au moyen de son plan équatorial, et en identi-

fiant chaque demi-lentillo au "joint"™ de son ar8te et de son axe, on définit par
récurrence swr k (aprés avoir subdivisé les TJ(EI) en deux segments) une
cl-triangulation de S,y ; invariante par T . On construit ainsi wne subdivision
du complexe cellulaire I.p(t.l 1Ly ey ln) qui est une cl_.triangulation.

Soit

A=Q@)/(L +T + eoe +1:p-1)

ls quotient de 1'anneau des polyn8mes & cosfficients rationnels i une indétermi-
née T par 1'idéal engendré par le polynfme 1 + T + eee+tPlj on peut identi-
fier A au produit d'anneaux I Q(wr) ol Q(wr) est llextension du carps des
rip
rationnels par une racine primitive r-iéme de 1'unité, w, s et ob r parcourt
l'ensenble des entiers positifs qui divisent p «
Soit 6 le faisceau de A~modules libres de dimension ! sur Lp défini par

1'homomorphisme caractéristique
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st 7:1(1:p , eo) + A tel que s =

(ot 1le générateur T de r:l(L , € ) est déterminé par le générateur T do I ).
En chaque dimension q , le cornplexe de cochafnes C (L y 6) nta quiun seul élé-
ment de base eq , et 1ton a d'aprés (6) :

6'9'%_2 = ('c'h‘ - 1) 5, Ol l<xk<n

b les W, sont choisis aomme dans (6))
63&_12(1 + T + o0 +’l:p—l) .é-2k=0 (l\<k\<n—1)

59211_1 =0 .

Le faisceau S est donc admissible sur L (2,1 yly g eee gt ,) dont la torsion

(au sens différentiable nauss:l.p.b:l.en qu'au sens cellulaire) rela.tlvement a4 6 est

1'image dans AG de T (x ~=1) obles p; sont des entiers L pySpm 1)
i=1

dont les images dans Zp sont égales aux inverses des zi .

REMARQUE. ~ Comme tout faisceau admissible 6! de A-modules libres de dimension
1 sur L_ est isomorphe & 6 & un automorphisme de A prés, la torsion
‘l;(Lp(z1 » Ly g een s 2n) , 6') sera représentédans A par un élément de la for-
me

ﬁ ('C—Wi - 1)
i=l

oi p est un entier premier & p

THEOREME 4. - Pour que deux espaces lenticulaires Lp(%l ’ 82 g sev 2'n) ’
Li),(li s By g eee 2n') respectivement de dimension 2n -1 , 2n' =1 et
d'indice p et p' soient combinatoirement équivalents (resps difféomorphes),
il faut et il suffit que n=n', p=p' , et que les nombres types de Lp et
L;). vérifient les relations

2,:ilz! . 1
i 3@ (

ou £ désigne un élément inversible de Zp et j une permztation quelconque de
ltintervalle [1 , n] o

D'aprés la remarque du début de ce paragraphe les conditions du théoréme sont
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suffisantess Pour tous faisceaux 6 et 6' de A-modules libres de dimension 1
admissibles sur L_ et LI'J respectivement, les torsions ‘r.(Lp s 6) et
t(LI!’ s 6') peuvent, d'aprés la remarque précédente, se représenter dans A par
des éléments

n =y, n -ptp! .

Me *-~1) et N 1.1)

i=l i=1
ot p et p' sont premiers d p , et By ly =1 et piit=1 (lgigm .

Si Lp est combinatoirement équivalent (resps difféomorphe) a LI') on peut

choisir p et p!' de fagon que :

n -l n o o=ptul
M *T-1) =2z N *-1)
i=1 =
(v entier premier & p ) ou bien :
T M, n -ty pp
ME =1 *-1)=1 i-l)('c i—l) .

Le théoréme résulte alors immédiatement du lemme suivant ¢

LEMME 6+ - Soient p un nombre entier 22 , z* ltensemble des &léments in-
versibles de Z2_ , et h un entier représentant la classe h s pour tout
*
he Zp e« Soit a : Z;-» Z une application telle que

a(h) = a(~h) pour tout he Z;

ot
2 af) =0 .

rez”
P

Dans le corps des complexes C si, pour toute racine p-idme de 1'unité ¢ dif-

férente de 1 , ona

m @ - t;-ﬁ)a(h) =1

hez*
P

alors a(h) =0 pour tout h .

Nous n'aurons & utiliser le théoréme 4 que lorsque l'entier p est premier.
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Dans ce cas, si 1l'on pose
_a-tho -
ERr- Y
pour une racine p-idme de 1'unité § #1 fixde, on est ramené 3 montrer que

(P2 a,
Tl

e.J:].
3

Rgig p-1/2

=

ou les ay sont entiers, entrafne que tous les a. sont nulse Ceci se déduit
immédiatement d'une formile de XK wmmer (cf. [4], § 120)

THéORﬁPE 5 = Pour que deux espaces lenticulaires
Lp(tl ,1,2 9 vee zn) 9 Ll‘),(li ’ 2:.2 g oo ,l;l)

respectivement de dimension 2n -1, 2n'-~1 et d'indices p et p!' aient mé-
me type d'homotopie, il faut et il suffit que n=n' , p=p' et qu'il existe
un élément inversible £ de Zp tels que les nombres types respectifs de Lp

et LI‘" satisfassent &

n
81 lz see l = ...2 lt z' cos L; .

Dtaprés (5), il faut évidemment que n=n' et p=7p' .

Pour démontrer ce théoréme, on stappuie sur les deux propositions suivantes dont

on trouvera la démonstration dans [9]. Pour une démonstration directe, voir
de RuAM (1),

PROPOSITION 1. - Soient V et V! deux variétés triangulables de mfme dimensim
m , orientablescompactes et connexes ; soit p 1'ordre du groupe =, (V') ; on sup-

pose nq(V') =0 poor 2<qgq<mm~-1.

ae Pour que deux applications continues ffo et fl soient homotopes relative—
ment & des points-bases x, et x; de V et V' respectivement, il faut et il
suffit que fo et f, aient mére degré topologique, et qulelles induisent le
méme homomorphisme

7y () » 7 (V)

be Les applications contimues f : V. V' qui induisent 1'homomorphisme f*

peuvent admettre pour degré tous les entiers de la forme h + !gp keZ) ,ou h

( ) de RHAM (Georges). - Topologie des rotations et espaces lenticulaires; Sémi-
najre de Topologie, Lausanne, 1960/61, exposé m® 1, 6 pages.
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est un entier déterminé par I, OC<hgp-1) &

PROPOSITION 2. ~ Soient V et V! deux variétés triangulables de mfme dimen-
sion m , compactes, orientables et connexes, et soit f une application conti-
nue V- V' induisant un isomorphisme f* des groupes fondamentaux de V et
V! . On suppose en outre que

nq(V) :nq(v‘) =0 pour 2\< q\< m-— 1 -

Dans ces conditions, pour que V ait mfme type d'homotopie que V' , il faut et
il suffit que le degré de f soit identique & *1 mod p , o p désigne 1l'ar-
dre du groupe n; (V) « ‘

En désignant par S, —n—»Lp et S, . LL}'}, les revétements universels
de Lp et de L’.:" respectiverent,

par ' et T' les groupes d'automarphismes de ces rev€tements,

par T et T! les générateurs de I' et I'*t qui déterminent les nombres ty-

sde L etde IL!
g lp 2 P’ 1 2

par z 4 Z° , ees , z° (resp. z! » Z'° 5 ees 5 2™ les coordonnées de C°
relativement & une base sur laquelle I (resp. I'') se diagonalise, on définit
pour chaque entier k (1 <kg p') tel que kp = K'p' une application

T: Szn_l"S; |

par les équations
lz8| = |z
arg z:!L = k'pi )\:!L arg z;

(lgign)

n
Z |n)?= Iz'I2

i=1 i=1

ou les )J sont des entiers représentant les classes 2] , et les Hy des en-~
tiers tels que M, L, =1, Ledegré de T est égal a k' AP Al ...7\' B HLHy sl
son image modulo p' ne dépend que des nombres types de Lp et de LI,3 « Comme

TC) = 5E@) @ e s, )
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on peut définir par passage au quotient une application f Lp-> L;), dont le
degré est donné par la formule

deg(f) deglt) = degln!) deg(®)
puisque fr = n'T , et comme deglt) =p et deg(n') =p* , on a

n-l

deg(f) = kk* AMAL eer M py sy eee .

Lorsque p=p' , ona k=k , et par suite pour que Lp ait mfme type d'ho=
motopie que L;)‘ s il faut et il suffit que

n
kxi)\é.'.)\;lp’lpz...”né:l modp

dtou le théoréme 5.

6¢ Démonstration du théoréme 1 et résultats connexes

THEOREME 6 (MAZUR) « = Soient V, et V, deux variétés différentielles compac=—
tes sans bord, de mfme dimension m , ayant méme type dthomotopie et f @ v+ Y,
une homotopie-équivalence telle que le fibré tangent de V, soit induit par f
du fibré tangent de V2 (ce qui est le cas notamment si Vl et V:2 sont paralle-
lisables) j; alors, pour tout entier n 2 m + 2 , les variétés v, % R® et

V2 x R® sont difféomorphess

Tout revient & montrer qu'il existe une variété différentiable compacte qui

posséde les propriétés suivantes :

1° le bord de VW est la réunion disjointe des variétés Wl = Vl x S

W2 = V2 x Sn—l

2° si on recolle deux ezemplaires W! et W' de W 1le long de W2
(resp. de wl) , le résultat W' U Wr (resp. W! “L’J WM)  est difféomorphe a la

W
2 1
variété W, x I (resp. W, x I) oh I est 1'intervalle-unité.

n-1?

Pour cela on choisit un plongement différentiable
@ Vl -+ V2 - (B‘n

(o™ (B'n est 1la boule ouverte de dimension n ) assez voisin de f , et qui lui

" soit homotope (théordme de Whitney, of. [1]), et on le prolonge en un plongement
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Z;T: le(Bn-’szlB’n

ceci est toujours possible car le fibré normal & 3 (Vl) esttrivials On vérifie

alors, toujours & 1'aide du théoréme de Whitney que

W=V, x 8" -V, x 67)

2

(o 8" est la boule fermée de dimension n ), ce qui vérifie les propriétés 1

et 2 ci-dessus.

LEMME 7. - Si les variétés V, et V, vérifient les hypoth&ses du théoréme 6,
et si n est un entier 2m+ 2, les variétés W, =V, x Sn—l et W,=V, x S
sont J-équivalentes par la variété W ; en d'autres termes W =W, u W2 et

W, et W, sont retractes par déformation de W o

n-1l

n n n —-
my (U % 8%, Vy x € = (7)) =7, 0V, x 8, V, x@" = ¢(V;)) =0
puisque n>3 onha
~ -n
n, (W) Rr (V, x B)
et
nl(Wi)znl(W) pour i=1,2 .
Si 6 est un faisceau localement constant sur W , on a par excision @
* ~ n - ny .
H (W,Wl ’6)~H*(V2"B 9(P(leB) 3 6)

qui cst nul puisque ¢ est une homotopie-équivalences Dlaprés le théoréme de

Whitehead (cfe [13], théoréme 3), W, est rétracte par déformation de W « De plus

1
H O, Wy 5 6) = N0, U, 5 6)

(dualité de Poincaré pour les variétés & bord) donc H*(W , Wz) =0, et W2 est
rétracte par déformation de W , ce qui achéve la démonstration du lemmes

PROPOSITION 3. - Pour tout entier p impair, les variétés lenticulaires Lp
de dimension 3 sont parallélisables.
En effet les obstructions & considérer sont dans les groupes
i
(

L s 7y (505)) = Hi(Lp s 7y (B, 1)) (tgig3)

H
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et ces groupes sont nuls d'aprés les formules (5) (7) et la formule des coeffi-
cients universels.

Ne Be = On sait d'ailleurs que STIEFEL et WHITNEY ont démontré que toute variété
de dimension 3 est parallélisable, par suite la proposition 3 est vraie également
si p est pair.

!
DEMONSTRATION du théoréme 1.

ae Les variétés L,(l , 1) = it et Ly(l , 2 =1°

(théoréme 5) ; comme elles sont parallélisables (proposition 3), les variétés

! « R® ot 17 xR ( > 5) sont difféomorphes (théoréme 6)+ Il sten suit que
les compactifications d'Alexandroff P, , P, de ! x B® et de 1? x R® respec—
tivement, sont homéomorphege

ont méme type d'homotopie

be Soient K, et K, les complexes simpliciaux deflnis au §1, x et X,
les sommets reepectn.fs des cbnes C(L bAn) et c(L x 00 ) les sous-complexes
cellulaires K, - {x} , K, - {xz} n'admettent aucune subdivision cellulaire fi=
nie isomorphe.

En effet come LY est retracte par déformatioh de K - {xl} les faisceaux
localement constants sur L s'identifient aux faisceaux localement constants
sur K, - {x} (1=1,2) .S0it A 1'anneau défini au § 5, comme pour tous
falsceaux 61 ’ 62 de A-modules de dimension 1 admissibles sur Ll et 1?
respectivement, on a t(L »6,) # t(L2 36,) (leme 6), on voit que

b, - {x} ;6) £ 6K, - {x2} »6) car
b, ~ {x} ,6,) = st si)‘t

le signe de l'exposant étant déterminé per la parité de n (lemme 5). Ltaffire
mtion précédente suit alors du théoréme 4. Comme tout homéomorphisme K, -~ K2
applique nécessairement X SW X, il sten suit que les complexes simpliciaux
Kl et K2 n'admettent pas de subdivisions cellulaires fines (et par suite pas
de subdivisions simpliciales) isomorphes. Ceci achéve la démonstration du théoré-

me l.

On a en outre lesrésultats suivants

PROPOSITION 4.

as Les variétés J-équivalentes Ll xS, et L2 x S, ne sont pas difféomor-

4 4
phese.
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5 et I° < B qui ont leurs intérieurs difféo=-

morphes ne sont pas difféomorphes.

L4
DEMONSTRATION, - Comme n, (8 4) =0 , les faisceaux localement constants sur
L* « S4 stidentifient aux faisceaux localement constants sur L~ (i=1, 2) .

En désignant toujours par A 1'anneau du § 5, puisque x(S4) =2 , on a pour
tous faisceaux admissibles 6 19 62 sur L~ x S4 s L x S4 respectivement ¢

1 2
t(L xS, ,6,) £ 4(L° S, 16))

dlaprés les lemmes 5 et 6 ce qui démontre (a).

(b) se démontre comms (a) en remarquant que B est contractile et que

X(@) =1.
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