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Séminaire BOURBAKI
14e annde, 1961/€2, n° 239 Mal 1562

UN THEOREME FONDAMENTAL DE CHERN
EN GEOMETRIE RIEMANNIENNE

par André WEIL

Soit V une variété riemannienne connexs da dimension n o Soit T(M) 1'es-
pace des vecteurs tangents 3 V en M, muni de la. structure euclidienne déter—
minde par la structure riemannienne de V « Si « est un chemin, différentiable
par morceaux, d'origine M et d'extrémité M sur V , le transport paralléle
suivant o détermine un isomorphisme i(a) de T(M) sur T(M') ; si B est
un chemin analogue d'origine M' , on a i(ap) = i(p) o i(a) « L'ensemble des
i(y) , quand on prend pour Yy tous les chemins (différentiables par morceaux)
d'origine et d'extrémité M, forme un sous-groupe H(M) du groupe A(M) des
automorphismes de T(M) s qui s'appelle, ccme on sait, le groupe d'holonomie de
V en Mj; si a est un chemin allant de M 3 M, on a H(M) = aH(M) ot
Soit Mo un point de V ; 1'ensemble des isomorphismes i(a) quand on prend
pour a tous les chemins (différentiables par morceaux) d'origine M forme,
du point de vue ensembliste, un fibré principal PH de base V sur lequel le
groupe H= H(Mo) opére & droitee On peut aussi présenter les choses de la ma-
niére suivante. Soit R, un repére en M , c'est-a~dire une base orthonormale
dans T(Mo) 3 By s'identifie avec 1'ensemble des repéres i(a) Ro qui se dé-
duisent de Ro par transport paralléle suivant un.chemin quelconquee Plus géné-
ralement, soit G un sous-groupe, contenant H , du groupe A= A(Mo) _des auto=
morphismes de T(Mo) 5 l'ensemble des repéres de la forme i(a) gR s 0 g€
et i a est un chemin d'origine Mo s forme, du point de vue ensembliste, un
fibré principal PG de base V et de groupe G o Tous ces fibrés sont sous=
ensembles du fibré PA de tous les repéres en tous les points de V ;3 comme il

est bien connu, PA peut &tre considéré comme fibré principal au sens de la
géométrie différentielle, et le transport parallile détermine une connexion
(dite de Levi-Civita) sur ce fibré ; d'ailleurs, si T(M) est identifiéa R®
au moyen du repeére Ro s A s'identifie au groupe orthogonal O(n , g) .

On supposera désormais que V a un groupe fondsmental dénombrable ; on peut
alors appliquer les résultats de AMBROSE et SINGER [1t] sur 1e groupe d'holonomie
des fibrés principaux munis d'une connexions On en conclut que tout point de
By (respe de H) a, dans P (respe dans A ), un voisinage ouvert U tel
que la composante connexe par arcs de ce point dans U n PH (respe UnH)
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A. WEIL

soit une sous~variété de PH (resps H) 3 cela permet de remplacer, sur PH
(respe H ) s la topologie induite par celle de PA (respe A ) par une topologie
plus fine pour laquelle H devient un groupe de Lie, et PH un fibré principal
de base V et de groupe H au sens de la gdométrie différentielle 3 cela posé,
il résulte immédiatement des définitions que la connexion de Levi~Civita de PA
détermine, d'une maniére unique, une connexion dans Py ¢ I1 en est de mlme si,
au lieu de H et PH s on considére G et Fo s ot G désigne comme plus haut
un sous-groupe de A contenant H, et oi on suppose de plus que G a au plus
une infinité dénombrable de composantes connexes par arcse Dans les applications,
on prend le plus souvent pour G un sous-groupe fermé de A » qui n'a donc qu'un
nombre fini de composantes connexes 3 en ce cas, on peut se dispenser d'appliquer
[1], car P, est alors une sous-variété fermée de Py e

Plagons-nous dans le cas général ; et soit ¢ l'injection canonique de G
(mmni de sa structure de groupe de Lie) dans A = On, R) 3 ¢ est une repré-
sentation continue de G dans A s Mmais n'est pas un isomorphisme topologique
de G sur son image dans A , sauf si celle-ci est fermée dans A e En revanche,
1'epplication tangente & ¢ en e (élément neutre de G ) est un homomorphisme
injectif ¢' de l'algébre de Iie g de G dans 1'algdbre de Lie « de A »
Comue on & identifié A a O(n, R) , a s'identifie & 1'algdbre de Lie des
matrices alterndes (mij)l <i,j<n * Soit (X)\) une base de g j; on posera
¢ (Xh) = (m;\ij) » La connexion de Levi=Civita dans PG est donnée par une forme
différentielle 6 sur Fy » & valeurs dans g, satisfeisant & la formule

(1) o(xg) = g~ dg+ ¢ o(x) ¢ .

Dans (1), le premier membre désigne la forma différentielle vectorielle (3 valeurs
dans g ) sur 1'espace PG x G, image réciproque de © par 1l'application

(x, g » xg de Fox G sur F, e Au second membre de (1), g~ dg désigne la
forme différentielle invariante & gauche swr G, qui, & tout vecteur v tangent
4 G enun point g s fait correspondre le vecteur de g déduit de v par la
translation & gauche g'1 3 g"1 &(x) g désigne le transformé de o(x) par
1'automorphisme de ¢ induit par 1'automorphisme intérieur s - g sg de G ’
et s'éerit aussi Ad(g"l) &(x) , ou Ad(g) est l'image de g dans le groupe
adjoint. Si on dorit 6(x) =% 0Mx) X, , b les €" sont des formes différen-
tielles & valeurs scalaires, (1) s'écrit aussi s

Mxg) = eMe) + X a?‘p(g"l) eH(x)
N
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UN THEOREME FONDAMENTAL DE CHERN

si on a posé Ad(g) = Ila)‘ ()l 5 et si (E,)‘) est la base des formes différentiel-
les invariantes & gauche sur G , duale de la base (X.)\) pour g « Dire que ©
est la connexion de Levi~Civita dans G équivaut & dire que ¢' o 6 est la
connexion de Levi-Civita au sens usuel (dans 1'algébre de Lie du groupe ortho-
gonal)e On écrira ¢'o6 =0 = Heij” , avec eij :%\ m;\ij 6" .

D'autre part, par définition de PG s tout point x de PG détermine un re-
pére R(x) au point M= n(x) de V, projectionde x sur Ve Soit v un
vecteur tangent a PG en x j sa projection n'(v) sur V est un vecteur tan=
gent 3 V en n(x) ; si on désigne par wi(x; v) 1les composantes de n*(v)
par rapport au repére R(x) , les wy (1 £ign) sont des formes différentiel=-
les sur PG + Avec un symbolisme évident, le fait que R(x) est un repére,
c'est-a~dire une base orthonormale de T(m(x)) , s'exprime par la relation
as® = 3 wi , le ds® &tant celui qui définit la structure riemannienne de V

i

De plus, si on pose ¢(g) = HmlJ(g)” s le fait que le repére R(xg) se déduit
du repére R(x) par ¢(g) se traduit par la formule

( -

\2) “’i(Xg) = ?m.]i(g) wj(x)

qui peut s'exprimer aussi en disant que la forme & valeurs vectorielles

w= 2 W ey (o (ei) est la base canonijue de En ) est une forme "tensorielle"
sur PG s appartenant & la représentation ¢ de G « Enfin, le fait que ¢' o 6
est la connexion de Levi~Civita de PA s'exprime, comme il est connu, par la

relation dw= = 6w, c'est-d~dire

(3) dw, = -X@.. W, .
1 PR S
J ~
Cela équivaut & dire que la "différentielle covariante" de la "forme tensorielle"
w, prise au moyen de la connexion © , est nulle. Pour des raisons géométriques
dans lesquelles on n'entrera pas ici, on exprime aussi ce mBme fait en disant

que la comnexion @ est "sans torsion'.

On voit de plus que, dans les conditions ci-dessus, les wy; et les 9’" for-
ment, en chaque point de PG s une base des covectmurs en ce point, de sorte que
toute forme différentielle sur PG (de degré quelconque,, scalaire ou vectorielle)
s'exprime au moyen des wi et des 6 .
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Réciproquement, supposons qu'on parte des donndes suivantes s

a. un groupe de Lie G , d'algébre de Lie g » et une représentation injective
¢ de G dans O(n, R) ;

be une variété V , et un fibré principal PG de base V et de fibre G ;

Ce pour tout x e PG s une base R(x) de 1'espace des vecteurs tangents 3 V
au point n(x) projection de x sur V » de telle sorte que, pour g e G,
R(xg) se déduise de R(x) au moyen de la transformation orthogonale o(g) o

La condition (c) s'exprime encore en disant que, si on définit n formes dif-
férentielles W, sur P, aumoyen des repéres R(x) , exactement comme il a
été expliqué ci-dessus, ces formes satisfont 2 (2) ; on en conclut que 2 h?
est 1'image réciproque par n d'un as® sur V , les bases R(x) é&tant ortho-
normales (donc étant des repéres) pour la structure riemannienne définie sur V
par ce d52 « Il y a alors une connexion de Levi-Civita ©, et une seule, atta-
chée & ce ds? ; par définition, elle satisfait & (3) ; comme ¢ est injective,
il y a donc au plus une connexion 6 dans P (autrement dit, une forme dif-
férentielle sur F, ; & veleurs dans g et satisfaisant & (1)) telle que
©@= ¢' o 9 ; lorsqu'il existe une telle connexion 6 , on dira pour abréger (et
non sans abus de langage) que les données (a), (b), (c) déterminent sur V une
"structure sans torsion, de groupe G M. Il s'ensuit alors aussit®t des défini-
tions que le groupe d'holonomie H du ds2 qu'on a introduit sur V est con~
tenu dans 1'image ¢(G) de G dans le groupe orthogonal j on retrouve donc
exactement la situation décrite plus hauts C'est des données (a), (b), (c), avec
les conditions ci-dessus, que part CHERN dans le mémoire [2] qu'il s'agit d'ex=
poser ici. Un exemple important, que CHERN se proposait précisément de généra-
liser dans ce travail, est fourni par la géométrie Kéhlérienne ; 1li, n= 2m
st pair, G est le groupe "unitaire” 3 m variables complexes, et ¢ est
1l'injection "naturelle" de G dans le groupe orthogonal & 2m variables réelles;
PG est le fibré des repéres au sens de la géométrie hermitienne déterminéde sur
les espaces de vecteurs tangents & V par la structure kdhlériemne de V j &
chacun de ces repéres, on associe d'une manidre évidente un repére au sens de la
géométrie euclidienne dans ces m@mes espaces ; le fait que la "structure de groupe
G " ainsi définie sur V est "sans torsion" est une conséquence & peu prés ime
médiate de le définition d'une structure k3hlérienne.

Toujours suivant CHERN, nous allons maintenant établir les formules fondamenw-
tales dtune "structure de groupe G sans torsion". Tout ' abord, la forme de cour=-
bure de la connexion 6 est définie, comme il est bien connu, par la formule
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UN THEOREME FONDAMENTAL DE CHERN

(4) x=d9+-%[e,e]

oy d8 est la différentielle extérieure au sens usuel ; cette formule signifie
que x est une forme de degré 2, et que, s1 v , v! sont deux vecteurs

tangents a PG en un point x, on a

Wz v, V) =@)(xs v, v) +glox; v, 00x; )]

oy bien entendu [ , ] désigne le crochet dens 1'algébre de Iie g . On sait
que la courbure est une forme tensorielle d' espéce Ad , c'est-d-dire qufon a :

x(xg) = & x(x) g= 2d(g™h) ex(x) .

Si on exprime »x au moyen de la base (XX) de g, et au moyen des générateurs
(wi s e)‘) de 1'algébre extérieure des multicovecteurs en tout point de PG ’

on obtient pour x une expression

1 A
)(:Q-injwi/\wjax.}\ H

A .
le fait que les © ne figurent pas dans cette expression resulte de ce que x
est une "forme tensorielle". De la relation © = ¢' o & résulte alors que la
2 , :
"courbure riemannienne” Q du ds~ donné n'est autre que ¢' o x o On a d'ail-

leurs, avec les notations usuelles de la géométrie riemannienne
2 1
Q= = .
- EC) 2ll): Riakzwk/\wzll ,

ol Ri’k!, est le tenseur de courbure usuel ; la définition de Rijkl, implique
évidemment qu'on a
Rie = = Byamg = = Rigox

De plus, en différentiant (3), et en tenant compte de la définition de Q,

on obtient, comme chacun sait :
Rijk/?, + ij + Rizjk= o] ?

ce qui, joint aux relations précédentes, :implique
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(%) Bk = Basy
Par ailleurs, la relation Q= ¢' o x s'scrit aussi :

A

— J
(6) ) —§ ™ij ke *
’
Ecrivons 1'algébre de Lie a du groupe orthogonal A= O(n, R) , ou autrement
dit 1'espace des matrices alterndes, comm: somme directe de 1'espace ¢'(g) ,
qui est engendré par les matrices (m;»ij) , et d'un espace supplémentaire &
¢'(g) , engendré par des matrices (m"..) ; cela permet d'écrire, d'une maniére

p1y
et d'une seule.t

s M
(7 = Z r niliJ ) F‘J‘i.] .

En substituant ces expressions dans (6), et tenant compte de (5), on obtient :
A
Z"kz”b\ -Z(Z‘M “h'*‘f;(%s W) 53

Comme les matrices alternées (m)‘_u) ’ (m" sont linéairement indépendantes par
hypothése, cela implique qu'on a

(8) = 3 g
kz " ikt ’

= ™ . On a ainsi obtenu une matrice Symé=

S

puis, par comparaison avec (7),
trique (rm) s Ou, pour parler en termes intrinséques, un élément symétrique
2 :r.?"1 @X de ge& g, qui détermine .a courbure sur V au moyen des formules

(6) et (8) ; on a aussi ¢

©) Riju = AZP A i Skt

?
Passons aux formules de différentiation covariante dans PG e En chaque point de
PG s soit (D s X ) la base de l'easpace des vecteurs tangents a PG qui est
duale de la base (mi s O ) de 1l'espace des covecteurs en ce m8me pointe Autre~
ment dit, les Di s X}\ sont les champs de vecteurs sur PG tels qu'on ait,
pour toute fonction f sur P

(10) af = ZD,few, + 2 X £.6" .
i1 A

i
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UN THEOREME FONDAMENTAL DE CHERN

En différentiant et en tenant compte de (3) et (4), on obtient immédiatement les

crochets des champs Di » X?\ 3 en particulier, on a ¢

(11) [Di,D]-—-z- X,\ .

D'ailleurs les champs XA sont, en chaque point du fibré PG y tangents & la
fibre 3 plus précisément, pour tout x € PG s le champ XX s sur la fibre passant
par x , est 1'image, par 1'application g - xg de G sur cette fibre, du
champ de vecteurs invariant & gauche sur 3 qui correspond au vecteur X)\ de
1'algdbre de Lie g de G (c'est pourquoi on 1'a désigné par la mlme lettre).
Quant aux champs D , ce sont ceux qu'on obtient en chaque point x de PG en
relevant, au moyen de la connexion, les n vecteurs en a(x) qui forment le

repére R(x) »

En particulier, soit g - u(g) = (p (g)) une représentation de G j soit
(f ) un tenseur d'espéce M sur P , ce qui veut dire qu'on a

-1
£, (xg) = g-pap(g ) £5(x)

pour x € P, , g€ G . En appliquant (10) aux fonctions £, » et transformant
la formule obtenue par 1'automorphisme x -» xg de PG s on voit que les Di £
sont les composantes d'un tenseur d'espéce ¢ @ p 3 c'est ce qu'on exprime en
disant que les Di s lorsqu'on les applique aux tenseurs sur PG s sont les

"dérivations covariantes'.
Soit meintenant n wune forme différentielle de degré p sur V o On peut
écrire cette forme (ou, si 1l'on tient & s'exprimer exactement, son image réci-

proque par s , image qui se note parfois n o m ) comme suit g

1 T
12 = . LA X ]
( ) n p! 1 N fllOOIi wil A A wi ’
l’c-o,lp P
o (£ ) est un tenseur antisymétrique d'espsce ¢ @ ees ® ¢ o Comme 1'ex-

i esel
P
pression de dn ne peut pas non plus contenir les 6"' s ONna

1
1 = —
(13) n=gp T D £ @ Aeeaw
1 geeeyi 70 1" p o P
o P
\ WA Lyes < 2 . . .
ou la "deérivée covariante Dio fil"'ip 63t un tenseur d'espéce P @ eee ® 9
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(produit tensoriel de p+ 1 facteurs ¢ ) s qui n'est plus antlsymetrique mais
qu'on peut antisymétriser si on y tients D!autre part, le ds =2 w donné sur
V détermine un opérateur =«

'k‘r‘l ‘TZS(ll,oo-,i)f. . W, Asee AW

n 1,000l
ll,oco,ln 1 P lpv)-l in b

o el y eee, in) est 1, -1 ou O suivant que i, , eae, i, est une
permutation paire de 1, «es , n, une permutation impaire de 1 g see , N,
ou contient un indice répété deux fois au moinse Cet opérateur permet de trans—
former les "produits extérieurs" en "produits intérieurs". En particulier, soit
¢ une forme différentielle de degré ! sur V ; 5 elle détermine en tout point
M de V un covecteur &(M) , donc un vecteur X (M) au moyen de 1'isomorphisme
de 1l'espace T(M) des vecteurs tangents & V en M sur son dusl qui est
déterminé par la structure euclidiemne de T(M) ; & définit ainsi un champ de
vecteurs X, sur V . Cola posé, si on rote e(E) 1'opérateur n-+&aAn de
multiplication extérieure par £ , et 1(X ) le produit intérieur {gauche) par
5 s On ay pour toute forme n de degré p sur V:

i) n= (- )" we(g) xn
d'ailleurs, si n est donnée comme ci-dessus, et si & = 2 Fi Wy y on a

(14) e(€) n= —r:F £, . W. A ses AW, ’

lo"tc’lp O 110 oolp 10 lp

(15) i(XE) n

=:I_),.i>:—: $ (X (=P £ peeedy b ened ) W, A eee AW e

il’ooo,l p:l h p—l ll lp-i
On notera que (14) et (15) sont valables pourvu que n soit donnée par (12),

mBme si £, i n'est pas antisymét rique ; il en est de mBme de ( 13).
1...

On sait d'autre part qu'en géométrie riemannienne les opérateurs & , A sont
définis par les formules :

= (- D™ g e, sz +a .
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Le mBume calcul qui domne (15) & partir de (14) donne, si on 1'applique a (13) 3

(16) n

1
=—TZ:: E (Z (- )P . L)W A A ,
P il,'oc’l 1 P—l h i Ouclp 1hlpo-¢lp_1 11 p-l

cette formule étant d'ailleurs valable, de mbme que (13), mlme si filu. 1 n'est

P
pas antisymétrique. On en conclut immédiaternent ¢

(17) - 2 ( + v . ) W, A ose A W
bn = _T il""’lp 11"'1p 1peeeiy i, ip ’
ot 1'on a posé
(18) ¢ . =X ¢f
ilo-olp h h iluotlp ’
(19) £ = 2 [D D] £, . . .
ilo.oi P,h ip 4 h 11‘..lp—1th+1‘..ip

Cette derniére formule peut se transformer a1 moyen de (11) et (8)e D'autre part,

en différentiant la formule qui exprime le caractére tensoriel de f:. veod on
1 L X ]
trouve immédiatement p

X, £ L= 2 om, .
A ilnoolp P,h m}‘vhl 1% 1hJ.p+loooi .

Combinant les résultats obtenus, on trouve

A ) :
(20) fgl...lp = }\i A Y fil...ip .
Le théoréme de Chern qui constitue le résultat principal de [2] va 8tre maintenant
une conséquence facile de (17), (18) et (20). Désignons par E 1'espace En
lorsqu'on y fait opérer G au moyen de la représentation ¢ ; pour chaque p ’
désignons par Ep 1'espace AP E s puissance extérieure peiéme de E , consi-
déré lui aussi comme espace oi opére G . CHERN considére une application linédaire
C de E  dans E_, commutant avec les opérations de G « Il est clair alors

p q

que si f; i ©st un tenseur entisymétrique d'espéce ¢ ® ses® ¢ ( p fois),
1... p
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(Cf)ilu-i est un tenseur antisymétricue d'espéce P @ eee @ ¥ ( q fois),

de sorte qu'a toute forme n de degré p sur V on peut, au moyen de C,

faire correspondre la forme donnée par

Cn = —r:___. (Cf)l veed wil A see AU
.11’ noo,lq q q
lorsque fi veed est le tenseur antisymétrique qui apparalt dans 1'expression
l e p

(12) de n « On peut écrire, d'ailleurs :

(cf), =2 ¢, A
o0 . . '..i LN ] o8 ’
i i Jl""’Jp 41 q’jl Jp I Jp

ou les sont des coefficients constants ; le fait que C com=

ci]'.l'i ’jl..'j

est un
oo.i ,jlooojp

tenseur d'espéce ¢ ® see ® ¢ ( D+ q fois), 2 coefflclents constants ; ses

mute avec les operatlons de G .équivaut & dire que ¢y

dérivées covariantes sont donc nulles, ce qui implique que 1'opérateur C com~
mute avec la dérivation covariante, donc aussi avec 1'opérateur 2 Uﬁ qui appa=—
rait dans (18). Comme il commute aussi svec les transformations infinitésimales

de G, donc (lorsqu' on 1'applique & un tenseur) avec les X?\ y il commute avec
1' opérateur 2r M X.)\ X o Donc C commute avec & o Cl'est le théoréme de Cherne

L'exemple le plus connu est fourni par la géométric kKahlériemne ; on y démontre
que A commute avec les opérateurs qu'on a l'habitude d'y noter L, A, C et
Pa,b (ce dernier n'est pas réel, mais tout ce qui précéde s'étend trivialement
aux formes & valeurs complexes, pourvu qu'on remplace E par son complexifié) ;
ce sont 13 autant de cas particuliers du théoréme de Cherne

Pour terminer, nous signalerons une généralisation qui & rris quelque importance
récemment dans la théorie des formes automorphes (ou elle permet d'étendre beau=
coup certains résultats de SHIMURA). Soit d'abord a = a(M) une fonction sur V,
partout non nulle ; désignons par o 1l'opérateur n -+an sur les formes dif-
férentielles sur V 3 posons

(21) da=a-1da, 8% = o™ S, A1=d6a+6ad .

s o . -1
Il est immédiat que, si on pose E=a da, ona

d* = d+ o) , 6a=6-i(X§) ,
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UN THEOREME FONDAMENTAL DE CHERN

oiu X, est, comne ci~dessus, le champ de vecteurs associé & § au moyen du
as® domé sur Vv , et ol e et i désignent les produits extérieur et intérieur,

respectivement. En appliquant la formule classique de He Cartan,
o(X) = di(X) + i(X) d ,

on obtient donc
=4 - 6(X) ;

on rappelle que, si X est un champ de vecteurs sur V, ©X) désigne 1'opé-
rateur obtenu en appliquant 3 V le groupe d'automorphismes 3 un paramétre dont
la transformation infinitésimale est le champ de vecteurs X , et en différen~
tiant par rapport au paramétre <t du groupe pour T = 0 . Cela montre que, pour
que Al commute avec tous les "opérateurs de Chern" (les opérateurs C intro=
duits plus haut), il faut et il suffit que O(X.) commute avec ces opérateurs ;
ot il est immédiat qu'il suffit pour cela que le champ XE soit la transforma=
tion infinitésimale d'un groupe d'automorphismes de la "structure sans torsion,
de groupe G " définie sur V par le fibré PG e« Posons E=2 F wy 3 si G
est le groupe orthogonal, c'est-i~-dire si la structure en questlon est la struc-
ture riemannienne de V donnée par son d52 » un calcul classique montre que
la condition en question s'exprime par la formule DJ F, = = Di F 5 Dans le cas
général, on trouve qu'elle équivaut & l'existence de fonctions u, sur PG
telles que 1l'on ait Di Fj =2 uy m')\ij

Ce n'est pas encore li la généralisation dont on a besoin § pour obtenir celle=
ci, il faut considérer des formes n= (rlp) & valeurs vectorielles, et une ma=
trice a= (a ) de fonctions sur V , & déterminant partout non nul ; en fait,
dans les applications qu'on a en vue, on prend pour (a O) une matricea hermie
tiemne positive non dégénérée. On désigne de nouveau par o 1! opérateur
n ~+an , entendu cette fois au sens matriciel ; d'autre part, les opérateurs
*yd, &, A sont les opérateurs usuels, appliqués & chacune des oomposantes
de la forme vectorielle n 5 il en résulte en particulier que % commute avec
o o De mdme, si C est un opérateur de Chern, on entend par (n 1la forme
(Gr]p) ; il s'ensuit que C commute avec @ « Dens ces conditions, les formules
ci-dessus restent valables (on notera seulement qu'on ne peut plus interpréter
X'i comue chemp de vecteurs swr V ) ; et Al commutera avec tous les opérateurs
de Chern pourvu que les coefficients (matriciels) F, qui apparaissent dans
1'expression
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a da= 2 Fi wi
S o b 2 - 1 by 2 .

satisfassent & des relations de la forme D, Fj =2 W My 2 coefficients

matriciels W .

Jusqu'ad présent, 1'application la plus importante de ce résultat concerne les
espaces riemanniens symétriquese Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe,
de centre réduit & e , et sans sous~-groupe invariant compacte Soit X un sous-
groupe compact maximal de G 3 R = G/K est alors 1'espace riemannien symétri-
que de groupe G « On vérifie sans diffizulté que G , considéré comme fibré
principal de base R et de groupe K , détermine sur R une structure sans
torsion, de groupe K ; d'aprés ae qui précéde, cela revient & dire que le groupe
d'holonomie de R est contenu dans K j en fait, 11 n'est autre que K , comme
il est bien connue Le théoréme de Chern est donc applicable ; cela indique qu'il
y eurait intér®t & déterminer explicitement, pour ce cas, tous les opérateurs
de Chern, ou autrement dit les applications linéaires des espaces de covecteurs
en un point de R 1les uns dans les autres qui commutent avec 1l'opération de K
sur ces espacese Mais soit de plus p une représentation de G 3§ soipnt g
1l'algébre de Iie de G, t celle da K considérée comme sous-espace de g,
et p le sous-espace de g orthogonal & I (pour la forme de Killing)e En
remplagant p par une représentation équivalente, on peut supposer que p(t)
se compose de matrices antihermitiennes (donc que p induit sur K une repré-
sentation unitaire de K ) ot que p(p) se compose de matricas hermitienness.
Pour tout x € G, soit a(x) = tﬁ(x_l) p(x-l) s d'aprés ce qu'on a supposé sur
py alx) ne dépend que de la classe de x suivant K et peut donc se consi-
dérer comme fonction & valeurs matricielles sur R « Un calcul facile permetalors de
vérifier que a"1 da satisfait & la condition qui intervient dans la générali-
sation du théortme de Chern discutée plus haute
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