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Séminaire BOURBAKI

l4e année, 1961/62, n°® 236 Mot 1962

TECHNIQUE DE DESCENTE ET THEOREMES D'EXISTENCE EN GEQMETRIE ALGEBRIQUE
VI. IES SCHEMAS DE PICARD : PROPRIETES GENERALES

par Alexander GROTHENDIECK

1
Os Compléments & 1'exposé précédent ([3], V) (7).

I1 y a eu quelques progrés concernant les questions d'existence de préschémas
de Picard soulevés dans [3], V :

ae (MUMFORD)s Il n'est pas vrai en général que lorsque £ : X +S est un mor-
phisme projectif et séparable (= plat 3 fibres séparables) s le préschéma de
Picard Picy /s existe, mBme si les fibres de f sont de dimension 1, et si
S est le spectre d'un anneau de valuation discréte complet. Un exemple en est
fourni en prenant S = Spec R[[t]] , et pour X 1le sous~-schéma de fé défini
par 1l'équation (od x, y , z sont des variables homogénes) x2 + y2 = 'bzz s
qui représente donc une conique dégénérant en deux droites concourrantes géométri-
quement, mais la fibre spéciale sur le corps R étant néanmoins irréductible
(elle est donnée par 1'équation x4 y2 = 0 sur R ). On voit facilement que,
aprés extension étale S' »5, avec S' = Spec C[[t]] , le préschéma de Picard
de Xt/s¢ existe, et on en obtient une description explicite comme somme de copies
g, a § est déduit de S en dédoublant une infinité de fois l'origines On
constate aisément que la donnée de descmnte sur Fleyy /g1 pour St> S (donnée
ici par les opérations du groupe de Galois §/2§ de S! sur S ) n'est pas effece
tive, le groupe échangeant entre eux certains points dédoublés (de sorte qu'il
Y a des orbites qui ne sont pas contenues dans un ouvert affine). Cependant,
MUMFORD peut montrer que si £ : X »S est un morphisme projectif séparable tel
que, pour tout s € S , les composantes irréductibles de X s sont géométriquement
irréductibles relativement & k(s) s alors fi_gx /s existe ; sa démonstration
s'appuie sur un raffinement de son théoréme de passage au quotient, cfs [7].
Noter d'autre part qu'il reste possible que, sans hypothéses sur les composantes
irréductibles des fibres X, 5 le schéna _lzi_cb"é /s (qui sera introduit plus bas)
existe pourtant.
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A. GROTHENDIECK

b. (MIRRE). Soit X un schéma propre sur un corps, alors Pj._(_gX /o ©xistes La
démonstration reprend en partie la démonstration de CHEVALIEY [1], et s'appuie 2
fond sur la structure de groupe du foncteur de Picarde

Pour certains compléments concernant la théorie des schémas de Picard, notam-
meént en relation avec les schémas abéliens, il y aura intér®t 3 consulter [7].
Enfin, une lacune notable du présent exposé est 1'absence de "critéres d'équive—
lence", permettant de comparer le schéma de Picard d'un schéma projectif, et de
ses sections hyperplanes ; les théorémes-clefs pour développer de tels critéres
se trouvent dans [5], auquel il faut joindre les théorémes d'existence des sché-
mas de Picard.

le Propriétés topologiques des préschémas en groupes commutatifse

Soient d'abord k wun corps, G un préschéma en groupes sur k o Comme 1'élé~
ment neutre e , étant ratiomnel sur k , est nécessairement fermé, il s'ensuit
aussitdt que la diagonale de G X)e G est fermée, donc G est séparé : tout

préschéma en groupes sur un corps est séparé. Nous désignerons par 6° 1la come

posante connexe de 1'élément neutre e o Comme e est ratiomnel sur k, °

est en fait géométriquement connexe, ies ee la formation de ®° est campatible

avec le changement de corps de bases Il s'ensuit aussi que G° est stable par

multiplication ( ensemblistement), et lorsque G est localement noethérien, donc
c° ouvert, on peut considérer G° comme un sous-groupe ouvert de G o Dans la
suite, nous supposerons G localement de type fifi sur k ; alors ° est géo-

métriquement irréductible et de type fini sur k « En effet, on peut supposer k

algébriquement clos, donc de plus G réduit (car Gr & sera alors un sous-groupe
de G, compte temu que Gr‘éd 1 Gr gq Seva encore réduit), donc simple sur k
sur un ouvert non vide, donc partout comme on volt en translatant ledit ouverte
Mpis alors G est localement irréductible, donc ses composantes irréductibles
sont identiques & ses composantes connexes, donc 6° est irréductibles Soit
elors U wun voisinage affine de e dans c° 3 utilisant le fait que ° est
irréductible, on voit tout de suite que UsU= c° s ce qui prouve que ® est

quasi-compact, donc de type fini sur k .

Supposons pour simplifier que G soit commutatifs Pour tout entier n> 0,
soit G\ 1ty inverse de G° par 1'homomorphisme P de puissance n=iéme
dans G, donc G n) est un sous~groupe ouvert de G o Nous poserons s

G-C =U G(n)
n
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LES SCHEMAS DE PICARD : PROPRIETES

C-. U aln)
(n, p): 1

P=u G(Ph)
h

ei p est l'exposant caractéristique pour le corps k e On obtient donc sutant

de sous~groupes ouverts de G , satisfaisant
¢9ncP =0, %P =6 .

Remarques =~ On peut construire le schéma en groupes quotient G/ °=N (cfe
[3], IV), et définir alors G°, G, GP comme les images inverses dans G du
sous-groupe de torsion de N (resp. de sa composante p~primaire, respe du com-
plémentaire naturel de cette derniére, somme des composantes g-primaires pour
q nombre premier # p )e On notera & ce propos que N est un schéma en groupes
discret séparable sur k , donc (une fois choisi une cldture algébrique % de
k , donnant lieu & un groupe de Galois rx ) s'identifie & un groupe discret or—
dinaire sur lequel 17 opére par automorphismes. C'est de cette fagon qu'on peut
interpréter de fagon évidente la construction du sous-groupe de torsion et la
décomposition de ce dernier en ses composantes g-primairese Lorsque G est le
schéma de Picard d'un schéma X propre sur k, N pourra s'appeler le schéma
de Néron-Severi (réduit) de X sur k . Lorsque Gré q est un sous-schéma en
groupes de c° s ce qui a lieu en particulier chaque fois que k est parfait ou

que G° st propre sur k (par exemple X géométriquement normal)y il y a lieu
également d'introduire le quotient N' = 6/ Gg & ! qui & tendance & se comporter
mieux que N du point de vue spécialisation, ie. e» quand X varie dans une
famille de schémas algébriquese

Soient maintenant S un préschéma localement noethérien, et G wun préschéma
en groupes sur S , localement de type fini sur S . Nous ne supposons pas G
de type fini sur S, ni séparé sur S . Nous poserons alors

= U (G)°
sesS

et lorsque G est commutatif

T T a o P p
G = U (G) G = U (6) G = U (G .
es 5 7 s 8 7 seS(S)
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A. GROTHENDIECK

Ce sont 1a des parties de G , stable par la multiplication de G , de qui n'ime
plique évidemment pas qu'elles puissent 8tre définies & 1'aide de sous-préschémas
en groupes de G o Notamment, il semble qu'il n'existe pas en général de souse

préschéma en _groupes de G dont 1'ensemble sous-jacent soit G° . Bien entendu,

si 1'un de ces ensembles est ouvert, elors, muni de la structure induite, c'est
un sous—-préschéma en groupes ouvert de G « Nous verrons qu'il en est toujours
ainsi de GT; ainsi, du point de vue des foncteurs représentables, en particu-
lier du point de vue "spécialisations", 1'équivalence numérique se comporte de fa-

gon plus satisfaisante que 1'équivalence algébriques Voici les principales prow

priétés générales des ensmembles qu'on vient de définir :

LN
THEOREME 1.1. - G° ’ G*T ’ (e N s 6° sont localement constructibles. De plus :

(1) G° est quasi~-compact sur S . Lorsque les G sont propres et G séparé
sur S, glors G° est propre sur S donc fermé da.ns G

(i1) G® est ouverts Si G° est ferné, il en est de mBme de G

(iii) si G° est fermé, il en est de mBme de G° pourvu qu'on soit en égale
ca.racterlsthue, ie ee tous les copps résiduels de S ont mdme caracterlsthue.
Si @ est fermé et si G »S est universellement ouvert en les points de c?
(cf- corollaire 1e5 ci-dessous), alors G% o8 est universellement ouvert.

(iv) 81 G° est fermé, il en est de mdme de GF , Supposons qu'on soit en égale
caractéristique, et que,pour tout entier n >0 tel que (n, p) = 1, 1'homo-
morphisme de puissance n-iéme dans G soit ouvert, alors 6P est ouvert.

Donnons des indications sur la démonstration. Le fait que ¢° soit localement
constructible, et quasi-compact sur S , est contenu dans le lemme suivant :

IEMME 1.2+ =~ Supposons que S soit # §, alors il existe un ouvert non vide

U dans S, et un schéma en groupes de type fini H sur U 2 fibres connexes,

enfin un homomorphisme de schémas en groupes H - GIU qui soit une immersion

ouverte ayant pour image G°|U o

Pour prouver le lemme, on peut supposer S irréductible, soit n son point
générique, et faisons le changement de base S! = Spec(O Tl) -+ S, on trouve un
schéma en groupes G' sur un anneau artinien local Os = A, dans lequel on a
un sous—schéma en groupes ouvert 6% ge type fini su.r A g comme on a dit plus

haute Il provient donc d'un schéma en groupes de type fini H sur un voisinage
ouvert U de n , et 1'immersion canonique G'° - G' provient d'une immersion
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ouverte H - G|U, qui sera un homomorphisme de schémas en groupes pour U

assez petite Comme les fibres de H sont comnexes si on prend U assez petit,
et toutes de mBme dimension, égale & celle des fibres de G pour U assez petit,
il s'ensuit que, pour tout s e U, 1l'image de Hs dans Gs est exactement Gg

( U assez petit), ce qui prouve le2.

La deuxidme assertion dans (i) est contenue dans le lemme suivant (qu'on appli-

que 3 un voisinage ouvert quasi-compact de G° dans G )

IEMME 1¢3. - Sojent X un préschéma de type fini et séparé sur S loca=-
lement noethérien, g une sectionde X sur S, X° 1a réunion des composantes
connexes des g(s) dans les XS o Soit s €S, tel que Xg soit propre sur
k(s) , alors il existe un voisinage ouvert U de s, tel que X°|U soit pro-
pre sur U, et a fortiori fermé dans X|U .

Par descente fidélement plate de la bese, on se raméne au cas ou S est le
spectre d'un anneau local complet, et s son point fermés Appliquant [2], III,
5¢5¢1, on voit que X se décompose en somme de deux ouverts disjoints X' et
Xm , le premier propre sur S et tel que X; = X; « Cela nous raméne au cas oi
X=X', i« ¢« o4 X est propre sur S o Dans ce cas on s'en tire par une démons
tration standard, utilisant le critére valuatif de propreté d'une partie (oublié
dans [2], chape II).

Prouvons que G® est ouvert, ou ce qui revient au méme, compte tenu que la for-
mation de G® (comme celle de G° , 67, 6P ) commute 3 1'extension de la basa 3
pour toute section g de G sur S, g'l(G") est ouverte Cela signifie deux

choses @

as Soit y €S tel que g(y) e Gt , alors pour tout y' € ¥ wvoisin de Y,
ona g(y') ecgt.

be Soit y' € S tel que g(y') e G* s alors, pour toute générisation y de y',
ona gly) ect.

Pour (a), on note qu'il existe un entier n >0 tel que g°(y) € G° , comme
G° est constructible, (gn)-1 (G°) est constructible, il s'ensuit que 1l'on a
g?(y') € G° pour y'ey voisin de y . Pour (b), on note que les g(y')™ = gly)
restent dans un ouvert quasi-compact de G_, (car ils sont contenus dans un nom-
bre fini de classes mod Go, ), donc il existe un ouvert quasi-compact U dans
G qui contient les gn(Y'{ s donc aussi leurs générisations g"(y) , donc |
les puiss ances de g(y) restent dans un ouvert quasi-compact de Gy s Ce qui

implique facilement que g(y) € G; .

225



A. GROTHENDIECK

Supposons G° fermé, prouvons qu'il en est de mdme de G' « Comme on sait
déja que G® est ouvert, donc localement constructible, il reste & prouver qu'il
est stable par spécialisation, ce qui provient du fait que c'est une réunion da

fermés, & savoir les images inverses, par les homomorphismes ¢, de puissance
s N ’ 0
n-iéme, du fermé G .

Le mBme argument prouvera que G° et GP sont fermés si ¢° 1'est (sous ré-
serve dans le premier cas qu'on $oit en égale caractéristique), une fois démontré
que c° et Gp sont localement constructibless Or, pour x € Gt s soit v(x)
le plus petit entier n >0 tel que 1'homomorphisme ?y de puissance n-iéme
envoie x dans G, Donc G° (resp. G ) est formé des x € X tels que w(x)
soit premier & p (resp. une puissance de p ) et notre assertion de constructi-
bilité résulte alors de la suivante, plus précise 3

IEMME le4e = La fonction v sur G° est localement construdtible.

Cela signifie en effet que, pour tout entier n > 0, 1l'ensemble des x € G*
tels que v(x) = n s est localement constructible ; or c'est la différence de

(G°) et de la réunion des (pd (G°) s O d parcourt les diviseurs propres de
n ; comne G° est localement constructible, il en est de mBme des (p (G ) , donc
aussi de la différence précédente.

Supposons G° fermé et G - S universellement ouvert en les points de G° ,
prouvons que G° -+ S est ouverte, ie ee transforme un voisinage dans GY d'un
X € c° en un voisinage de y = £(x) « Comme & est localement constructible,
on est ramené & prouver que, pour toute générisation y' de y , il existe une
générisation x' de x dans G au-dessus de y' « Cela nous raméne par chan=
gement de base au cas o S est le spectre d'un anneau de valuation discréte et
ol y, y' sont respectivement le point fermé et le point générique. Utilisant
le fait que G +8S est ouvert en x (donc qu'il existe une générisation x,
de x dans G guedessus de y' ), on peut supposer de plus qu'il existe une
section g de G sur S, telle que x= g(y) (quitte & faire encore un chan-
gement de base)e.Si k(y") est de caractéristique O, il suffit de prendre n'importe quelle
générisation x' de x dans G au~dessus de y' , elle est dans G' puisque
GV est ouvert, donc dans 6% puisque G;, = G;, » 91 la caractéristique de
k(y*) est p >0, posons

v(g(y')) = P°m avec (m, p) =1 3

226



LES SCHEMAS DE PICARD : PROPRIETES

gsoient a et b deux entiers tels que aph + bm= 1, posons

g =T , 8= & d'dh g=g &

o .
donc par construction, on a gl(y ) e &Y et g (y') € GP o Comme G° est fermé
il s'ensuit que gl(y) e’ et gz(y) e P , d'ol, en vertu de

g(y) = g,(¥) gy(y) € 6°

aussi gz(y) e ¢° , donc

g,(y) € G; n G}E: G; .
Or de 1'hypothése, et du fait que S est le spectre d'un anneau de valuation
discréte, résulte que G - (Gy - G ) est un ouvert de G sur lequel G - S
induit un morphisme ouvert, donc que, par tout point de Gy s basse ane 'quasi-
section" ; par suite, quitte & faire encors une extension sur la basé S, on
peut supposer qu'il existe une section gé de G° sur S telle que
gé(y) = gz(y) « Posons g' = g; g} ; alors, par construction, g'(y) = g(y) =
et g'(y') = gl(y') gé(y') € G, donc g(y') = x' est une générisation de x
dans G° au-~dessus de ¥' , ce qui prouve (iii)e

EN

Prouvons enfin la dernidre assertion (iv)e On est ramené 3 prouver que, si
X € Gp alors toute générisation x' de x est dens GP « On peut supposer
(qultte 4 prendre les images par ¢ B pow h convensble) que 1'on a mdme

x € G° « Alors, paur tout entier n premier & la caractéristique, x est dans

1'image de ? (car la puissance n-iéme dans un groupe de type fini connexe sur
un corps de caractéristique premiére & n est surjective)s Comme P est ouverte,
il s'ensuit que x' est egalement dens 1' :Lmage de ¢, + Flus précisément, soit

U un ouvert quasi-compact de G* contenant Gy g alorsona x'e (pn(U) pour
tout n premier & p « Prenant pour n un multiple commun des facteurs premiers

Y

& p des Wz) , pour z € U, on trouve que x'e GP .
L'assertion (1.1), (iii), se compldte ainsi 3

COROLLAIRE l.5s = Soit n > 1 un entier tel que 1'homomorphisme de puissance
n=iéme o, ¢ G -+ G soit universellement ouvert, (par exemple étale) posons

-1
G(n) = ¢, (Go) » et supposons que les fibres connexes G: ne "contiennent pas de
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composante additive" (i. es le groupe déduit par extension du corps k(s) 2 la
cldture algébrique ne contient pas de sous~groupe isomorphe 2 Ga e Adlors G oS

est universellement ouvert en les points des G(nh) « En particulier, si les

Gg ne contiennent pas de composante additive et si, pour tout entier n>1,
1'homomorphisme ¢ n st universellement ouvert en les points de caractéristique
résiduelle premiére & p , alors G - S est universellement ouvert en les points
de G, done ((1e1), (iii)) si G° est formé, 6° 5 S est universellement
ouverte Dans ces casy, & ~~» dinm GS est une fonction localement constante sur
S .

En effet, de 1l'hypothése résulte que le noyau nG de ¢ est universellement
ouvert sur S , donc G » S est universellement ouvert en les points de nG ’
donc (remplagant n par nh ) en les points des ( h)G « Or 1'hypothése sur les

n
fibres G: sert exactement 3 assurer que les points d'ordre une puissance de n

dans G, sont denses dans la réunion des G(nh ) , d'os résulte facilement que
G + S est universellement ouvert en tous les points de cette réunion, en parti-
culier le long de la section unité, d'oi facilement le fait que s ~~ din Gs
est une fonction localement constantee

Remarque 1,6 = Rappelons qu'un morphisme X - S est dit universellement
ouvert s'il transforme tout ouvert en un ouvert, et garde cette propriété louable
aprés tout changement de base S' - S o Cela signifie aussi (lorsque S est loca=
lement noethérien et X -+ S localement de type fini), que toute composante ir-
réductible de X domine S , et que cette propriété est conservée aprés tout
changement de base S' 5 S « Dans ces deux assertions, il suffit d'ailleurs
(moyennent les hypothéses de finitude ci-dessus) de tester avec des changements
de base S' - S, ot S' est le spectre d'un anneau de valuation discréte,
(complet & corps résiduel algébriquement clos si on y tient ees). Ia définition
s'étend de fagon évidente au cas d'une partie 2 de X (telle la partie e
de G )e C'est un phénoméne parfaitement normal, m2me si on part d'un morphisme
projectif simple X - S & fibres géométriques connexes (par exemple le carré
fibré de la famille modulaire de courbes elliptiques sur S = Spec C[j] ), que
-P-.EEX/S ne soit pas universellement ouvert sur S , i. ee qu'il puisse y avoir
des composantes irréductibles de f_i_c_:.x /s se trouvant tout entiéres au-~dessus
dtun seul point de S : cela est 1ié au fait que le rang du groupe de Néron—
Severi des fibres de X/S peut faire des sauts vers le haut (phénoménes de
"myltiplication complexe")e Par contre, (1.5) nous assure que, dens les bons cas,
_P_:_i._g]((’ /S (et le plus souvent méme, semble-t~il, —P}-E;(C/S ) est universellement
ouvert sur S .
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Enfin, voici un cas utile oi, exceptionnellement, ¢° consente & Btre ouvert :

COROLLAIRE l.7¢ ~ Supposons que G -+ 35 soit universellement ouvert en les
points de G° (cfe (1e5)) s et que les fibres G/ soient séparables, donc simples
sur k(s) (cette derniére condition étant automatiquement remplie en caractérise
tique résiduelle nulle, en vertu d'un résultat de CARTIER)« Alors G° est ouvert
dans G o Si de plus S est réduit, G° est simple (en particulier, plat) sur
S .

La premidre assertion peut d'ailleurs se préciser en notant que si, pour un
8 €S dommé, G -»S est universellement ouvert en les points de G: et si
G: est séparable sur k(s) , alors G° est un voisinage de Gg (et d'allleurs,
1'hypothése faite en s restera vérifide en les points voisins)e Cet énoncé,
d'ailleurs indépendent de toute structure de groupes, se trouvera démontré dans
[2], IV, paragraphe 7. La derniére assertion dans (1.7), également indépendante
de toute structure de groupe et de toute question de compdsante connexe, est
un cas particulier d'un critére de platitude donné dans [IV], paragraphe 5, qui
implique, plus généralement

COROLLAIRE 1e8e - Soit U une partie ouverte d'une fibre Gj , telle que
G -+ S soit universellement ouvert en les points de U (cfe (1e5))e Si Gy
est séparable sur k(s) et S réduit en s s alors G est plat sur S en les
points de U (donc en l'occurence, simple sur S en les points de U )

Remarques 1.9« = J'ignore.si, lorsque G est séparé suwr S, 6° a G° est tou jours
fermé dans G ; cela semble peu probables On trouve en tous cas des contre~exemples
évidents si on laisse tomber 1'hypothése de séparation, par exemple en prenant
la droite affine dont on dédouble une infinité dénombrable de fois 1'origine,
obtenant ainsi un schéma en groupes G sur la droite affine dont toutes les
fibres sont réduites au groupe wnité, sauf une dont la fibre est Z + Ce schéma
en groupes est un sous-schéma en groupes ouvert, savoir 1'adhérence de la sec-
tion unité, dans le préschéma de Picard du S-schéma X correspondant & une
famille de coniques dégénérant en deux droites concourrantese

D'ailleurs, m8me en partant d'un schéma en groupes fini et plat, G s Sur le
spectre S d'un anneau de valuation discréte V , et par suite si G° est réduit
a4 la section unité, donc fermé, diverses conclusions deviennent fausses si on
abandonne certaines hypothéses. Supposons que V soit d'égale caractéristique
P >0, et soit G le noyau de 1'homomorphisme G — G défini par 1'homomor-
phisme de foncteurs f -~~~ £ . tf ol t est une unlformlsante de V o
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(Se rappeler que, par définition, le "groupe additif® ~G~a sur S représente
le foncteur S' ~~s T(S', Og() o) Alors, en tant que S~schéma,

G = Spec V[x]/(x’ = tx) est réunion de p "droites" concourrantes, figurant

un groupe ﬁ/p_?_ qui dégénére en un groupe infinitésimal de type additif. Dans
cet exemple, °=cd (et c'est 1'une des p droites), donc n'est pas ouvert
dans G « Dans le cas d'inégale caractéristique, caractéristique résiduelle

p >0, partons du schéma en groupes H = p_ noyau de la puissance p-iéme

dans G , donc H= Spec V[x)/( - 1) s c'est encore la réunion de p droites
concourrantes, figurant un groupe Z/pZ (en caractéristique O ) qui dégénére
en un groupe infinitésimal de type multiplicatif en caractéristique p « Soit

H' 1le "schéma en groupes constant" défini par le groupe fini ordinsire §/ PZ ,
donc la somme disjointe de 2/pZ copies de S , ou encore Spec v4/ P2 « Alors
G=H xg H' décrit un groupe ( g/ p‘Z‘)2 en caractéristique O , dégénérant en un
groupe infinitésimal fois Z/pZ en caractéristique p. Ici G° estla réunion e
la section unité et la fibre spéeiale, donc GP n'est pas ouvert, alors que

6% est la réunion de la section unité et de la fibre ghnérale, donc n'est pas
fermé, contrairement & ce qui est affirmé dans les cas d'égale caractéristique
dans (1.1), (iii) et (iv)e Bien entendu, ce sont 13 des phénoménes liés & la
caractéristique p > 0 « Les résultats qui précédent donnent en effet s

COROLLAIRE 110 - Supposons les caractéristiques résiduelles de S toutes
milles, donc G = G%, et =GP . Alors G%= G est ouvert, et méme ouvert
ot fermé si G est séparé sur S et si les Gg sont propres ; sous cette mBme
hypothése, ®=aP est propre sur S donc fermé dans G « Supposons enfin que,
pour tout entier n > 1, 1l'homomorphisme de puissance n-iéme dans G soit
universellement ouvert, alors ¢° est ouvertj et si de plus les G; n'ont pas
de composante additive (par exemple les Gg propres, comme ci-dessus), alors
G° +S est universellement ouvert, et mdme simple si S est réduite

Signalons enfin le résultat facile suivant 3

PROPOSITION l.11. = I1 existe une partie ouverte U de S , telles que
1'ensemble G' des points de G en lesquels G est simple (respe plat) aue-
dessus de S , soit 1'ensemble sous~jacent 3 un sous-schéma en groupes ouvert
induit de G|U « De plus, toute section de G sur U est une section de G
sur U .
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COROLLAIRE 1.12. = Si G est simple (respe plat) sur S en les points de la
section unité, elle l'est en les points de toute section de G sur S, et en
e Si de plus pour tout entier n >0, 1'homomorphisme

tous les points de c°
G -+ G est étale en les points de caractéristique

de puissance n-iéme ¢ 3
premiére & n , alors G est simple (resps plat) sur S en tous les points de

c?.

2¢ Application aux propriétés locales des schémas de Picard.

L N\
THEOREME 241,
(1) Soit f£3: X - S un morphisme propre et simple, et supposons gue PicI/S

existe (par exemple f wun morphisme projectif). Alors Picy /5 est séparé sur
S , ety pour toute partie fermée Z de Picy /5 qui est de type fini sur S,

Z est propre sur S .

(ii) Soit X wun préschéma sur un corps k , propre et géométriquement normale

Alors Pic;z /5 est propre sur k .

Démonstratione

(i) Les critdres vaeluatifs ([2], II, paragraphe 7) nous reménent & prouver ceci 3
si S est le spectre d'un anneau de valuation discréte complet, U 1'ouvert
réduit au point générique de S , alors toute section rationnelle de E’(/S sur
S , 1. ee toute section au~dessus de U s Se prolonge de fagon unique en une sec-
tion au~dessus de S « Compte tenu de la définition de Pic S 3 cela équivaut a
1' énoncé suivant ¢ pour tout Module inversible £ sur V= £ (U) s il existe
un Module inversible sur X qui prolonge £ , unique & un isomorphisme prése
Or ceci résulte facilement de la description des Modules inversibles sur V ’
respe X en termes de classes de diviseurs "de Cartier, compte tenu que les
anneaux locaux de X sont réguliers ( X étant simple sur S régulier), donc
factoriels en vertu de AUSIANDER, ce qui implique que tout diviseur swr S est
un diviseur de Cartier. En effet tout diviseur suwr V peut se prolonger en un

diviseur sur X en prenant son '"adhdrence".

Remarque 2+2. - La démonstration reste valable en supposant seulement que f
est plat et ses fibres Xs sont localement des intersertions complétesy 6t sime
ples sur k(s) en codimension < 2 , compte tenu du résultat suivant démontrd
dans [5] : un enneau local noethérien intersection compldte qui est régulier
en codimension < 3 est factoriel ("conjecture de Samuel™)s On notera que le
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résultat devient faux si on remplace "codimension < 2 " par "codimension K1 7,
ie ee par 1'hypothése "normal", comme on peut se convaincre sur 1l'exemple d*une
famille de quadratiques non singuliéres dégénérant en un c8ne quadratiques

(ii) Utilisant le lemme de Chow, on est ramené au cas o X est projectif,
donc plongé dans P; ; on peut supposer X connexee Si dimX = 1, alors X
est simple sur k , et on applique (i)e Si dim X > 2 s on peut utiliser une
variante des “critéres d'équivalence! connus, qui implique qu'il existe un nombre
fini de courbes Yi simples sur X (obtenues comme intersections de X avec

P T T
des sous~espaces linéaires convenables de P; ) s telles que P:l.g,,K /k -»I;I Pich /k
soit un monomorphisme, et induit a fortiori un monomorphisme pour les composantes

connexese Comme celle du second membre est propre sur k d'aprés ce qui précéde,
et qu'il s'agit d'un homomorphisme de schémas en groupes, qui sera nécessairement
une immersion fermée, il s'mnsuit que _lzi_g; /% est également propre sur k . On
peut éviter le recours aux délicats criteres d'équivalence en utilisant la styuc-
ture des groupes algébriques commutatifs sur un corps algébriquement clos (due a
CHEVALIEY-BOREL) 3 on est ramené & prouver que tout morphisme de la droite affine
dans Pict/s est constant, ce qui équivaut i dire que tout Module inversible sur
X[t] provient d'un Module inversible sur X , résultat qui est bien connu et

fort élémentaire et n'utilise pas meme le fait que X soit propre sur k (1'hypo-
thése X normal permettant de se réduire aussitdt au cas X régulier).

COROLLAIRE 243. - Soit f 3 X - S un morphisme propre et normal (i. e. plat
et & fibres géométriques normales), supposons que _I:J._EX /s existe, alors Pico 5

est propre sur S , donc fermé dans _l_’_l;c_:_x./s 3 de plus Pj_g"’ 5 et _1.’_1'_2‘;’(/3 sont
également fermés, et aussi _P_;L'_c_g /g en "égale caractéristique'.

On applique (lel) et £2.1), (ii).

COROLLAIRE 2e4¢ =~ Soit f : X -+ S un morphisme propre et simple, tel que
Pic, existe et soit somme de schémas P(l) de type fini sur S (cf. [3],V,4.1).
/s 9)

4Alors chaque P est praopre sur S .

Résulte de (R¢1), (i)e Comme on 1'a signalé dans (2.2), le résultat peut se
généraliser en faisant des hypothéses moins restrictives sur les fibres de £,
mais devient faux si on se borne & supposer f normale Dans ce cas, j'ignore
d'ailleurs si _P_;_c;/s est néanmoins propre sur S , mdme en admettant qu'il soit
de type fini sur S .
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THEGRBME 2.5, - Soit f: XS un morphisme propro et plat, tel quo Ploysg
existe, et pour tout entier n , soit Py 1'homomorphisme puissance n-iéme
dans ce préschéma en groupess Alors P est ébale en tous les points x e X

3 caractéristique résiduelle premiére & n o

Par la caractérisation infinitésimale des morphismes étales, cette assertion

équivaut 3 la suivante :

LEMME 246+ = Supposons que S sSoit le spectre d'un anneau local artinien A
dont 1'idéal maximal m soit de puissance (v + 1)=ilme nulle, soit Am-l = Aﬁﬁ‘v,
X,a1=Xey4, ,, £ unModule inversible sur X, enfin £ , un Module in-

v.’z.rsible sur Xv-l dont la puissance tensorielle n-iéme soit isomorphe 3
ﬁy-l =£ 8, Av-l o Alors il existe un Module inversible £' sur X dont la
puissance tensorielle n-iéme est isomorphe 3 £ (si n est premier & la carace
téristique résiduelle de k = k(4) ).

Prouvons le lemme. On pose V= w = mv/‘mv'"1 , c'est un espace vectoriel sur
k= k(4) « On commence & prolonger E\';-l en un Module inversible quelconque sur

£' sur X « L'obstruction & ce faire sé trouve dans 1-12(}(o » O ) e, V, mais en
°

vertu de 1l'hypothése faite sur E\')..l et du fait que gv-l peut se prolonger,

on voit que le produit de cette obstruction par n est nul, donc elle-itme est
nulle puisque n premier a la caractéristiques D'ailleurs, 1'arbitraire dans le
prolongement effectué se trouve dans Hl'(X0 » O ) €V, ot la déviation §

de £'®% avec £ se trouve dans le mlme Moduleo; si on essaye de corriger £!
de fagon & rendre cette déviation nulle, on est rammné & trouver un n dans
ledit Module, tel que mn = § « Or c'est possible encore grice au fait que n
est premier & la caractéristique.

COROLLAIRE. =~ Sous les conditions de (2+5), supposons de plus que les schémas
de Picard des fibres Xs ne oontiennont pas de oomposante additive (par exemple
les X géométriquement normeux, cfe (2¢1), (ii))e Alors HEJ(/S -+ S est uni-
versellement ouvert en les points de Pigo( /S Si Ri.gao( /g est fermé (par exemple

les XS géométriquement normaux, cfe (2¢3)), alors Pigxo /g est lui~m®me uni-
versellement ouvert sur S . Enfin, dans le cas d'égale caractéristique,

Pigp( /s S est universellement ouvert.
On applique (1e5) et (141).
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COROLLAIRE 247+ = Soit £ : X 5 Y un morphisme propre et plat, tel que
Pic_:_x /s existes Alors la fonction s ~ dim Picy K(s) sur S est semi~
continue supérieurement (ie. e. elle peut faire des Sauts vers le haut, mais pas

vers le bas), et elle est mdme continue (i, es localement constante) si les
Hloy s/k( s) ne contiemnent pas de composante additivea

La premidre assertion est vraie trivialement eu presque pour tout préschéma en
groupes localement de type fini sur une base localement noethérienne, puisqu'il
suffit de regarder le long de la section unité. La deuxiéme assertion résulte
de (20 5) .

REMARQUE 2.8. = Soient s , s' € S tels que s soit une spécialisation de
s' , alors (2¢7) équivaut & une indgalité (resps égalité) entre les dimensions
des schémas de Picard de X, et de sa "spécialisée® Xs o D'ailleurs SERRE
avait fait observer, dés avant la construction des schémes de Picard, que 1'ine
variance de la dimension des Picards des X s dans le cas d'un morphisme simple
f: XS était une conséquence formelle de la théorie de la spécialisation
du groupe fondamental ([4], X), et des relations classiques & la Kwmmer entre
les points d'ordre fini sur la variété de Picard, et le groupe fondamental ren-
du abélien, ([4], XT)e Si on désigne de fagon générale par @, u , A les di-
mensions de la partie abéliemne, multiplicative, additive de Picy s/k( g) ? et

qu'on définit de méme o' , p' , A' , les relations connues, s'expriment par les
inégalités suivantes :

() a+ p+Azat +pt o+
(valable pourvu que Pig( /g existe, donc problablement en tous cas), inégalité
qui, pour A = A' = 0O, se réduit & une égalité, valable sous les m@mes hypothé=
ses d'existence :

a+p=al +p 3

d'autre part on a

(%) 20+ pg 2ot 4 pt

234



LES SCHEMAS DE PICARD : PROPRIETES

per 1! argument de Serre, si les Xs sont séparables (sans mdme supposer 1'exis-

tence de Picy /S ), ou si les  Picy /s (noyaux de ¢~ dens le foncteur de
Picard) sont se}_)ares sur S (compte teru qu'ils sont étales sur S gréce &
(245))e On aurait tendance é conjecturer que (*) est une égalité en tous cas, ou
du moins si les X, sont séparables, et qu'on a des inégalités

(€22 agal, Az A

qui devraient 8tre valables chaque fois qu'on a un préschéma en groupes, loca-
lement de type fini sur S localement noethérien, dans lequel la dimension des
fibres est constante (voir (1.3) pour un résultat positif dans cette direction).

Remargue 249« ~ Dans tous les cas connus, Pig;g /s est universellement ouvert
sur S , mais il ne faut sans doute pas s'en autoriser pour des illusions excese

sives, mdme si f3: X -5 est simple ; en tous cas, MUMFORD a construit un
exemple (il est vrai avec S hon réduit, en fait S spectre d'un anneau arti-
nien) ou f_i_c_;é/s n'est pas plat sur S , en faisant varier infinitésimalement
la su.rface de Igusas Le point envisagé par MUMFORD se trouve d!ailleurs dans
——°-X/S s et il reste poss:Lble (pour £: X -8 simple) que -21-93{/3 soit plat
sur S aux points de __c,x /s 3 3 le conférencier doute cependant qu'il en soit
toujours ainsi, m2me en se restreignant aux points de E-C-X/S et en supposant
que S est le spectre d'un anneau de valuation discréte. La question est
d*ailleurs lide & 1'étude des points fixes d'un schéma abélien sous un groupe
fini 4'automorphismes, situation pour laquelle on semble manquer d'exemplese

Il semblerait que mdme en se bornant & f: X -8 simple et projectif, les
résultats de régularité locale sur Pi g énoricés dans le présent numéro, et
les conjectures signalées dans (2.8), épuisent & peu prés ce qu'on peut dire a

ce sujet sans hypothéses plus particuliéres sur la nature des fibres de f « Rap=
pelons cepandant que, si les fibres géométriques de Pic, g sont réduites et sans
composante additive, alors il résulte de (1e8) et de (2.5) que :PEX/S est sime
ple sur S en les points de El—c-X/S lorsque S est réduit ; ce résultat vaut
mme, si £f3 XS est normal, sans hypothése sur S , comme nous verrons
dans (3.5). Signalons & ce propos 3

PROPOSITION 2.10.

(1) si Dicy /s est simple (respe plat) sur S en les points de la section
unité, il 1'est en tous les points de P:Lg:_X /s » €t en les points de toute section

de Pl&(/s sur S .

235



A. GROTHENDIECK

(i1) Soit s e€ S tel que HZ(XS s O ) = 0, alors il existe un voisinage
s
ouvert U de s tel que Picy /SIU soit simple sur U .

(iii) Soit X un schéma propre sur un corps, alors on a

din Plog s < din H(X, &)

1'égalité ayant lieu si et seulement si Picy 1z est simple sur k ; c'est
toujours le cas si k est de caractéristique mulle.

(i) résulte de (245) et (1.12), (ii) du critére infinitésimal pour les morphis=
mes simples et d'un calcul d'obstructions bien conmu, compte tenu que (par le
Whéoréme de semimcontinuité") 1'hypothése faite en s sera encore vérifide aux
points voiainse Enfin (iii) résulte du fait que Hl(X ’ OX) est isomorphe a
1'espace tangent de Zariski en 1'élément neutre de ﬁ—(\?(/k 3 la derniére asser-
tion est un cas particulier d'un théoréme de CARTIER, disant qu'un "groupe formel"
en caractéristique O est formellement simple sur k .

3¢ Le gous—schéma sbélien canonique de Picy /s et schéma d'Albaneses

PROPOSITION 3els - Soient k un corps, G un schéma en groupes de type fini
sur k , commutatif et "sans composante additive. Alors G:_é q est séparable
sur k , et par suite c'est un sous-schéma en groupes simple sur Xk e

La chose étant triviale si k est parfait, en particulier pour G_, o X
est la cl®ture algébrique de k , il suffit de voir que (G_;) réd provient d'un
sous-schéma de G « Or 1l'hypothése sur G_ (pas de composante additive) résulte

facilement qu'il existe un entier m tel que (G;)r & soit 1'image "schématique"
de 1'homomorphisme de puissance m-iéme dans G_ o Comme ce dernier homomorphisme

provient de 1'homomorphisme analogue pour G , 1'image schématique de ce dernier

répond & la questione

COROLLAIRE 3+2+ - Soit X un schéma normel et propre sur k tel que _P_igx/k

existe, elors il existe un sous-schéma abélien A de H°x/k dont 1'ensemble
sous-jacent est Pic;O{ /i *

En effet, en vertu de (2.1), (ii), Picg /x étant propre sur k satisfait a
la condition de (3e1)e
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Le résultat précédent montre donc que, dans certains cas, la classique
hvariété de Picard" (qui serait notéde (Pic )°,. dans la théorie actuelle)
_X/E réd

"est définie sur k ", sans supposer le corps k parfaite

Soit maintenant f : X » S un achéma relatif propre et plat, avec

% 3 i‘*(Ox) pour simplifier, tel que _Pl._c_:_x/s existe et que Pig_}og /s Solt pro-

pre sur S « Nous supposerons de plus pour (3e3), (ii) qu'il existe un ouvert de
Pic contenant Pig,oc /s qui soit quasi-projectif sur S ; cette condition est

vérifide, on 1'a vu, si f est projectir et & fibres géométriques séparables
et irréductibless Rappelons qu'on appelle schéma abélien sur S wun schéma en

groupes sur S , propre et simple sur S , & fibres géométriques connexes. Nous
nous proposons d'examiner s'il existe un sous-schema en groupes A de .Pﬁx /5

qui soit un schéma abélien et dont 1l'ensemble sous-jacent soit _lii_cx/s e On vient
de voir qu'il en existe toujours si S est le spectre d'un corpse. Voici ce

qu'on sait dire dans le cas général envisagé ici

THéQRﬁME 3e3e¢ = Sous les conditions précédentes :

(i) S'il existe un sous-schéma abélien de EK /s dont 1l!'ensemble sous-~jacent.
so0it P::.cx /S s il est unique. Sa formation est par suite compatible avec les

changements de basee

(ii) Pour qu'il existe un tel sous-schéma abélien, il suffit qu'il en existe

aprés tout changement de base S'~+ S, od S' est artinien local ; si S est

le spectre d'un anneau local, il suSfit mme de tester avec les S!' = Spec(An) ’
A/m o _S_l' S est réduit, il suffit egg.lement de tester avec les chane

gements de base S'-+ S, o S' est le spectre d'un anneau de valuation discréte,

(complet & corps résidue] algébriquement clos si on y tient)e

(ii1) Supposons que A existe, ot soit B = Alb°(X/S) le schéma abélien dual,
(ie ee B = Pic° g [7]) Alors on peut construire canoniquement un espace prine
cipal homogene P = Alb (X/S) sous B, ot un S-morphisme X » P qui soit uni-
versel pour les S-morphismes de X dans des schémas para-abéliens (i. e. des
espaces principaux homogénes sous des schémas abéliens). La formation de
AO(X/S) , ubl(x/s) et Xo Albl(X/S) commute au changement de basos

Esquissons la démonstration 3

(i) est une propriété de rigidité générale pour les sous-schémas abéliens des
schémas en groupes commutatifs, si deux tels sous-schémas cofncident ensemblise
tement en un point s € S, ils cofncident au-dessus de toute la composante
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connexe de s [7]« (Ce résultet généralise un classique théoréme de CHOW.)

(ii) Utilisant les schémas de Hilbert, on voit que le foncteur qui, & tout S!
sur S , associe l'ensemble (réduit & 1 ou O éléments) des sous-schémas ebéliens
canoniques de (ilgx/s) xg S' est représentable par un schéms de type fini T
sur S « En vertu de (i), T 55 est un monomorphisme, et en vertu de (3.2) il
est surjectifs Dire qu'il existe un sous-schéma sbélien canonique de Eiﬁ( /3
signifie que T a une section sur S s ou encore que T -+ S est un isomorphisme.
Cegi équivaut aussi & dire que T -5 est, étale, ousdans le cas ai S est
réduit,que T + 8 est propre.D'oy aussitdt (ii).

(iii) Utilisant simplement la définition de Picy /g » on constate que, pour
tout schéma abélien C sur S, la donnée d'un S-morphisme de X dans un
espace principal homogéne sous C , équivaut & la donnée d'un homomorphisme de
groupes C' 5 -P—i-c-X/S » ot C' est le schéma abélien dual de C « Or si le sous-
schéma abélien canonique 4 de icx/s existe, ces homomorphismes se factori-
sent nécessairement par A (comme on peut voir encore en utilisant les points
d'ordre fini)e D'ol aussitdt (iii).

Remarques 3.4s ~ Nous noterons _ﬁi_c_:jé?s le sous-schéma abélien canonique de
EEX/S » 8'il existe. Ce n'est malheureusement pas toujours le cas, comme on peut
voir en faisanb varier infinitésimalement la surface de Igusa (par la déformation
modulaire du premier ordre)e Il est cepandant possible que E;;S existe du
moinsg si S est réduit, ou ce qui revient au mBme d'aprés (ii), si S est le
spectre d'un anneau de valuation discrétee Soient alors X, s X; la fibre spéciale
et générique de X , ot soit 4 = Ei_c_xl /K1 s o K est le corps des fractions

de 1'anneau de valuation V « En vertu de KOIZUMI, il existe un schéma abélien
A sur S, essentiellement unique, dont la fibre générale est 4; , et on voit
aisément comme dans (2.1), (i) (supposant désormais X simple sur S ) que le

morphisme identique de A1 se prolonge en un morphisme

A - Pj.&( /S 3
D'oli un homomorphisme
(%) Ao - H&O(Z/k ’

dont on montre facilement que c'est un homomorphisme surjectif & noyau un
p-~groupe fini, ol p est 1l'exposant caractéristique du corps rédiduel k
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(toujours par utilisation des points d'ordre fini)e Ceci posé, les conditions
suivantes sur X/S sont équivalentes :

ae L'homomorphisme précédent (*) est un isomorphisme (ce que SHIMURA exprimerait
en disant que la formation de la "variété de Picard! est "compatible avec spé-
cialisations").

. 00 X .

be Picy /5 existe (alors il ne sera autre que 4 ).

ce (Pour mémoire) les Pi%c’(:/S existente

D'aprés la remarque qu'on a faite sur le noyau de (%), la condition (a) est
satisfaite si la caractéristique résiduelle est nulle, mais ce résultat sera géné-
ralisé notablement (345).

Bien entendu, si P:'Lcx /s est simple sur S aux points de Pic;z/s s alors ce
dernier est ouvert dans Picy /o (cfe (1a7).) et par suite, muni de la structure
induite, c'est un sous-schéma abélien de Pj.&{ /s » donc égal 2a Pic;z78 qui existe
dans ce case Mais on a bien mieux s

/’ [N
THEGREME 3e5¢ = Sous les conditions de (3.3), soit s €S tel que Pis’-Xs/k(s)
soit simple sur k(s) , (ou ce qui revient gu mlme, dim Picy /k(s) = dim HI(XS 2 )
s s

Alors il existe un voisinage ouvert U de s tel que PJ'.(:X /s soit simple sur

S en les points de Picg/SIU » Qui_est donc un sous-schéma abélien ouvert dans
: e % .00 .
Picy /SIU « A fortiori, P.Lcy'U/U existes

Indiquons le principe de la démonstrations Ce qui précéde nous raméne au cas
oi S est le spectre d'un anneau artinien local A, et on raisonne par récur-
rence sur l'ordre infinitésimal de A « On peut donc supposer P:lc; n/A simple

n

s . 0 .
sur An s ¢t se borner & prouver que P:LcKm.1 /An-u-l est simple sur An-n-l ¢« On
constate qu'il suffit pour ceci de construire un schéma abélien Pn+ ; sar Am- 1

) . .
qui prolonge P = Plcy n/An s et en méme temps un Module inversible £o,1 SUr

Xn+1 x Am-l Pm- 1 Qui prolonge le Module inversible f’n sur Xn x An Pn qui intere

vient dans la définition du schéma de Picard Pi&( n/A comme solution d'un pro=
n
bléme universels (Ne Be = Nous pouvons supposer que X est muni d'une section
sur S ees) Pour faire la construction, on doit utiliser le résultat-clef suivant ¢
tout schéuma abélien défini sur un quotient d'anneau local artinien peut se pro=

longer (en d'autres termes, le "schéma formel des Modules" absolu ([31, 1I1.) pour
un schéma abélien sur un corps algébriquement clos, est simple sur 1'anneau des
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vecteurs de Witt sur k ) ; ce résultat lui-mBme s'obtient en utilisant les pro=
priétés formelles générales de 1'obstruction & relever, et les opérations du
groupes Ge résultat admis, on commence par prolonger Pn n' importe comment en
F41 s on rencontre alors une obstruction & relever £ , obstruction qui se

ml/mm

trouve dans un HZ(Xo x Po » & ><P) & v (d V=m 2 ), et mdme dans

1
le sous-espace H (Xo » ox ) e Hl(Po ’ OPo) &) V (compte tenu que la restriction

de SS aux deux facteurs X et Pn est triviale). Or ce dernier espace n'est
autre que H (P ’ gPo /k) ® V s OU gPo /k est le faisceau tangent a Po/k s

donc c'est aussi 1l'espace qui exprime 1'indétermination qu'il y avait dans le re=-

lévement de P a B, ([3], II)s Par suite, on peut corriger ce reldvement
(d'une et d'une seule fagon comme il se doit) de fagon & tuer 1'obstruction &

relever S‘.’,n .

1
COROLLAIRE 3e6e ~ Sous les conditions de (3.5), R f*(ox) est un Module loca~
lement libre swr S au voisinage de s , et sa formation commute au changement

de bases

Ce Module n'est autre en effet que le Module tangent a E—ig-X/S le long de la

section unitée

Remarque 3e7s = Utilisant le mdme argument que pour (3.5), on peut montrer que
si S! est un sous-schéma de S défini par un Idéal cohérent nilpotent, et si
on suppose seulement que Pic;;, /st existe et est & fibres simples, alors _1:1'_0:1? /s
existe nécessairement et est un schéma abélien sur S « Cela permet de construire
des schémas de Picard dans certains cas malgré 1'absence d'hypothése projective
par exemple le schéma abélien dual d'un schéma abélien sur un anneau artinien
existe toujourse D'autre part, utilisant (346) dans le cas ou X est un schéma
abélien sur S , et utilisant la structure connue de H (X , OX ) comme algébre

extérieure sur HL(X » q( ) (R(BENLICHT-SERRE) s on trouve que pou.r tout i,

R £ (OX) est localement libre, et de fagon précise isomorphe & la puissance
extérieure i-iéme de Rl £ (O}() .

Remarque 3.8+ = Dans le cas d'un morphisme projectif simple f : X-8, S
réduit et & caractéristiques résiduelles nulles, le résultat (3+6) était connu
par voie transcendante, comme conséquence de la théorie de HODGE. En fait, tous
les RP f*(g_g/s) sont slors localement librese. On a des contre-exemples par contre
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1 Y R
dans le cas 4'inégales caractéristiques pcur " R f*((')x) localement libre®, a
1'aide des variétés de SERRE ([8], p. 50)e Il semble qu'on n'ait aucun contre=-

exemple en égale caractéristique.

COROLLAIRE 3.8+ - Sous les conditions de (3.5) Pig,.}q ,SIU est simple sur U
en tous les points de Pigf{ /SIU .
On applique (2.10), (i)s En particulier, tenant compte de (2.10), (iii)

COROLLAIRE 3e9. = Supposons S a caractéristiques résiduelles nullese Alors
Pi&t( /s est simple sur S .

Remarque 3¢10. = On en déduit par exemple, si Pic Hey/s est gussi propre sur
S , que le groupe de torsion de Nérone=Severi des fibres géométriques de f reste
constant sur toute composante connexe de S (ce qui est d'ailleurs évident par
voie transcendante lorsque f est simple projectif)s Signalons que 1l'utilise~
tion directe de (2.5) permet de montrer, plus généralement, que, sl _P_igx /s est
propre sur S (par exemple f : X - S simple et projectif) et si q est un
nombre premier distinct des caractéristiquss résiduelles de S , alors la com-
posante g-primaire des groupes de torsion de Néron-Severi des fibres géométriques
de X/S reste constant sur toute composante connexe de S « Il n'en est cepan~
dant plus de m@me en caractéristique p > 0 pour la composante p~primaire de
la torsione I1 reste cependant possible que le rang sur k(s) de

. . 00
f_i_g{s /x( s)/ Plgxos /x(s) = Ty s/k( g) Teste localement constant ; lorsque S est
o

réduit, on peut montrer qu' il revient au méme que &:x;s existe, et que —31( /s
est plat sur S, et il suffit de tester la question pour S spectre d'un anneau
de valuation discrétes C'est ce que j'ai vérifié dans les quelques exemples que
j'al regardés ; mais comme 1'énoncé correspondant avec S artinien est faux

(cfe remarque (2.9) et (3.4)), il ne faut sans doute pas se faire des illusions

excessivese

4e Le théoréme de finitude pour le schéma de Picarde

Soit £: XS un morphisme projectif et plat tel que Pi g existe, alors
la considération des "polynﬁmeo de Hilbert" Qe Q[t] permet de décomposer
—-2}(/8 en somme 4!ouverts Plcx/s Lorsqu'on ne fait pes des hypoth&ses sup=
plémentaires, assurant par exemple que Plcx/s est séparé sur S, il ne sera
pas vral en général que ces ouverts soient de type fini sur S ; on obtient un
contre—~exemple lorsque X est "une conique dégénérant en deux droites". I1 est
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possible qu'il en soit cependant ainsi si f est séparable et & fibresgéométrioueg
irréduc tiblkes. la question est 1ide 3 celle de sevoir si E_g; /s est de type fini
sur S, ce qui est peut-8tre vrai sans aucune hypothése sur les fibres de

X/S « lorsque £: X oS est simple, on note que :Pic_% /5 est contenu dans un
des Eﬁ% /3 (grhce au fait que, sur une variété projective non singuliére,
1'équivalence "de torsion" est plus fine que (en fait ¥identique a¥, d'aprés
MATSUSAKA) 1'équivalence numérique pour les diviseurs), donc est de type fini
sur S si les _Ei_c..)%/s le sonte. Noter que les questions de finitude qu'on vient
de soulever gardent un sens évident sans supposer meme 1'existence de _P_i_c_:_x /s
car elles s'expriment en disant que certaines familles de Modules inversibles
sont Mimitées" au sens de [3], IV : Considérons, pour tout corps algébriquement
clos k , les sous-schémas intégres de _If; s de dimension n et de degré d,
et les Modules inversibles sur de tels préschémas, ayant un polynbme de Hilbert
Q (v ryn,d, Q sont donnés), montrer que la famille de ces Modules
(considérés comme des Modules cohdérents sur les 2; ) est limitée, ie e peut se
paramétrer par un schéma de type fini sur 2 .

Utilisant la méthode de MATSUSAKA [6], une démonstration assez technique
(faisant appel aux "critéres d'équivalence" sous une forme convenable) permet
de répondre par 1'affirmative lorsque on se borne aux sous-variétés non singu~

liéres de .1311; « De fagon plus précise, on obtient le résultat suivant

TI{f}CB‘ENE 4,14 = Soient ¢ X - S un morphisme simple projectif & fibres géo-
métriques connexes, avec S noethérien, OX( 1) un Module trés ample sur X relatif
& S, E une partie de Picy /s 2 correspondant & une famille (S?,i) de Modules

inversibles sur les fibres géométriques X, o de X/s , D,  un diviseur (pas
nécessairement positif) sur X définissanlt £; » ax(zi) £ 4 eee + agi) le
polyntme de Hilbert de &£, , E;lz §; un diviseur définissant (1) , e e
une section hyperplanes Les conditions sont équivalentes @

ae Q est quasi-compact, i. ee contenu dans un ouvert de type fini sur s,
ie ee la famille des (Ei) est limitde.

be E est contenu dans la réunion d'un nombre fini des ensembles PigaQ{ /5
Q €Q[t] , is es 1l'ensemble des polynSmes de Hilbert des £, est fini,

bfe (Si les fibres de X/S ent toutes mdme dimension n )e Les deux coeffi-

cients anil et a.1

2 des polyndmes de Milbert des f’i restent dans un en-

semble finie
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b" (Si les fibres de X/S ont toutes mdme dimension n ). Les entiers
- 2 2 . . . 2 o 2
- 1 D, et . 2 Dy (degrés projectifs de D, et de Dy ) restent majorés.

COROLLAIRE 442 = Soit £ : X -+ S un morphisme simple projectif & fibres géo-
métriques connexes, alors les schémas 112)% /s et _PE; /5 (Q € Q[t]) sont pro-
jectifs sur S .

Comme ils sont de type fini sur S d'aprés (4.1), on peut appliquer (2.4).
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