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Séminaire BOURBAKI Février 1962
14e année, 1961/62, n® 234

THEOREMES DE FINITUDE POUR LA COHOMOLOGIE DES ESPACES COMPLEXES

par Frangois NORGUET

(d'apres Aldo ANDREOTTI et Fans GRAUERT [1] , [2] , [3])

1, Introduction.

Dans [2] , A. ANDREOTTI et H. GRAUERT ont établi des théorémes de finitude pour
la dimension de certains groupes de cohomologie d'un espace analytique complexe
X , & coefficients dans un faisceau analytique cohéent § , l'espace X étent
soumis & une oondition de convexité ou de concavité. Cette condition est exprimée
3 1'aide de fonctions fortement g-convexes "localement induites" par des fonctions
fortement g-convexes et indéfiniment différentiables de Qn (gréce & des plon-
gements locaux de X , n variant évidemment le long de X )+ BElle est de nature
globale, car une condition de nature locale ne serait pas directement adaptée a
la technique standard de preuve des théorémes de finitude (l) .

I1 est vraisemblable qu'on peut s'affranchir de 1l'hypothése de différentiabilité,
et remplacer la condition globale par une condition locale ; la seconde générali~
sation (différentiabilité maintenue) est annoncée dans [2] ; pour g =1 et dans
le cas de la convexité (c'est-a-dire dans le cas de la convexité maxima), les
deux généralisations ont été réalisées simultanément par R. NARASIMHAN [11] (voir
1texposé [14]) ; dans le cas de la concavité, A. ANDREOTTI et H. GRAUERT ont com-
plété dans [3] les résultats de [2] en prouvant, sous une condition locale expri-
mée en termes d'enveloppes holomorphiquement convexes, la finitude de
dim, HC (X , 8 pour tout faisceau analytique cohérent § dépourvu de torsion.

Por contre, il semble difficile d'éviter 1'hypothése "localement induites".
Enfin, 1thypothése de convexité forte (c'est-d-dire conservée par une déformation
nulle hors d'un compact, et petite jusqu'aux dérivées du second ordre) peut sans
doute &tre affaiblie, mais non jusqu'd la simple convexité ; en effet cette der-
niére, qui suffit dans gn , ne suffit déja plus dans une variété.

Plusieurs notions de q-convexité ont été introduites pour la premiére fois, pour
les domaines de C" , par W. ROTHSTEIN [15] (voir llexposé [4]).

Cet exposé est consacré aux théoremes de finitude établis par A. ANDREOTTI et

1 A R .

(7) Les démonstrations du mémoire [7] de H. GRAUERT, précédemment exposées en
[1;2] , ne sont valables que sous les mfmes restrictions, bien que les théorémes énon-
cés soient vrais (cf. une "footnote" de [11]).
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Ho GRAUERT et & leurs applications : annulation de la cohomologie dlun espace a
valeurs dans le faisceau des germes de sections holomorphes dtun fibré vectoriel,
théorémes de dépendance algébrique pour des sections de faisceaux cohérents,
applications & la théorie des fonctions autcmorphese Certains de ces résultats
ont été exposés par H. GRAUERT [8] au Colloque de Lille, et 1fun dleux (théoréme
1 dans le cas de la g-convexité) avait été précédemment annoncé sans démonstra-
tion per L. EHRENPREIS [6] pour les domaines de G .

2+ Conditions de convexité.

DEFINITION 1. - Une fonction ¢ & valeurs réelles, définie dans un domaine
Dc _Qn » sera dite fortement q-conwexe si et seulement si elle est indéfiniment
différentiable et si la forme de E. E. LEVI

2
L) = 3 29 a5 az,
I<ign 3z, 3z, 9
Kjgn ¢
admet en chaque point de D au moins n - q + 1 valeurs propres > 0 . Une fonc~
tion fortement l-convexe sera dite fortement convexe.

Remarques.
i. Cette notion est ainsi définie dans g" pour l<qg<n+ 1 ; pour

1&£q& n, toute fonction fortement gq-convexe dans D est aussi fortement
(@ + 1)~convexe ; en particulier, toute fonction indéfiniment différentieble dans
D est fortement (n + l)-convexe ; pour q > n , nous conviendrons de dire que

toute fonction indéfiniment différentiable dans D est fortement q-convexe.
ii. La définition est invariante par tout changement enalytique de coordonnées.

jii. Soit 1< q &n ; pour gqutune fonction ¢ & valeurs réelles, indéfiniment
différentiable dans D , soit fortement q-convexe au voisinage du point x € D,
il faut et il suffit qu'il existe une application biholomorphe <t d'un domaine
G de Qn-q+1 dens D , telle que lton ait 0 € G et T(0) = x, et que

¢ © T soit fortement convexe dans G .

ive Pour 1g q<<n, une fonction fortement q-convexe dans un domaine Dc Qn
ntadmet aucun maximum relatif dans D .

Ve Soit ¢ une fonction fortement g-convexe dans un ouvert D C Qn 3 pour

ngn, soit G un ouvert de gm » et soit T une application holomorphe de rang
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m (clest-a~dire dont la matrice jacobienne est de rang m en tout point de G )
de G dans D ; alors ¢ o T est fortement g-convexe dans G .

DE'.FD\IITION 2« - Une fonction ¢ a valeurs réelles, définie sur un espace ana-
lytique complexe X , sera dite indéfiniment différentiable (resp. fortement
g~convexe) si et seulement si, pour tou: point xe X , existent un voisinage U
de x , un isomorphisme analytique T de U sur unensemble analytique dans un
domaine D c Qn s €t une fonction Y indéfiniment différentiable (resps fortement
q-convexe) dans D , tels que 1l'on ait ¢ = Y o T » Une fonction fortement 1-

convexe sera dite fortement convexe.

Remarques.

i. Cette définition est justifide par la dernidre remarques Pour q 21 , toute
fonction fortement q-convexe est aussi fortement (q + l)-convexe. Pour
q >dim, X , il n'est pas évident (et je ne sais s'il est vrai) que toute fonction

indéfiniment différentiable sur X soi% fortement g-convexe.e

iie Si U cst un voisinage de x dans X ,-et T un isomorphisme analytique
de U sur un ensemble analytique dans un domaine D de Qn s pour tout germe
P de fonction fortement q-convexe dans X au point x , existe un germe "l"c( %)
de fonction fortement g-convexe dans Qn au point <t(x) , tel que l'on ait

(Px=‘y‘(x)0’60

DEFINITION 3¢ = Un espace analytique complexe sera dit fortement g-convexe
(resp. fortement g-concave) s'il existe un compact K ¢ X et une fonction ¢ &
valeurs réelles (resp. une fonction ¢ >0 A valeurs réelles), continue dans X
et fortement g-convexe dans X - K , telle que, pour tout nombre réel a« (resp.
pour tout nombre réel a >0) , on ait

Xaz{x; xeX, ¢@x <a}ccX (resp. Xazfx; xeX, ¢ >alcX)

Tout espace analytique complexe compact sera dit O-convexe. Tout espace fortement
l-convexe sera dit fortement convexe. Tout espace analytique fortement q-convexe,
pour lequel on peut choisir K = ¢ » sera dit fortement q~complste Enfin un espace
analytique X sera dit fortement concave si et seulement si X est fortement

q-concave et si, en tout point x de X , tout germe de composante irréductible de

X a une dimension >2q+1.

Remarques - Pour tout q > 1 , tout espace fortement q-convexe est aussi forte-
ment (q + 1)-convexe. H. GRAUERT conjecture dans [8] que tout espace analytique
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complexe X ayant une topologie dénombrable est gq-convexe pour tout
q > dim, X ; mfme pour q > dim, X , cela n'est pas évident.

3. Dimension homologique d'un faisceau analytique cohérente

Soit & wun faisceau analytique cohérent sur un espace analytique complexe X 3
pour tout point x e X , soient U un voisinage de x dans X et v un iso-
morphisme analytique de U sur un sous-ensemble analytique E dans un ouvert
G de gn ( n dépendant évidemment de x ) ; soit <(8) 1le faisceau analytique
cohérent sur E , image de § par 1'applicatign T ; soient O 1le faisceau des
germes de fonctions holomorphes dans G , et § le faisceau analytique cohérent
dans G obtepu en étendant <(%) par zéro dans G - E . Soit

P
0->Od

Pa)

p P
-rOd—l—»...,—)Goe $-0

/N
une résolution de § , de longueur minimale, au voisinage de T(x) o
On pose dihxﬁzn—d , et dih 5::'mfdihx3.

xeX
On a toujours dih § >0 , et la définition ne dépend pas des plongements locaux

choisis pour X .

Si on désigne maintenant par O le faisceau des germes de fonctions holo-
morphes sur X , on pose d;'Lhx X = dihx 9, et on a toujours

dih XL dim X .

4. Théoréme général de finitude et spplications (Mémoire [2]).

THE".OR‘EIE ly - Soit X un espace analytique complexe fortement g-convexe (respe

fortement q-concave). Pour tout entier r >q (resps r < dih¥ - Q et

tout faisceau analytique cohérent § sur X , on a

dm, X , < +w o

COROLLATRE le - Soit K un compact de X , et soit ¢ wune fonction & valeurs

réelles (resp. une fonction ¢ >0 & valeurs réelles), continue dans X et

fortement gq-convexe dans X - K , telle que, pour tout nombre réel a (respe

pour tout nombre réel a > 0) , on ait Xa ce X ; alors il existe un nombre réel
. >0 1! ait
a (zesp a )  tel que 1l'on
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Hr(x ;3) zHr(Xa,S)

pour r>2q, a>a (resp. pour r< dih § - q , 0<0L<ao) et pour tout
faisceau analytique cohérent § dans X (Xa ayant la méme signification que

dans la définition 3).

COROLLAIRE 2. - En particulier, si X est fortement g-complet, on a

HE,$) =0

pour r >q et pour tout faisceau analytique cohérent § sur X .

’ \
THEOREME 2. - Soit X un espace analytique complexe sur lequel il existe une

fonction ¢ >0 , fortement q-convexe, telle que 1l'on ait

Xe,a'—'{X; xeX, e<¢(x) <a}ccX

pour_tous nombres réels € >0 et a >0 . Alors, pour tout nombre réel o >0

et tout faisceau analytique cohérent § sur X , l'homomorphisme

H@E,s »0FX-X 3)

o, ?

induit par 1'inclusion de X =~ Xo a dans X est bijectif pour 0L r < dih §=~q,
b4

injectif pour r =dih ¥ -q .

COROLLAIRE 3. - Si X est un espace analytique complexe fortement q-complet,

on a (en cohomologie & supports compacts)

H (X, %) =0

pour 0L r&dih § ~q eb pour tout faisceau analytigue cohérent & swr X o

Remarques ~ Le théoréme 1 et le corollaire 2 sont liés, pour q =1 , & la ré-
solution du probléme de E. E. IEVI pour les espaces analytiques complexes (voir
[73, exposé en [12], ainsi que [10] et enfin [11], exposé en [14]) ; nous n'expo-

serons pas ici ce genre d'applicationse.

&’ \
THEOREME 3. - Soit n: E - X un fibré vectoriel holomorphe, de fibre G , sur

un espace analytique complexe X o Si le fibré dual E* est fortement g~convexe

(resp. fortement q-concave) , il existe un nombre entier ko tel que 1l'on ait

Fx,oe®y) =o
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pour k >/k° et r>q <resE. r<dihX+n-~-gq), E(k) désignant la
puissance tensorielle symétrique k-iéme du fibré E , et QEY’) le faisceau

des germes de sections holomorphes de ce fibré.

Démonstration. - Soit © le faisceau des germes de fonctions holomorphes dans
1'espace analytique complexe B* 5 du théoréme 1 résulte 1'inégalité

dim, B E* , 0) <+

pour r 2q (resps r < dih X + n ~gq) . Mais le développement en série de
Taylor, par rapport aux coordonnées de la fibre, des r~-cochafnes dfun recouvre~
ment de B obtenu en prenant 1'image réciproque par m d'un recouvrement de
X par des ouverts d'holomorphie, définit une filtration de Hr(E* , 0) dont le

gradué associé est isomorphe & la somme directe

r k,
@, oet)y
k
donc seulement un nombre fini de termes de cette somme peuvent &tre non nuls.

5. Preuve du théoréme 1.

Nous indiquerons, seulement dans le cas de la g-convexité, la structure de la

démonstration du théoréme 1, dont les détails sont trés compliquéss

Une méthode standard de preuve pour les théorémes de finitude consiste & utili-
ser le théoréme suivant (ef. [12] et [13]) dégagé d'une démonstration de He GRAUERT
[7] par une méthode généralisant celle de A. GROTHENDIECK [G] :

THEOREME 4. - Sur un espace topologique X localement compact et paracompact ,

soit § un faisceau de Eréchet compact, calculable pour les degrés >1 et <13

soit X' un ouve rt relativement compact et paracompact de X , tel que 1l'ap~

plication canonique de B (X , 5) dans HT (X1 s §) soit surjectives Alors on a

dim H' (X! , 5) < + .

Si X est un espace analytique complexe, et § un faisceau analytique cohérent
sur X , alors § est un faisceau de Fréchet compact et calculable pour tous les
degrés > 1 . Supposons, de plus, X fortement q-convexe ; il existe alors un
compact K ¢ X et une fonction ¢ & valeurs réelles, continue dans X et forte-

ment g-convexe dans X - K , telle que, pour tout nombre réel a , on ait
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X, =1{x; xeX, p(x) <a}ccX .

Soit o, uwn nombre réel tel que ¢ soi., fortement g-convexe dans X - Ya .
o

En utilisant une méthode de H. GRAUERT [7], on montre :

PROPOSITION 1. - Pour tout a > @, existe & >0 tel que 1'homomorphisme

H (X S)—»Hr(Xa,S)

at+e ?

soit surjectif pour r > g .

La démonstration de la proposition 1 repose sur la

PROPOSITION 2. - Tout point x appartenent 3 la frontidre de X, posséde un
systéme fondamental de voisinages U tels que l'on ait, powr r>q 3

H@UnX, ,9 =0 .

Pour q = 1 , la proposition.2 résulte d'un théoréme de E., E. LEVI et KRZOSKA
et du théoréme B de H. CARTAN et J.-P. SERRE (voir [7] et [12]). Powr q 21,
sa démonstration est basée sur le fait suivant : pour chacun des voisinages U
conaidérés, Un X, est analytiquement isomorphe & un ensemble analytique dans
un domaine D de Qn qui est une famille analytique, & q = ! paramétres, de

domaines d*holomorphie de C™ 3%t .

A 1taide de la proposition 1, on montre aisément que 1*homomorphisme
B (X ,5) » H (X, ,9)

est surjectif pour a > o, et r>2q.

De la proposition 1 et du théoréme 4 résulte la propriété de finitude pour X, ,

a savoir :
PROPOSITION 3. - Pour a>a et r3>q,ona
dimEHr(X0,$)<+w .
Il s'agit maintenant d'en déduire :

dimCHr(X,iS)<+oo .
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Pour q =1 , ceci peut €tre réalisé par des méthodes particuliéres de théorie
des fonctions et en utilisant des théorémes préalablement connus (voir [7], [12],
[10], [11] et [14]) ; tandis que pour q 3.1 , la démonstration doit &tre complé-
tement reconstruite, les analogues des théorémes utilisés pour g = 1 n'existant

pas préalablenment.

On introduit un recouvrement convenable U de X par des ouverts d'holomorphie
relativement compacts formant une base dénombrable des ouverts de X ; pour tout
ouvert X' de X , on désigne par uU|X' le recouvrement de X! constitué par

les ouverts du recouvrement U , contenus dans X' ; on démontre alors

PROPOSITION 4. - Pour tout a >a il existe e >0 tel que 1l'image de
z* (uIXw_e y §) dans 7Z¥ (1.:[])(OL , 9 soit dense dans ce dernier espace ( Z° dé-

signant un groupe de cocycles de degré r ) pour r>q -1 .

La démonstration utilise la proposition 3 ; elle est réalisée, comme celle de la

proposition 1, par petits agrandissements successifs de Xa , compte-tenu de la

PROPOSITION 5. -~ Tout point x apparterant & la frontiére de X possede un
systéme fondamental de voisinages U tels que 1'image de vl (ulu ,8) dans

Zr(u|Xan U, 5) soit dense dans ce dernier espace, pour r >q - 1 .

Pour établir la proposition 5, on utilise encore le plongement de U dans un
domaine dtholomorphie de Qn s et de Un Xa dans une famille & q - 1 paramétres
de domaines d'holomorphies

A 1'aide de la proposition 4, on montre aisément que 1l'image de 7t (u, 5)

dans 27 (ulxa s 5 est dense dans ce dernier espace, pour a > a et r>q-~-1.

Des propositions 3 et 4 résulte maintenant

PROPOSITION 6. = Pour tout o > % s il existe e >0 tel que 1'application

H (X

e D o H (X, 9)

soit un isomorphisme pour r > q -

On montre alors que, pour o > o et r >q , 1'homomorphisme

(X, 8 » H (X, , 9)

est bijectif ; de la proposition 3 résulte alors :
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dimCHr(X,$)<+co .

La démonstration du théoréme 'l dans le cas de la q-concavité est analogue,
les propositions fondamentales étemt, bien entendu, modifiées comme il convient ;
les corollaires 1 et 2 s'obtiennent sans difficulté ; la démonstration du théoréme
2 est analogue, en utilisant de la cohomologie & supports convenables ; le corol-

laire 3 est obtenu aisément.

6. Les espaces conceves (Mémoire [3]).

I1 s'agit maintenant d'espaces définis par une condition locale de concavité
exprimée & 1'aide de la notion d'enveloppe holomorphiquement convexe ; la notion
d'espace concave ainsi obtenue est donc plus générale (au moins en apparence) que

celle qui a été précédemment utilisée.

DE‘ZFD\IITION 4. - Soient U un espace analytique complexe, et V une partie de
U ; on appelle enveloppe convexe de V par rapport & U 1'ensemble ﬁU des

points x de U tels que 1l'on ait

£ ] < sup [£() ]
yev

pour toute fonction f holomorphe dans U .

DEF INITION 54 = Soient X un espace analytique complexe, Y un ouvert dans
X ,et x un point de X appartenant & la frontiére de Y ; on dira que Y est
concave (relativement 3 X ) au point x de sa frontiére si et seulement si x
posséde un systéme fondamental de voisinages U dans X tels que x soit point

intérieur de chaque ensemble (U nY; v

Remarque. - La condition ainsi exprimée est que x posséde un systéme fonda-
mental de voisinages U.1 et un systéme fondamental de voisinages Vi c'Ui tels
que, pour toute fonction f holomorphe dans Ui et tout point x!' e Vi , on ait

[f(x)] < sup |£@)] .

yeu inY

DE;FINITION 6. - On dira qu'un espace analytique complexe irréductible est concave
s'ilexiste un ouwvertnanvide Y cc X qui soit concave (relativement 3 X ) en chaque
point de sa frontiére. Un espace analytique complexe X sera dit concave s'il
est constitué d'un nombre fini de composantes irréductibles et si chacune de ses

composantes irréductibles est concave.
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PROPOSITION 7. - Soient X un ensemble snalytique dans un ouvert D de gn ,

Y un ouvert de X , et X, un point de la frontiére de Y relative a3 X , tel

que chaque germe de composante irréductible de X en X soit de dimension

>d > 2 .« Supposons qu'il existe un sous-espace linéaire complexe E de gn y de
dimension > n - d + 2 , contenant X, s et une fonction indéfiniment différen-
tiable ¢ , fortement convexe dans un voisinage V de Xy dans E , telle que

l'on ait

TnV={x; 2eXnV, o@x >px)} .

Alors Y est (relativement & X ) concave au point X, .

Remarque. - Ce critére de concavité, qui relie la concavité définie & 1'aide
de fonctions q-convexes & la concavité déf'inie & 1'aide d'enveloppes holomorphi~

quement convexes, n'est pas utilisé pour établir les théorémes ci-dessous.

Exemples.
ie Tout espace analytique complexe compact est concave.

ii. A. ANDREOTTI et H. GRAUERT ont démontré dans [1] que le quotient du demi-
plan de Siegel par le groupe modulaire de Siepel est concave ; des résultats
exposés ci-dessuus, et établis par A. ANDREOTTI et H. GRAUERT dans [3], on déduit
aisément que le corps des fonctions modulaires de Siegel est un corps de fonctions
algébriques ayant pour degré de transcendance la dimension de 1l'espace de Siegel,
et que toute fonction modulaire est quotient de deux fonctions modulaires holomor-
phes ; ces deux derniéres propriétés avaient été initialement établies comme
conséquences de la compactification de J. SATAKE [16] (voir aussi [17]), puis dé-
montrées de fagon simple par C. L. SIEGEL [18] ; enfin, compte-tenu du corollaire
7 ci-dessous, il suffit de plonger le quotient du demi-plan de Siegel par le
groupe modulaire comme sous-ensemble localement fermé dans un espace projectif
complexe pour établir la possibilité de compactifier ce quotient en une variété
algébrique projective de mfme dimension, ce que J. SATAKE avait démontré par une
construction directe faisant intervenir des résultats profonds de la théorie des
fonctions de plusieurs variables complexes et de la théorie du groupe modulaire.

iii. D'aprds K. B. GRUNDIACH (cf. [1], dernier alinda), des résultats analogues
sont valables pour le groupe modulaire de Sisgel-Hilbert.
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7. Faisceaux analytiques cohérents sans torsions

Dans ce numéro, on considére un espace analytique complexe X , irréductible et
localement irréductible ; on désigne par O (resp. M 1le faisceau des germes
de fonctions holomorphes (resp. méromorphes) dans X , et par § un faisceau
analytique cohérent sur X . Pour tout point x de X , on appelle rang de § en
X 1le nombre entier dimm (s 89 Jll)x ;3 ce nombre ne dépend pas de x ; on l'appelle
X

reang de § dans X . Pour tout point x de X , existent un voisinage U de x

et un nombre entier n >0 +tels que 1l'on ait
5 gy MU v .

Ie quotient de § par son sous-faisceau de torsion est encore un faisceau analy-
tique cohérent ; pour que § soit sans torsion, il faut et il suffit que "?x soit
un Ox-module sans torsion quel que soit x . Si § et 8 sont deux faisceaux
analytiques cohérents sans torsion dans X , le faisceau § ®q 8 peut avoir de

la torsion ; on désignera par $§ go g le quotient de § & ¢ par son sous-faisceai

de torsione.

PROPOSITION 8. - Tout faisceau analytique cohérent sans torsion & de rang n
sur X est localement isomorphe & un sous-faisceau de o . De facon plus précise,

pour tout point x de X , existent un voisinage U de x et une injection

a: S|U-0°U

qui est un isomorphisme hors d'un sous-ensemble analytique E (;é U de U.

,DEEFINITION 7. = On dira qu'une section s de § s'annule au point x & un
ordre >h si, pour tout couple (U, a) , chaque composante de a(s) stannule

by

en X a un ordre 3h°

Soit (s, )1 <igm une suite finie de sections, au-dessus de X , d'un faisceau
analytique cohérent § sans torsion ; ces sections engendrent un sous-faisceau de
$ sans torsion et de rang r < m ; sur tout ouvert U assez petit, elles sont
données par une matrice & m lignes et r colonnes, dont les éléments sont des
fonctions méromorphes dans U ; on vérifie que les déterminants d'ordre r , extraits
de cette matrice, définissant une application méromorphe de U dans la grassmaw
nienne Gm - formée des sous-espaces projectifs de dimension r - 1 de Pm_.1 © .
et que cette application, indépendante du choix de U , est définie pour 1l'espace

X entier ; soit o cette application et soit Xo 1'ouvert partout dense de X
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oi ¢ est holomorphe.

DEFINITION 8. - Nous dirons que les sections considérées sont algébriquement
(respe analytiquement) dépendantes si U(XO) est contenu dans une sous-variété
algébrique de Gm,r de codimension >1 (resp. dans un sous-ensemble maigre
(ctost-a~dire localement contenu dans un ensemble analytique de codimension > 1)
de Gm,r ). Si, au lieu d'un seul faisceau $ , on envisage un nombre fini
(Sj)lSjik de faisceaux, on définit la dépendance de sections au moyen de l'ap-
plication méromorphe produit des applications (cj) 1<k dans le produit des

grassmaniennes correspondantess

8« Théoréme de finitude pour les gspaces concaves.

’ |\
THEOREME 5. - Pour tout faisceau analytijue cohérent & sur un espace analy-

tique coamplexe X localement irréductible et concave, on a

dimy H2(X , $) < + = .
Pour établir ce théoréme, on démontre d'abord :

IEMME FONDAMENTAL. -~ Soit $§ un faisceau analytique cohérent seans torsion sur

un espace analytique complexe concave X irréductible et localement irréductible ;

alors il existe un ensemble fini (xi) 1<i<p de points de X et un nombre entier

h tels que toute section de & qui s'annule en ces points & un ordre >h est

nécessairement nulle.

La démonstration du lemme utilise une extension du lemme de Schwartz aux ensem—

bles analytiques ; du lemme, il résulte immédiatement que 1'homomorphisme naturel

e, - B o st
1<igp i

(ou m désigne 1'idéal maximal de O, n le rangde § , et ob 1texposant

[&]

n est le symbole d'une somme directe) est injectif, ce qui démontre le théoreme

Se

COROLLAIRE 4. - Si (SJ) 1<5<k est un ensemble fini de faisceaux analytiques

cohérents sans torsion sur un espace analytique complexe concave X localement

irréductible, et si on pose
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1gjsk

(ot 1'exposant entier aj est le symbole d'une puissance tensorielle privée de

torsion) , on a la majoration

a,
n,9) x (poljnbme de degré dim, X en Z ¢, a)e
i Y = ISSEE

ding X , 9 < (.

(ou nj désigne le rang de 33. et cj est une constante >0 qui dépend de
llespace X et du faisceau SJ. )e

Application. - Si (Dj) 1<j<k est un ensemble fini de diviseurs dans un espace
analytique complexe concave "X localement irréductible , la dimension du systéme

lindaire | 2 a,D,| (oh a, est un nombre entier >0 ) est majorée par un
polynbme de degré dim, X par rapport sux % » 1£j&Lk.

9. Théorémes de dépendance algébrique pour les espaces concavess

s N
THEOREME 6. - Soient 33. y 17k et § des faisceaux analytiques cohérents

sans torsion sur un espace analytique complexe X localement irréductible et

concave. Pour chacun de ces faisceaux, considérons un nombre fini de sections au

moins égal au rang du faisceau considérée. Supposons que l'ensemble des sections

des 53. ainsi considérées soient analytiquement indépendantes mais que l'ensemble

a

des sections des &, et de § considérées soient analybiquement dépendantes.

Alors ces sections sont algébriquement dépendantes.

La démonstration de ce théoréme utilise les résultats précédents ; on en déduit

maintenant

COROLLAIRE 5. - Des fonctions méromorphes analytiquement dépendantes sur un

espace analytique complexe X localement irréductible, irréductible et concave

sont aussi algébriquement dépendantes. Le corps des fonctions méromorphes sur X

a donc un degré de transcendance < d:i.mC X .51 X est normal, le corps des fonc-

tions méromorphes sur X est isomorphe & une extension algébrique simple d'un

corps de fonctions rationnelles en 4 < dimC X indéterminées.

COROLLAIRE 6. - Pour tout faisceau localement libre & de rang un sur un espace

analytique complexe X localement irréductible, irréductible, concave et normal,

considérons 1'anneau gradué
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A = U B,
0sh<iw
(o l'exposant h indique une puissance tensorielle) et son corps de fractions
Q(F) . Ltanneau A(%) est intégralement clos dans Q(%) ; Q(5) est isomorphe i
un corps de fonctions algébriques en d < dimc X variables et il est algébrique~

ment clos dens le corps des fonctions méromorphes sur X o Si le degré de trans-

cendance de Q () égale d:i.mC X , toute fonction méromorphe sur X s'écrit comme

quotient de deux sections d'une puissance convenable éq de §.

COROLLAIRE 7. - Soit X un espace analytique complexe irréductible, localement

irréductible et concave, plongé comme sous-ensemble localement fermé dans un espace

projectif complexe ; alors X est contena dans une variété algébrique irréducti-~

ble de méme dimension.

Démonstration. - Soit V 1la plus petite variété algébrique contenant X ; V
est irréductible, et on a dim, v > dim, X o Mais, K et M désignant respecti-
vement les corps de fonctions rationnelles sur V et de fonctions méromorphes sur
X, o0na dn‘_mc V = degré de transcendance de K < degré de transcendance de
MSdimCX.ﬁonc on a dimcvzdimCX.

Remarque. - Nous avons déja indiqué, dans les exemples du n® 6, l'utilisation
de ces résultats dans la théorie des fonctions automorphes ; en fait, avant le
mémoire [3], A. ANDREOTTI et G. GRAUERT avaient dans [1] établi et appliqué aux

fonctions modulaires de Siegel le résultat suivant.

Si £l s eeey fm sont m fonctions automorphes algébriquement indépendantes
dens un domaine D de gm , relativement & un groupe G concave d'automorphis-
mes analytiques de D , le corps des fonctions automorphes dans D est une ex~
tension algébrique finie du corps des fractions rationnelles, & coefficients

complexes, par rapport aux fi , LLigm,

Pour la définition d'un groupe G concave d’automorphismes de D , voir [1] ;
notons seulement que G n'est pas supposé proprement discontinu, condition sous
laquelle Heo CARTAN [5] a démontré l'existence dfun espace analytique normal
quotient D/G .
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