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Séminaire BOURBAKI Mad
13e année, 19%60/61, n°® 221 ai 1961

TECHNIQUES DE CONSTRUCTION ET THOREMES D'EXISTENCE EN GEOMETRIE ALGEBRIQUE
IV : LES SCHEMAS DE HILBERT

par Alexander GROTHENDIECK

INTRODUCTION, = Les techniques exposées dans [2], I et II, étaient pour l'essentiel
indépendantes de toute hypothése projective sur les schémas envisagés. Malheureu=
sement, elles ne permettent pas 2 1'heure actuelle de résoudre les problémes d'exis-
tence posés dans 1'exposé II de [2]. Dans le présent exposé et le suivant, nous
allons résoudre ces problémes moyennant des hypothéses projectives. Les techniques
employées sont typiquement projectives, et ne font pratiquement pas usage des ré-
sultats de I et II de [ZJ-Ici, nous allons construire les "schémas de Hilbert!" des-
tinés a remplacer l'utilisation des coordonnées de Chow, comme il a été dit dans
[2], II, n°® 2. Dans l'exposé suivant, la théorie de passage au quotient dans les
schémas développée dans III, jointe a la théorie des schémas de Hilbert, nous per-
mettra par exemple de construire les schémas de Picard (définis dans [2], II, n® 3)

sous des conditions assez générales.

En résumé, on peut dire qu'on dispose maintenant d'une technique de constructions
projectives 2 peu prés satisfaisante, sauf qu'il manque encore (x)un thioréme db passage
au quotient par des groupes tels que le groupe projectif, opérant "sans points fixes',
(ef. [2], III, n® 8), La situation semble méme un peu meilleure en géométrie ana-
lytique (lorsqu'on s'y borne a 1l'étude des espaces analytiques "projectifs" sur un
espace analytique domné) , car pour les espaces analytiques la difficulté de pas-
sage au quotient par un groupe opérant joliment disparait. Par ailleurs, en géomé=
trie algébrique comme en .géométrie analytique, il resterait 2 mettre au point une

technique de construction valable sans hypothéses projectivess

1, Familles limitées de faisceaux ¢ propriétés de permanence.

Soient k un corps, et X un k-préschéma, de type fini pour simplifier. Pour
toute extension K/k , on en déduit donc un Ke-préschéma L =Xe K. S1 § est
un faisceau cohérent sur XK set si K', est une extension de X , alors & ®y XK'= K
est un faisceau quasi-cohérent sur 4 ®y Kl = XK' e Oeci dity si K et K' sont
deux extensions quelconques de k , % un faisceau quasi-cohérent sur Xk ot &

(*) Voir 1'additif 3 la fin de 1'exposé.
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A. GROTHENDIECK

un faisceau quasi-cohérent sur XK' s on dira que ¥ et & sont équivalents s'il
existe des K-homomorphismes de K , K' dans une méme extension K" de k , tels
que Sk" et ﬁk, soient isomorphes sur XK" o C'est 12 une relation d'équivalence,
et on s'intéressera & des classes d'équivalence de faisceaux pour cette relation,

et des ensembles de classes d'équivalence. Notons que ci Xo est de type fini sur
k , alors toute classe de faisceaux cohérents peut 8tre définie par un faisceau co=
hérent sur un XK » o K est une extension de type fini de k .+ On peut alors,
dans la définition des classes de faisceaux cohérents, se borner aux extensions

algébriquement closes de k , et on peut aussi se limiter 2 une extension algébrique=

ment close fixée € de k , de degré de transcendance infini, deux faisceaux cohé-
rents § et F sur XQ étant équivalents si et seulement s'il existe un K-auto=-
morphisme o de Q, tel que oy (@, o) soit isomorphe &2 $' . On constate qu'il
y a correspondance biunivoque entre les classes de faisceaux cohérents pour 1'une

ou l'autre définition.

Soient E , E' deux ensembles de classes de faisceaux cohérents sur X . Consi-
dérons les classes de bous les faisceaux de la forme $@ &' , ob § et §' sont
des faisceaux cohérents sur un EéEE XK » la classe de § étant dans E et celle
de S' dans E! . On trouve ainsi un ensemble de classes de faisceaux cohérents,
qu'on notera E® E' . On définit de méme les JTor, (E, E') , etc. De fagon géné-
rale, 2 toute fonction U , associant & toute suite 81 ) eee y Sn de n faisceaux
cohérents sur un méme Xy un ensemble u(sl s ooy Sh) de faisceaux cohérents
sur X, et ayant une propriété évidente de compatibilité avec les isomorphismes
de faisceaux et les images inverses par changement de basé, on associe une fonction,
notée par le méme symbdle U , associant & toute suite de n ensemble E1 ) ese y En
de classes de faisceaux cohérents, un ensemble u(E1 9 ese y En) de classes de

faisceaux cohérents.

Notre but dans ce numéro est de donner une définition de certains ensembles de
classes de faisceaux, qualifiés de limités, et de montrer que les opérations U les
plus courantes, appliquées & des ensembles limités, donnent encore des ensembles
limitése

Soit X wun préschéma de type fini sur S noethérien. Pour tout s € S, la fibre
¥, est un préschéma de type fini sur k(s) , et nous considérerons des classes de
faisceaux cohérents sur %, , au sens précédents Cela donne un sens a la locution @
classe de faisceaux cohérents sur une fibre de X/S , et les locutions analoguese
De méme, procédant séparément sur chaque fibre, on peut encore considérer des opé-

rations telles que E @ E' etc. faisant correspondre 2 des systemes d'ensembles de
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LES SCHEMAS DE HILBERT

classes de faisceaux cohérents sur les fibres de X/S , un autre ensemble de clas=-

ses de faisceaux cohérents sur les fibres de X/S

DﬁF‘IN.[TION l1els = Boit E un ensemble de classes de faisceaux cohérents sur les
fibres de X/S o On dit que E est limité, s'il existe un préschéma S' de type
fini sur S , et un faisceau cohérent &' sur X' =X *xg S' , tel que E soit
contenu dans l'ensemblé des classes de faisceaux sur les fibres de X/S défini

par 3 .
Co dernier, par définition, fait correspondre 2 un s € S les classes des fais-
ceaux F' &g k(s') , o s' parceurt les points de S' au-dessus de s (de sorte

que, k(s') est une extension de k(s) , et X@® (Xs)k(s') s'identifie & la fibre
Xt 08' k(st) = X;, de X' en 8' ). On peut dire que les familles limitées sont

celles qui sont contenues dans une famille aljgébrique do faisceaux cohérents, para-

métréde par un S' de type fini sur S .

Une réunion finie de familles limitées est limitée (prendre le préschéma somme
des préschémas de paramétres Si définissant les familles algébriques majorantes).
Un changement de base T - S transforme une famille limitée relative a X/S en
une famille limitée relative 2a XT/I‘ s et la réciproque est vraie si T > S est
surjectif (ou plus généralement, si son image contient les s qui interviennent
effectivement dans la famille donnée E pour X/S )e Cela ramdne théoriquement
la détermination des familles limitées au cas o S est le spectre d'une algébre

de type fini sur 1'anneau des entiers Z .

Si E et E'!' sont des familles limitées de classes de faisceaux relatives &
X/s , alors E @ E' est également limité : en offet, si E et E!' sont majorés
respectivement par les familles algébriques définies par des T +S et F sur
Xp s T' > S et F' sur Xm s on voit que E ® E' est majoré par la famille al-
gébrique définie par T! =T g T' 55 et le faisceau F" sur XT" produit ten-
soriel des images inverses de & et &' sur Xpy o Ce raisonnement n'est correct
que parce que le foncteur §® 3 en §, &' est exact i droite, donc commute
3 1l'extension de la base (et en particulier au passage aux fibres). I1 n'est pas
applicable tel quel aux opérations locales telles que Tor, (E,E), Hm (E, E'),
«EJA’CEE (E , E') . On peut cependant montrer que ces opérations transforment encore
ensembles limités en ensembles limités, on procédant comme pour E ® E' , mais en
utilisant en plus des résultats du type suivant (tous contenus dans [3], IV, 6.11)
unc famille limitée E est toujours majorée par une famille algébrique définie par
un faisceau cohérent $ sur un XT (T de type fini sur S ) qui est plat rela-

tivement 2 T o (On "coupe au morceaux" 1l'espace des paramétres initial). De telles
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A. GROTHENDIECK

propriétés de platitude sur des faisceaux convenables assurent en effet la commu~
tation d'opérations telles que .\22,51 (5 , 5') au changement de base quelconque.
La méme méthode s'applique pour des opérations de nature globale : images directes
et images directes dérivées de faisceaux cohérents par des morphismes propres,

Ext globaux relatifs 2 des morphismes propres (cf. [5], III, § 6), etc., toutes
ces opérations transforment des familles limitées de faisceaux en familles limitées
de faisceaux (N. B. - Ioi les préschémas sur lesquels on prend les divers faisceaux

peuvent changer par les opérations du type envisagé).

Les deux énoncés qui suivent se démontrent e sscntielle ment par la méme techni-
que de platitude ; pour la décomposition primaire sur les fibres d'un morphisme de

type fini, voir en particulier [5], IV.

PROPOSITION 1.2, = Soient E , E! des ensembles limités de classes de faisceaux
sur les fibres de X/S , X étant supposé propre sur S « Alors ¢

(i) La famille des noyaux, conoyaux, images d'homomorphismes & - &' , od la
classe de § est dans E et celle de ' dans B' , est limitée.

¢11) La famille des faisceaux S" extensions d'un § par un F' , ol la classe
de § est dans E et celle de &' dans E', est limitées

Moyennant un changement de base convenable, on peut supposer E et E' définis
respectivement par un faisceau cohérent @ et §' sur un XT/I‘ 5 T de type fini
sur S « De plus, on paut supposer satisfaites certaines hypothéses de platitude,

impliquant que la formation du faisceau fT(Homs (8, 9')) et Extlt.T (¢, 9")

comnute au changement de base pour un morphisme quelconque T' - T o De plus, on

peut supposer les faisceaux cohérents précédents sur T localement libres. Soient

alors TO et Tl les fibrés vectoriels sur T dont les faisceaux de germes de

sections sent respectivement les faisceaux précédents. On définit alors canonique-

ment un homomorphisme 9T - 9.{. de faisceaux cohérents sur XT y et une exten=-
) o

sion °

t
0 —)QT - 9" -—)9,1, -+ 0
1 1
de faisceaux cohérents sur Xp s ayant une propriété universelle évidentes Ce
1

deuxi®me faisceau définit une famille algébrique qui majore la famille envisagée

dans (ii)e. I1 en est de méme pour les moyauy conoyau et image de 1'homomorphisme
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LES SCHEMAS DE HILBERT

précédent, dont la considération établit (i) (pourvu qu'on suppose le conoyau plat
relativement a To » auquel cas on se raméne encore en découpant To en mor=-

ceaux coo)o

PROPOSITION 1.3. - Soit E une famille limitée de classe de faisceaux sur les
fibres de X/S . Alors les classes des faisceaux structuraux des (supp )re' 4
ot § est un faisceau cohérent sur un XK » avec K algébriquement clos, dont
la classe est dans E , forment une famille limitée.

Ici, (supp § )réd désigne le support de $ , muni de la structure réduite
induite, 1. e« son faisceau structural est le quotient de OX‘K par le plus grand

faisceau d'idéaux définissant supp § « On peut prouver le résultat analogue 2
(1+3) pour les faisceaux déduits canoniquement de § par la théorie de la décom=
posttion primaire, par exemple les t‘:’/ﬁ?i s ol les 31 sont les sous-faisceaux de
§+ primaires pour les composantes du support de & , minimaux pour cette propriété ;
ou les © @\.’ oi p est un faisceau d'idéaux premier associé 2 F , ou les

6, /q, 00 q ostun faisceau d'idéaux primaire associé & une composante du support
L ad

de” §, (le corps de référence étant algébriquement clos).

2, Familles limitées et polyndme de Hilbert.

Dans la suite, nous supposons que X est projectif sur S , muni d'un faisceau
trés ample, noté Gx(l) » Pour toute extension K d'une extension résiduelle k(s)
d'un point s de S, on considére sur XK le faisceau OXK(l) correspondant,

qui sera encore trés ample.

A tout faisceau cohérent § sur X s on associé la fonction

Ps(n) = caractéristique d'Euler-Poincaré de F(n) sur X

qui est un polyndme en 1l'entier n , appelé polyndme de Hilbert de & . Pour les
grandes valeurs de n , P(n) n'est autre chose que la dimension de H°(xK s 5(n))
sur K , puisque les Hj'()(K s 5(n)) sont nuls pour 4 >0 et n grand.

Si maintenant & est un faisceau cohérent sur X , plat par rapport & S, alors
les polyndmes de Hilbert des faisceaux Ss induits sur les fibres XS relatifs
3 une méme composante conhexe de S , sont tous égaux [5], III, § 7. I1 en résulte
(sans hypothése de platitude) que 1'ensemble des polyndmes de Hilbert des faisw
ceaux 558 sy 8 €S, est fini pour tout faisceau cohérent § sur X «
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A. GROTHENDIECK

Rappelons d'autre part que si § est un faisceau cohérent sur X , il est iso-
morphe & un faisceau quotient d'un faisceau OX(- n)N s pour n , N assez grands.
Donec les faisceau Ss induits sur les fibres sont également quotients du faisceau

O(- n) sur la fibre.

De ces deux remarques, on déduit la partle "il faut" du théoréme suivant

THEOREME 2.1+ = Soit X projectif sur S nosthérien, 0,(1) trés ample sur X
relativement 3 S « Soit E un ensemble de classes de faisceaux sur les fibres de

X/s « Pour que E soit limité, il faut qu'il satisfasse les conditions suivantes @

(a) I1 oxiste un faisceau cohérent £ sur X (qu'on peut supposer de la forme

OX(- n)N ) tel que E  soit contenu dans la famille des classes de faisccaux cohde

rents quotients de faisceaux de la forme SK .

des faisceaux & dont la ctlasse est dans E ,

(b) Les polyndmes de Hilbert P

sont éléments d'un méme ensemble fini de polyndmes.

Il peste a prouver le "il suffit", qui sera un cas particulier d'un résultat plus
précis. Pour tout Module cohérent § sur un préschéma de type fini sur un corps K R
et tout entier r , soit Nr le sous-Module de § dont les sections sur un ouvert
sont les sections de § sur cet ouvert dont le support est de dimension < r . On
a donc Nr =% pour r > dim supp F , Nr =0 pour r< 0, et on obtient une
filtration croissante finie de $§ dont les facteurs Nr/Nr+1 ont comme cycle pre~
miers associés exactement les cycles premiers associés 4 § qui sont de dimension

r « On posera
s(r) = S/Nr 4

donc 2‘5(1‘) a comme cycles premiers associés exactement les cpcles premiers assoolés
4 $§ qui sont de dimension >r , et en particulier, il est dgal & § si et seu-

N

lement si les cpcles premiers associés & § sont de dimension >r o Ceci posé :

?
THEOREME 242, = Sous les conditions de (2.1), soit s un entier, ot supposons

que E satisfasse les conditions (a), et la forme affaiblie suivante de (b) ¢

(bs) Les polyndmes de Poincaré PS des faisceaux $ dont la classe est dans E ,

ont des coefficients en degrés <s - 1 qui restent bornés.

Sous ces conditions, les faisceaux i‘s'(s) (lorsque la classe de § reste dans

E ) forment une famille limitde. De plus, les coefficients en degré s -2 des Pi‘;’

restent minords,
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Ainsi @

COROLLAIRE 2.3, = Supposons que les faisceaux & dont la classe est dans E

soient tels que tous les cycles premiers associés soient de dimension d satis—

faisant s <d <r o Alors dans (2.1) (b), on peut se borner aux coefficients des

PS en degrés compris entre s =1 et T o

La fin du numéro est consacré 3 l'esquisse de la démonstration de (2.2). Les

lemmes~clefs sont les deux lemmes suivants, dont le premier est bien connu (et

résume le contenu mathématique utile des coordonnées de Chow) ¢

LEMME 2.4 (CHOW). - Considérons les faisceaux structuraux de sous-schémas Y

de fibres Xk ( X extensions algébriquement closes de corps résiduels de S )

avec Y réduit et toutes ses composantes de méme dimension r , ( Oy étant con-

sidéré comme un faisceau quotient de & )s Si les degrés des Y restent bornds,

les Y forment une famille limitde.

Ici, le degré a de Y peut se définir le plus commodément par le coefficient
du terme dominant de B, = an"/rl + vee o
Y

LEMME 2,5, - Soient £ un faoisoeau cohérent sur X, E un ensemble de clesses

de faisceaux quotient § de faisceaux EK ( K extension résiduelle de S ). On

suppose les fibres de X sur S de dimension £ » et on pose

ﬁg(n) = ag ot /el o+ by nr-l/(r - 1)1 + termes de degré < r - 1 .

Alors le coefficient ay reste borné, et b, reste minoré. Si bs reste borné,

alors la famille des S(r) est limitée.

z
DEMONSTRATION, - Quitte & remplacer S par une réunion de sous-schémas de S
recouvrant S , on peut supposer qu'il existe un morphisme fini f : X o @g s tel
que Ox(l) soit isomorphe & 1'image inverse de © I,(1) » donc pour tout faisceau
P
S
cohérent § sur X, ona RS = P, (s) * D'autre part, on vérifie facilement
*
(par la technique du numéro précédent) qu'un ensemble de faisceaux F sur X est

limité si et seulement si 1'ensemble des f*(S) l'ests Enfin on a

f*(s) (r) = f*(s(r,) .
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Cela nous ramene donc au cas o X = @g « De plus, on peut supposer que
£ =0 x,(k)'3 pour k , s convenables. Le coefficient &g satisfait

(4

S

O$a$\<s

et reste donc borné. Cela dit, il revient au méme de dipe que les Pﬁ(n) ont un
coefficient de n' L restant minoré (respe borné) ou de le dire pour les

Ps(n - k) = Pg(_.k)(n) « Cela nous raméne au cas ol

S

= O@r .
S
Considérons la suite exacte
0—»Nr—>3—+§(r)~>0 3
d'ol
= +
s, T
ot comme le coefficient de nr"1 dans PN est positif (car dim supp };‘sr -1),
r
on a
b <b .
‘-'5(r)\ £

Cela nous permet, pour prouver les assertions du lemme, de remplacer & par ﬁ(r) )

i. e« de supposer que les quotients & envisagés de £ sont sans torsions

Comme @f( est normal, il s'ensuit que & est localement libre de rang a a= Oy
dans un ouvert U = @11{' -Y , ot Y est de codimension > 2 ¢ Donc A § est un
faisceau sur P; dont la restriction & U est inversible, donc (P; étant régu-
lier et Y de codimension > 2 ) isomorphe & la restriction d'un faisceau inver-

sible sur PII(‘ s défini a un isomorphisme prése Ce dernier est de la forme O r(d)
®

a a X
pour un entier 4 bien déterminé. Comme A3 est un quotient de AOnr bag O:r °
®
K K

avec N = (Z) , il admet N sections canoniques, définissant donc des sections de
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) r(d) sur U, qui sont restrictions de sections s; (1€£1<N)de O r(d) ,
g Pk
(puisque 6’; est normal et Y de codimension >2 ). Ces derniéres engendrent
o r(d) aux points de U , donc ne sont pas toutes nulles, ce qui implique que

®

X
l'ona d>0 . D'autre part, un calcul facide montre qu'on a

b$=as(r+1)/2 +d .

Cela montre en particulier que by > O , donc bg est minorée I1 reste borné si
ot seulement si d reste borné, montrons qu'alors ¥ reste dans une famille
limitées On peut supposer ag et bg fixés, soient a et b, donc d fixé.La
comaissance des N sections s, de Opr(d) s 1e €. d'un homomorphisme

a X
st /\ﬁK - 0O r(d) , permet de récupérer § comme la co-image de 1'homomorphisme

Px
composé correspondant ¢

a-1 a a=1
£ = Hon( N epr Ngy) » Hom(A 2 G@r(d)) ’

ol le premier est 1'homomorphisme canonique provenant du produit extérieur, et
le douxiéme est déduit de s « On conclut alors par (1.2) (i).

La conjonction des deux lemmes précédents permet de prouver @

LEMME 2464+ ~ Supposons sous les conditions préliminaires de (21) que 1'on ait

pour tout § ¢

Ps(n) = ag n' /el + b nr-l/(r -~ 1)! + termes de degré < r = 1 ’

et que les coefficients ag restent bornés. Alors les coefficients b‘.} restent

minorés. Si les b5 sont bornés, alors les 2‘3(1_) Eont limités.

On peut supposer que les corps de base K pour les faisceaux § sont algébri-
quement close. Munissons chaque supp § r) = réunion des composantes de degré r
de supp § , de la structure réduite induite. Alors les degrés des supp ‘,S(r)
restent majorés par a , donc en vertu de (2.4) les supp ﬁ(r) forment un ensemble
limité. De plus, pour toute composante de supp S(r) » la longueur de $(r) pour
cette composante est L a , donec si s est 1'Idéal qui définit supp 5(r),ahs ‘5(1,)
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A. GROTHENDIECK

peut 8tre considéré comme un Module sur le sous-schéma Yo de X défini par

a ’ ’ . LY
35 o Comme dans le lemme précédent, on se raméne aussi au cas ob ona § = ‘S(r) )
done & provient d'un Module sur Y5 o Les YG correspondent 3 une famille limi-
tée de Modules quotients des OXK » donc proviennent d'un sous-schéma fermé Y
d'un schéma X xg T o On peut alors appliquer (2.5) 2 Y/ ot ﬁQX Y, d'ol la
conclusione

Nous pouvons maintenant prouver (2.2) par récurrence sur la borne supérieure
r des dim supp § ¢ L'énoncé est trivial pour r <0 , supposons donc r >0 et
1'énoncé prouvé pour es r'< T o En vertu de (246) les S(r) forment un ensemble
limité, donc aussi en vertu de (1.2) (i) les noyaux des homomorphismes L ‘.S(r) H
il existe donc un Module cohérent £' sur X , tel que les noyaux en question,
donc gussi les Nr(‘.‘s') = Kor($ - $(r)) » soient quotients des Modules EI'( « Comme

les S(r) sont limités, les Pﬁ | restent bornés, et la formule
(r

= + P
5 P:s(r) N

montre alors que les PN satisfont & la méme condition (bs) que les Ps « Donc
r

les Nr satisfont les conditions (a) et (bs), et par l'hypoth&ése de récurrence

les (Nr)é s) restent limités. Or 3( ) est une extension de 5( ) par (N )(s) s

donc par 2) (11), les S( ) restent limitése Pour la derniére assertion de

(242), on note que les noyaux N de ¥~ S( ) restent 1imités en vertu de (1.2)
(1), et que le coefficient du terme en n°” -1 dans Py reste borné ; le lemme 2.6
prouve alors que le coefficient du terme suivant reste’minorée Cela achéve la dé-

monstration.

3¢ Schémas de Hilbert : définition, théoréme d'existence.

Soient X wun préschéma sur un autre S , et § un Module quasi-cohérent sur

X « Désignons par

Quot (3 /X/5)

1'ensemble des Modules quasi-cohérents quotients de § qui sont plats sur S .
Soit maintenant S' < S un morphisme de changement de base, posons X' =X *g s?

et ' =5 @Os OS' » donec X' est un préschéma sur S' muni d'un Module
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quasi-cohérent S' , et on peut considérer Quot(5'/X'/S!') . On pose

Quot, /x/s(s ) = Quot (' /X' /S') (b X' =Xxg S ) .

Si maintenant S" - S' esb un S-morphisme, alors X" =X g S" est laomorphe

& X' xq 8" et F' A& F'e@y Oy , et comme le foncteur image inverse
St

g o~ g 8g Ogy de la catégorie des Modules quasi-cohérents sur X' dans
Sl
la catégorie des Modules quasi-cohérents sur X" est exact & droite et transforme

Modules S!'-plats en Modules S"~Plats, on trouve une application naturelle
Quot (F /X1 /s') - Quot(Fn/xn/sn) ,

' ' P
done Quot. K /S(S ) est un foncteur contravariant en S' (préschéma au dessus de

S ), a valeurs dans la catégorie des cnsemblese Par la suite, nous supposerons que

X est projectif sur S noethérien, & cohérent, et nous nous limiterons pour

simplifier 4 des S' sur S qui sont localement nocthériens.

A
THﬁOREME 3els = Sous ces conditions, le foncteur contravariant Quots/x /s
sur la catégorie des S-préschémas localement noethériens esb représentable par

un S-préschéma Quot,‘,/X /o ¢ Somme d'une suite de S-schémas projectifs (& fortiori

Quots v g est localement de type fini sur S ) e

Nous obtiendrons une telle décomposition de la fagon suivantes Soit &‘%[( 1) un
faisceau inversible sur X trés ample relativement & S o« Pour tout polyndme
P(n) & coefficients rationnels, soit QuotP(iE/X/S) la partie de Quot(%/X/S)
formé des quotients cohérents ¢ de § qui sont plats sur S et dont le poly-
nome de Hilbert en tout s e S est égal & 3 , On posera alors

&‘i‘,&ljs/x/s(s') = Quot? (51 /' /5t)

et on obtient ainsi un sous-foncteur de Quots /x/s La propriété d'invariance des
polyndmes de Hilbert rappelée dans le muméro 2 1mp11que ceci $ Pour que Quot Swts /s

soit représentable, il faut et il suffit que les Quots /s le soient, et alors
le S-preschema Quot /X /S s qui le représente, est 1somorphe au préschéma somme
des QuOts/X/S qui représentent les foncteurs Quo 3’}[/8 « Ceci posé, (3.1) sera

donc une conséquence du théoréme suivant s
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THEOREME 342+ = Avec les notations précédentes, 1e foncteur QuOtS/X/S est

représentable par un S-préschéma projectif Qunts /x/s °

La suite de ce numéro est consacrée 3 la démonstration de (3+2)s

Soit v un entier. Pour tout S' au~dessus de S , nous désignons par Av(S')

1'ensemble des quotients §= F'/RX de §' = SQOS O » cohérents, plats sur S' ,
et satisfaisant les conditions suivantes @

ae gt f;(g(n))

1

O pour 1>0 et n>v

be R* f*"(gg(n)) =0 pour 1 >0 et n>v
1 - 1 1

Ca f*(x(v +k)) = 5 f*(H(v)) pour k >0 .

Pour cette dernidre relation, on suppose que X est écrit comme le spectre pre-

mier homogene d'une algdbre gradude quasi-cohérente §, sur S, & degrés positifs,

S

promier homogéne de §' o Pour prouver (3.2), on se raméne d'ailleurs facilement

engendrée par 31 » et on pose §' = SQOS 0.y » de sorte que X' est le spectre

au cas o X = @g (puisque S est réunion d'ouverts u tels que X'U soit un
sous-schéma fermé de @rU et Ox(l) induit par Or(l) ), et ob § est de la
®.
u
forme (O r)N, donc est plat sur S . Alorg dans ce qui précéde, les faisceaux &
®,
S
sont également plats S' « Il résulte alors des relations de K@mneth (5], III, § 7,
et de Hae hswﬁﬁms(a) et (b) sent stables par changement de base, et impliquent
que pour n >y , la formation de f'(Q(n)) et de F;‘(n(n)) commute & 1'exten~
sion de la base (loc. ctt.), done (c) est également stable par extension de la base.

En d'autres termes, Av(S‘) est un foncteur contravariant en S' , de fagon précise

un sous-foncteur de A(S!') = Quot Quote v /g (S8') « Pour v variable, on obtient ainsi
une suite croissante de parties A (S') de A(S") , dont la réudon est A(S') en vertu dun
théoréme bien connu de SERRE [5], III, § 2. Notons maintenant que s1 @ est un quo-

tient cohérent de %' , plat sur S, s un élément de S tel que le changement
a4 un quotient Gs de Fs satisfaisant aux
corditions (a), (b), (e)y i. e« qui est dans A, Spec(k(s)) , alors il existe un
voisinage ouvert U de s tel que ces mémes conditions soient vérifiées peur
gler” (’J) , 1. e ce quotient est dans Av(U) pour (a) et (b),=cela résulte
en effet du "théoréme des fonctions holomorphes" [5], III, § 7, et (c) résulte du

lemme de Nakaymama, et du fait qu'on salt en tous cas que f;‘(x(n +k) =8 f;‘(%(n))

de base, Spec(k(s)) » S donne lieu
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pour n assez grand, et k>0, (cfe [5], III, §2). De ces remarques on conclut
ceci (comparer [4], IV,). Pour que le foncteur A soit représentable, il faut et
il suffit que les foncteurs Av le soient, et alors le S-préschéma Q qui repré-
sente A est réunion croissante d'ouverts Q‘v représentant les Av .

Soit

M = X £ (s()) =8y
0
de sorte que 1l'on a
ML =M @ O = 2 £'(s(n)) =gt .
s ID,o * *

I1 résulte de (a) que l'on a @

(a') f;(g(n)) est localement libre de rang P(n) pour n>v ,
[5], 111, § 7, et de (b), pour i =1 ¢
(am) f;(g(n)) est un Module quobient de M! .+
D'ailleurs, la cennaissance de ce Module quotient, pour n =v, implique en

vertu de (c) celle des sous-Modules f}(¥(n)) de M pour n3v, donc la con-

naissance de ¥ et par suite de 9 o On obtient ainsi une application injective

Av(S') - Grassp(v) (M\:)

de Av(S') dans 1'ensemble des Modules quotients localement libres de rang P(V)

de M' , d'od un homomorphisme fonctoriel

i\): AV(S') - GraSSP(v) (M\,)(S') ’

o le foncteur du deuxiéme membre est représentable par le schéma grassmanien

Grassp(v) (Mv) (comparer [4], V), qui est projectif sur S o Jo dis @

LEMME 3e3¢ =~ Av(S') est un foncteur représentable, et le morphisme

Qv - Grassp(v) (Mv) qui représente 1'homomorphisme iv est une immersion (ce qui
implique que Q  est quasi-projectif sur S )

Cette assertion est équivalente 3 la suivante (comparer [4], IV) : Supposons donné
un Module quotient N de M\') » localement libre de rang P(v) , alors il existe un
sous-préschéma Z de S' tel que pour tout préschéma localement noethérien T!
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sur S5' , 1l'image inversc de N sur T' est dans Im Av('l“) si et seulement si
T' »S' est majoré par le sous-préschéma 2 . Changeant de notations, on peut sup-
poser S' =S, i. e. on s'est donné un quotient Nv de Mv par un sous-Module
R, « Pour qu'il provienne d'un élément de A(s) 5 il faut et il suffit qu'il satis=
fasse les deux conditions suivantes @

(1) Mwlﬁk R est localement libre de rang P(v +k) pour k>0 .

(ii) Le sous-faisceau % de $ défini per le sous-Module gradué R_ = 2 s R

L] 0 kv

de M, ([5], II, § 3 et le quotient o = S/t , satisfont les conditions (a) et (b)

plus haut. Ces conditions sont manifestemmnt nécessaires, d'autre part si elles

sont vérifiées, alors le faisceau @& défini dans (ii), étant isomorphe au fais-

ceau associé au §,-Module gradué N, somme des Mn +k/$k R, est plat sur S

(car ses fibres sont des facteurs directs de modules localisés de N pour des

idéaux premiers homogénes de $§ % ), et correspond au polynme de Hilbert P en

vertu de (i). Compte tenu de (ii), on voit alors que (a') et (a") sont vérifiés,

donc pour n >V , l'homomorphisme naturel N - f *(g(n)) est un homomorphisme

surjectif de Modules localement libres de méme rang, donc un isomorphisme, donc

on a f*(x(v +k)) = S, R, pour tout k >0, ce qui prouve que 8 € Av(S) et que

R 11818 fos s .

. est 1'élément de Grassp(v) (Mv) défini par ¢

Ce aritdre (i) (ii) s'applique également i la situation obbtenue aprés un chan=
gement de base S' » S « Nous allons prouver d'abord que le fait que la condition
(1) soit vérifide aprés le changement de base S' - S, s'exprime par la condi-
tion que S!' 4+ S est majoré par un certain sous-préschéma Z de S ; une fois
ce résultat obtenu, on est ramené (remplagant S par 2 ) au cas od la condition
(1) est déja vérifide sur S , et commc elle est stable par changement de base,
i1 reste & exprimer la condition (ii). Mais alors, si U désigne l'ensemble des
e € S tels que la cohomologie des faisceaux induits sur la fibre Xs par €(n)
et ¥n) soitnulleen dimension >0 pour n >V, on a déja signalé que U est
ouvert, et la condition (1i) sera vérifiée aprés un changement de base S'- S si
ot seulement si S' - S est majoré par U, ce qui prouve le lemme 3+3e¢ Il reste

donc & prouver le lemme suivant ¢

LEMME 3¢4. = Soient S un préschéma localement noethérien, muni d'une algébre

graduée quasi-cohérente 8, 2 degrés positifs, engendrée par Sl y My un

$ Module gradué quasi-cohérent de type fini, P un polynme & coefficients ration-

nels, v un entier, Alors il existe un sous-préschéma Z de S (évidemment unique)
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ayant la propriété suivante : Pour tcot préschéma S! sur S , pour que M @OS O

soit localement libre de rang P(n) pour tout n >v, il faubt et il suffit que

S' + S soit majoré par Z .

On peut évidemment supposer S affine, donc noethériens Alors :

LEMME 3.5. = Pour tout entier N > vy , soit UN l'ouvert de S formé des

s €S tels que rangk(s) - @os k(s) P(n) pour tout v <n <N . Alors la
suite décroissante des ouverts UN est stationnairee.

On sait [3], IV,que S admet une partition finje en sous-préschémas réduits

Si » tels que chaque M @®gq Gs soit plat sur S $ On peut donc supposer M plat,
S i

donc les Mn plats. Enfin, on peut évidemment supposer S connexe. Mais aleors il

existe un entier n_ et un polyndme Q tels que

rangy (s) L @OS . k(s) =Q(n) pour n >n
’

(5], III, § 7. Supposons d'abord P #Q donc P(n) #Q(n) pour n grand, alors
on a évidemment UN =¢@ pour N grand, a fortiori la suite des UN est station-

nairee. Si au contraire P =Q , alors on aura UN = Un pour N >,no s et la
0
suite des UN est encore stationnaires.

En particulier, 1'ensemble U_ des s€ S tels que
(%) rang, () Mo QQS . k(s) ¢ P(n) pour tout n>wv R
s
étant 1l'intersection des UN s est ouvert. On peut alors, pour la démonstration

de (344), remplacer S par l'ouvert U, ce qui nous raméne au cas ol 1'indgalité

(%) est satisfaite en tout s € S . D'ailleurs @

IEMME 3.6+ -~ Soit M un Module sur un préschéma localement noethérien S , et

r un entier. Alors il existe un sous-préschéma Z de S (évidemment unique)

ayant la propriété suivente : pour tout S' sur S, pour que Me soit

6s Ost
localement libre de rang r , il faut et il suffit que S' + S soit majoré par

s %,s

préschéma fermé de S (on suppose M cohérent).

Z « S1iona rangk(s) k(s) ¢ r pour tout s , alors Z est un sous-
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En effet, le raisonnement précédent nous raméne au cas ol on a 1'indégalité (x)
pour tout s € S (en remplagant au besoin S par la partie ouverte formée des
s ou 1'inégalité est vérifiée). On peut alors supposer que M s'insdre dans une
suite exacte

r
dé-—)@s-—»l{——)o R

ot la condition envisagée sur les S' sur S signifie aussi que dans la suibe
exacte Og, — og, — M' — O coreespondante, la deuxiéme fléche est un iso~
morphisme, 1. e« la premiére est nulle. On voit alors que le sous-préschéma fermé

Z de S défini par 1'Idéal engendré par les coefficients de la matrice définissant

1'homomorphisme Og - Og » satisfait & la condition voulue.

Revenant alors 2 la démonstration de (3.4) ol nous l'avions laissée, on désigne
par Z  le sous-schéma fermé de S associd en vertu de (3.6) au Module M ooet
2 l'entier r = P(n) , par 2 le Inf des z, pour vEng N, Alors les 7y
forment une suite décroissante de sous-schémas fermés de Z , donc nécessairement
statiommaire. Soit Z 1a valeur constante des ZN pour N grande Cleat le 2
¢berché dans (3.4). Cela achive la démonstration de (3.4) , donc aussi celle de
(3.3).

On a donc prouvé que Quotg /s est représentable par un S-préschéma Q gqui

est une réunion croissante de sous-préschémas ouverts Qv quasi-projectifs sur

S « Pour aller plus loin, il faut invoquer le théoréme 2.1, d'ol on conclut faci-
lement que Q est guasi-compact, (car image du préschéma de type finl S' sur
S qui parametre la famille des faisceaux quotients des SK ayant le polyndme

de Hilbert P ). Donc Q est égal a 1'un des Qv s donc quasi-projectif sur S .
Pour prouver qu'il est prcjectif sur S , il reste donc a prouver qu'il est
propre sur S , et pour cela il suffit d'invoquer le critére veluatif de propreté
sous la forme [5], II,73¢B. I1 suffit de vérifier ceci @

LEMME 347, = Soient 8 le spectred'un anneau de valuation discréte, s son

point générique, X un préschéma sur S, § un Module quasi-cohérent sur X ,

8, un Module quotient quasi-cohérent de i‘fs = 300 k(s) sur XS « Alors il
S

oxiste unModule quotient quasi-cohérent ¢ unique de &, plat sur S, et dont

la restriction 3 XS soit 98 .
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En effet, si 9 =8 Ak s i1 suffit de considérer le plus grand sous-faisceau
X de 5 induisant x ’ [5], I, 9.4.2 et de prendre 8= $/% « On vérifie faci~

lement que ce falsceau convient.
Le théoréme 3.2, ot par suite (3.1) est complétement démontré.
La démonstration prouve gn méme temps ceci ¢

PROPOSITION 3.8. - Sous les conditions de (3.2), soient Q = Quotg/x/s ’
XQ =X *q Q, Fb =5 @, OQ , et soit 9 le quotient cohérent de SQ s plat sur
S

Q , ayant le polyndme de Hilbert relatif P , tel que (Q , 8) représente le
foncteur Quotg/x/s o I1 existe un entier v tel gque, pour n >v, (Qg* ($(n))

soit' un Module sur Q localement libre de rang P(n) , et trds ample relativement

2 S5, 1. 6, définissant une immersion de Q dans un schéma grassmanien

Grassp(n) (M) sur S . A fortiori, pour n > v, le faisceau fgz(fb)* (8(n)) sur

Q est inversible trés ample relativement 2 S .

On peut en effet se ramener, comme pour (3.2), au cas o F est plat sur S,
et alors il suffit de prendre un entier v tel que A, = A (avec les notations

précédentes).

La cas le plus important d'application de (3.2) est celui o &= C& « On écrit

alors

— s P I
Quot %{/X/S = Hllbx/s s Quot g{/X/S = Hllbx/s 3

donc on a une décomposition

Hlle/ "'-LL qlle/S .

Par définition, EilEX/S représente le foncteur Hil /S(S') = ensemble des
sous-préschémas fermés de X' = X X g S' qui sont plats sur S ; et Hlle/S
représente le sous-foncteur correspondant aux sous=-préschémas fermés admettant
un polyndme de Hilbert donné P . Ces préschémas sont aussi appelés le préschéma

de Hilbert de X sur S , respectivement le préschéma de Hilbert d'indice P .

La terminologie est justifiée par le rdle joué dans la théorie par les polyndmes
de Hilbert. Leur différence de nature avec les classiques variétés de Chow (des-

tinées 2 paramétrer des cycles, et non des variétés) est du méme ordre qu'entre

265



A. GROTHENDIECK

1'anneau de Chow des classes de cycles d'une variété, et 1'amneau des classes de
faisceaux de la variété (telle qu'il s'introduit dans le théordme de Riemann-Roch
[1]D; on notera en effet que lorsque X = Pg » S étant le spectre d'un corps, la
connaissance du polyndme de Hilbert d'un Module cohérent § sur X équivaut

aussi 2 celle des classes de Chern de § , ou encore de la classe de $ dans

1'anneau des classes de faisceaux cohérents sur X .

. . P
RE%ARQUES 3¢9+ = On notera :ussl que ka construction des QuOts/k/S ot QuOtS/X/S
a été ramenée au cas o X =Py, § = ) OX(l) étant le faisceau trés ample
habituel ; de fagon précise, les QuOts/k/S généraux se reallgent comme des sous=-
préschémas fermés des précédents. Comme la formation des QuOtS/X/S est évidem~
ment compatible avec les changements de base S!' - S , on voit qu'on est ramené
au cas ou on a de plus S = Spec(Z) « En fin de compte, on est donc ramené i étudier

les schémas projectifs sur Z :

P
) = Quot
U Ve fspecn)
Pz

et plus particuliérement les schémas de Hilbert absolus :

P

.
Hllbr = 9'1‘,1 .

Une étude plus détaillée de ces schémas, & commencer par la détermination de leurs
composantes connexes (sont-ils connexes ?), leurs composantes irréductibles (en
vertu de SERRE [7], il peut y avoir des composantes irréductibles qui se trouvent
tout entiéres sur un nombre premier p # 0 ), serait fort intéressante. Rappelons
la question de WEIL si les composantes irréductibles des fibres de gg;gi sur les
s € Spec(Z) correspondent 3 des extensions "réguliéres" du corps premier, i. e.
si elles sont "relativement connexes", Il n'est pas exclu que ces questions soient

plus abordables pour les schémas de Hilbert que pour les "warlétés de Chow',

4. Variantes.

et désignons
par A' le sous-foncteur de A = QuUtS/X/S » tel que A'(S') soit l'ensemble des

a. Sous les conditions de (3.1), soit U un ouvert dans X ,

Modules quotients ¢ de &' , plats sur S' , dont le support est contenu dans
U' . On voit aussitdt que A' est représentable par une partie ouverte du prés-

chéma QuOtﬁVX/S qui représente A o I1 s'ensuit que les théorémes (3.1) et (3.2)
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restent valables en supposant que X est quasi-projectif sur S au lieu de pro-

jectif sur S , quand on remplace aussi dans les conclusions les mots "projectif"
par‘quasi-projectif ", ctquiondésigre mintenant par  Quot .y /o (S') 1'ensemble des quotients
cohérents & de & , plats sur St, dont le support est propre sur S'.

be De fagon générale, on peut imposer aux quotients G de N =5 ® C%, plats
S

sur S' toutes sortes de conditions naturelles supplémentaires, stables par chan-
gement de base, obtenant ainsi autant de sous-foncteurs de iﬁ%ﬂh&@ys qu'on se
propose de représenter, Le critére habituel permet dans beaucoup de cas de prouver
qu'on obtient encore des foncteurs représentables par des parties ouvertes de
ngE&/X/S . I1 en est en particulier ainsi lorsqu'on impose l'une des propriétés

supplémentaires suivantes @

1° Les dimensions des cycles premiers associés aux Modules Gs s (stes')

induits sur les fibres X;, appartiennent 3 un ensemble donné d'entiers.

2° (Lorsque § = Oy 5 donc 8 correspond 4 un sous-préschéma fermé Y de X' )
Y est un préschéma simple ([3], IV) sur S, resp. normel sur S (L. eo les
fibres Ys' sont normales "sur k(s) ", i. ee. sont normales par toute extension
du corps de base), resp. (lorsque X est plat sur S ) sont des k-intersections
complétes locales dans X relativement & S (1. es les fibres YS, sont des

intersections complétes locales dans les Xs' )e

D'autres conditions feraient intervenir des propriétés de nature cohomologiques
sur les Modules Gs' induits sur les X'S, , ebce Bien entendu, la conjonction de
conditions dont chacune est représentée par un ouvert Ui de Qggﬁaho&;, est
représentée par 1l'ouvert intersection, Par exemple, considérant pour tout S' sur
S 1'ensemble des sous-préschémas fermés Y de X' =X *xg S' qui sont des revéte-
ments étales ([3], I) de rang donné r de S' , on trouve un foncteur contravariant

représentable en S' .
ce Les préschémas Homo(X , Y) , D (z/X) , Isom.(X 5 Y) , définis dans [2], II,
a— X/s —

C, n°® 2, existent moyennant des hypoth&ses projectives convenables, et se réalisent
comme des ouverts dans des préschémas de Hilbert convenables. Comme on a

HomS(X , Y) = XUS((Xnyx)y le cas de HomS(X » X) se raméne 2 celui de ng (2/%) &
On note alors que pour tout S' sur S , l'ensemble des sections de 2' =2 g St

sur X' =X *g S! est en correspondance biunivoque avec l'ensemble des sous-prés=~
chémas ' de Z (nécessairement fermés si Z est séparé sur X ) tels que le

morphisme I - X' induit par Z' - X' soit un isomarphismes De cette fagon,
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lorsque X est plat et propre sur S, et Z est guasi-projectif sur S,
XBS (z/X) existe et se réalise comme un sous=préschéma ouvert de Hilb, /s Done

lorsque X est projectif et plat sur S, et Y quasi-projectif sur S,
H . rd s = ’ rd
omS(X » Y) existe et se réalise comme un sous préschéma ouvert de Hﬂb(Xst)/S .

Lorsque X et Y sont tous les deux projectifs sur S , il s'ensuit aussitdt que
lﬂn_l.s(x » Y) existe également, et se représente par une partie ouverte de

MS(X s ¥) o De méme, lorsque X est plat et projectif sur S et Y quasi-pro-
Jectif sur S, le S-préschéma E‘PES(X/Y) » correspondant au sous-foncteur du
foncteur représenté par _Hﬂs(x » Y) qui correspond aux S'=~homomorphismes X'~ Y
qui sont des immersions, est également représentable par une partie ouverte de
Homg (X , Y)

Soient £ (resp. M) un faisceau inversible sur X (respe Y) trés ample
relativement & S, d'ol wun faisceau trés amphe Leg M sur X *Xg I relative~
S
ment & S o Par suite, pour tout polyndme P 2 ceefficients rationnels,

Hilb, est défini et est un préschéma quasi-projectif sur S . Il induit
(X Xg Y)/S

donc sur Homs(X » Y) une partie & la fois ouverte et fermée quasi-projective
sur S , que nous noterons HomS(X ’ Y)P « Dénc les sections de HomS(X ’ Y)P sur
S somb les S-morphismes g t X -»Y tels que pour tout entier n , on ait

X((Eo

o €5(M)P7) = 2(n) .
X

On obtient de cette fagon des généralisations du théoréme de Matsusaka, affirmant
que les automorphismes d'une variété projective "polarisée" forment un groupe °
algébrique, assertion qui prend ici une signification évidemment plus précise,
puisque nous disposons d'une définition de ce groupe comme solution €'un probléme
universel. On notera d'ailleurs que, sur un corps algébriquement clos, le groupe
des automorphismes considéré anciennement est celui déduit du "wrai" défini ici
en divisant par les éléments nilpotents ; cela explique pourquoi il y a peu de
chance que les constructions plus anciennes puissent se faire sur un corps de base
non parfait, 1'Idéal des éléments nilpotents apparaissant aprés extension du corps
de base n'étant pas nécessairement "défini sur k ". Cette méme remarque s'appli-

que d'ailleurs également 3 la plupart des constructions ancien style.

268



LES SCHEMAS DE HILBERT

5 ﬁtude différentielle des schémas de Hilbert.

Elle découle du résultat suivant ¢

PROPOSITION 5.1+ = Soient S un préschéma, 5, un sous-préschéma défini par
un Idéal quasi-cohérent 3 de carré mil, X un S-préschéma, § un Module
quasi-cohérent sur X, Xo = 3xs So et 50 = 3305080 s enfin 90 = 50/30
un Module quotient quasi-cohérent de 30 » plat sur So « Pour tout ouvert U de
X, soit &(U) 1'ensemble des Modules quotients quasi-cohérents 8 de 5|U s plats

sur S, et tels que Sy OS = 90 3 ainsi pour U variable, les &U) sont les
S To
sections d'un faisceau & sur U . Ceci posé, le faisceau en groupes

a:_}i@q{ (Jﬁo ’ 90 QOS 3)
o

opére de fagon naturelle sur &, qui devient ainsi un faisceau "formellement prin-
cipal homogéne sous @ " (i. e. pour tout ouvert U dans X y &U) est vide ou

un ensemble principal homogéne sous &(U)) .

On en conclut @

COROLLATIRE 5.2+ = Suppogoms qu'il oxiste localement sur X un prolongement 9
de 8, en un quotient de § plat qur S, (1. es que les fibres du faisceau &

soient non vides). Alors il existe une classe d'obstruction canonique
1
c(s,) eH (x, a) s

dont 1'annulation est nécessaire et suffisante pour 1'existence d'un prolongement
global 8 de go en un quotient de & plat sur S . Bi cette classe est nulle,
alors 1l'ensemble &(X) de tous les prolongements possibles est un ensemble prin-
cipal homogéne sous ¢X) = Hom, (X, $ @ 3) .
OX o o L‘)S
o
L'existence du prolongement global est alors garanti en particulier si

glax, e =0,

COROLLAIRE 5.3. - Supposons que Q = Quots/x/s existe (cf.+ 4, (a)) - par exemple
que X soit quasi-projectif sur S localement noethérien, et & gpohérent. Soit
x € Q , correspondant 3 une extension résiduelle K = k(x) d'un k(s) (sesS)
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done x est défini par un Module quotient cohérent 90 = 30/,'60 du Module So =F

sur le K=préschéma XK » S0it O le faisceau cohérent sur Xy défini par

K

a= Homg (Jﬁo » 90) .

O

Alors l'espace tangent de Zariski de la fibre Q au point x (dusl sur K
de m/m » ol m est 1'idéal maximal de OQ x ) est canoniquement isomorphe &
K’
Ho(X 5 0)
Le résultat donnant l'espace tangent de Zariski peut se géméreliser, et donne une

caractérisation, pour un S-morphisme donné g : S' 5 Q , i. e. une section g*®
de Q' =4Q xg S' sur S' , du Module

Q= g"@ ) = g (I/F)

(o g est 1'Idéal sur Q' défini par la section g' de Q' sur S' ), par la
formule fonctorielle en le Module cohérent M sur S! @

Hom, (Q, m ~H(xr , @) ’
st
ot & est encore le Module sur X' =X ’g S! défini par
¢ = Hom g *,se
't
( 3= s'/x étant le Module quotient de $' = § 8 O
S
I1 suffit en effet d'appliquer (5.1) en y remplagant So par S!' , S par le
préschéma D(M) = (S' ,

m) ’
%

qui correspond 3 g ).

Og + M) , ot T est considéré comme un Idéal de carré muls

Lorsque dans (5.1)y ona &= Oy 5 donc la donnée de & correspond 2 la donnée
d'un sous-préschéma fermé Y de X plat sur S défini par 1'Idéal J =MW, ,

alors () donne

A= Hom (3 /92 ’ Y. @OS 3) E

0 o)

ol g/ﬁ[z s'interpréte comme le faisceau conormal 2 Yo dans Xo s qu'on note aussi
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nY /X ; il y a alors-intérét & considérer { comme un Module sur Y s et de

calculer H et H1 sur Y ., D'ailleurs, si YO est localement une intersection
compléte dans X , X étant plat sur S , alors dans (5. 1) la possibilité de
prolongement local est garantie, d'autre part gvtf est localement libre sur Y

et on peut écrire

v
A=T7 [*] d 9
Xo/Yo OSo

ol le premier facteur du deuxiéme membre est le faisceau normal & Yo dans Xo .
Utilisant le critére fondamental de simplicité ([3], III, 3.1), on trouve par

exemple ¢

COROLLAIRE 5.4. = Sous les conditions de (5.3), supposons que § =0, , X plat
sur S, et que le sous-préschéma fermé Y de X qui correspond 2 9 soit
localement une intersection complete. Alors l'espace tangent de Zarlski é Q en

x est canoniquement isomorphe 2 H® (Yo s Ty /Y ) . 5i H,(Y ’ bl /Y )=0,
V

alors le préschéma de Hilbert X est simple sur S enlepoint x . (% X N
o

est le faigceau normal 2 YO dans Xo e

REMARQUE 5.5. = Cet énoncé s'applique en particulier lorsque Yo est une inter-
section compléte dans o définie par une équation, i. e. est un "diviseur de

v
Cartier" positife Alors ﬂx A est isomorphe au faisceau sur Yo induit par

le faisceau inversible g’lo sur Xo défini par le diviseur Yo o C'est la situa=-
tion rencontrée en particulier dans 1l'étude des familles de diviseurs positifs

sur une variété projective non singuliére Xo o L'isomorphisme entre 1'espace
tangent de Zariski en le point x de Q (ou si on préfére, de l'ouvert D de

Q qui correspond aux diviseurs) et KO(YO ) ﬁX A ) était connu en géométrie al=-

gébrique classique sous le nom de "homomorphisme caractéristique" du premier dans

le second. I1 n'était défini que lorsque x était un point simple de la variété

des paramétres T d'une "famille continue compléte" de diviseurs, c'est-a-dire,

de notre point de vue, une composante irréductible du schéma D , muni de la struc-
ture réduite induite. L'espace tangent 2 T on x est alors un sous-espace de
l'espace tangent & D en x , donc 1l'homomorphisme caractéristique des anciens

est bien injectif, mais n'est suujcxtif que sous des conditions supplémentaires,

par exemple si D est intégre en x . En fait, ZAPPA [8] a construit un exemple
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(avec X surface projective non singuliére sur le corps des complexes) ou méme en

le point générique de T , 1'homomorphisme caractéristique n'est pas surjectif.
Cela signifie donc que D n'est pas intégre méme en le point générique de la com=-
posante irréductible envisagée. Cela montre de fagon particuliérement frappante com-
ment les variétéds & éldments nilpotents sont nécessaires pour comprendre des phénoménes de
la plus classique théorie des surfaces.

5.6, = On a donné dans (5.4) un critére de simplicité, s'appliquant en particulier
aux schémas de diviseurs. KODAIRA 3 donné dans [6] un critére différent, savoir la
millité do H'(X , £) , od £= gt

par le diviseur Yo 3 critére valable lorsque S est le spectre d'un corps de carac-

est le faisceau inversible sur Xo défini

téristique O , et prouvé dans [6] par voie transcendante dans le cas ol le corps

de base est G o Notons ici que, de fagon générale, S étant & nouveau quelconque,
la condition de Kodaira est une condition suffisante pour que le morphisme canonique
D - Eigx/s du préschéma des diviseurs dans le préschéma de Picard de X/S soit
simple au point x envisagé (comme on le vérifie facilement par le critére habituel
de simplicité, une fois aoquise l'existence de EEEX/S )+ Si done, de plus, giEX/S
est simple sur S au point image de x (par exemple si EEEX/S est simple sur

S ), alors D est simple sur S en x o D'autre part, CARTIER a démontré que tout

préschéma en groupes localement de type fini sur un corps k de caractéristique O

est simple sur k . En conjuguant ces deux résultats, on retrouve le résultat de
KODAIRA, On notera qu'il résulte de ces remarques que sur un gorps K de carac~
téristique p >0 , lorsque EiEX/S n'est pas simple sur k (ce qui est le cas
lorsque X est la surface de Igusa), la condition Hl(X0 s £) =0 dimplique au
contraire que D n'est pas simple en X , et mdme n'est pas réduit en x si K

est algébriquement clos.

Pour finir, signalons encore le résultat suivant, qui joue un réle important dans

1'étude différentielle des espaces fibrés :

PROPOSITION 5.7. - Soient X un préschéma fini et plat sur S localement noethé-

rien, et soit Z un préschéma sur S , tel que I (z/X) existe (ce qui est le
X/s

cas si 72 est quasi-projectif sur X )e Si alors Z est simple sur X ,
I (2/X) est simple sur S .
X/s

C'est une conséquence immédiate de la définition, et du critére habituel de sim-
plicité ([3], III, 3.1). Remarquons que lorsque X est fini et plat sur S ; la

question de l'existence de 9 (z/K) peut se traiter tr®s élémentairemant, sans
X/S
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utiliser la théorie des schémas de Hilberte. On trouve par exemple que si X est

radiciel sur S , alors 9 (2/X) existe sans aucune restriction sur 2 . Par
X/S
exemple, soit T un S-préschéma, et soit Tn le "voisinage infinitésimal 4'or-

dre n " de la diagonale de T x_, T dans T xg T s muni des morphismes Py s Py 3

S
Tn + T induits par les deux projections. On considére T, comme un préschéma
fini sur T gréce a p, » supposons-le de plus plat sur T (ce qui est le cas si

T est simple sur S ). Pour tout préschéma X sur T , posons
(n) _ *

c'est un préschéma sur T appelé fibré des germes de sections d'ordre n de X
sur T (relativement 2 S ). Il dépend fonetoriellement de X , et est simple sur
T si X 1l'este.

6.+ Relations avec la notion de norme et les produits symétriques.

Soient S un préschéma, X et Y des S-préschémas,
u: XB)PsY

un S-morpdsme symétrique de la puissance cartésienne n-iéme de X/S dans Y .
Nous supposerons pour simplifier S localement noethérien, et X et Y de type
fini sur S . On peut alors, & tout Module cohérent % sur X , a support fini
sur S, plat sur S et de rang relatif sur S égal 2 n (i. e tel que £ (5)
soit un Module localement libre de rang n sur S ), faire correspondre de fagon

naturelle une sectionde Y sur S ¢
u
nx/s(s) € MY /s) .

Nous ne donnerons pas ici la définition en forme, nous contentant de signaler que
la formalisme auquel on arrive est une généralisation naturelle du formalisme ha-
bituel des normes et traces. Lorsque la puissance symétrique n-itme de X sur S
existe (par exemple lorsque les orbites du groupe symétrique G; opérant sur
(X/S)n sont contenues dans des ouverts affines), on peut prendre pour Y cette

puissance symétrique Symmg(X) s et on trouve un élément canonique

Ty /5(3) € M(symmg(x)/8)
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qui permet de retrouver les TQKI /S(F) » Un autre cas important est celui od X est
un monolde commutatif sur S, et X =Y , le morphisme u provenant de la loi de
composition de X o On éerira alors simplement %) pour la section de X sur
S associde au Module & sur X .

Supposons maintenant que l'on ait un Module cohérent § sur X , tel que
Quot Quot gy /g existe, ou du moins tel que le foncteur uotg,,X /s qui associe a tout
S' sur S 1'ensemble des faisceaux quotients cohérents M de &' = ﬁeo OS

S
qui sont plats sur S et de rang relatif n , soit représentable par un S-prée-
schéma Quoi:5 /S (Lorsque X est quasi~projectif sur S s alors Quot S/X/S
existe bien, et n'est autre, avec les notations du numéro 3, que ‘Uuots /X /S »
ol P est le polyndme réduit au terme constant n ). Comme la formation des

ﬂx /S(m) est compatible avec le changement de base, on obtient alors un morphisme
canonique

u
ﬂx/s H uot /X/S -Y ’
en particulier, si la puissance symétrique n-ieme de X sur S existe ¢
. n n
nX/S : QuOtﬁ/X/S -+ SyrmnS(X) .
Le cas le plus important est celui ou & = OX » qui donne mn morphisme ¢
s, n
TS(/S 4 Hllbx/s - SmS(X) .
C'est évidemment un isomorphisme pour n=0 ou n=1 . Mais pour n >1 , méme
si S est le spectre d'un corps k , et lorsque X est simple sur S, ce n'est

pas en général un isomorphisme ni méme un morphisme injectif, puisque un sous-schéma

de dimension 0 de X (correspondant par exemple 2 un idéal i primaire pour

1'idéal maximal dans un anneau local Ox 5 ? pour un point fermé x de X ) n'est
14
pas connu dquand on connait le cycle qu'il définit (en 1l'occurence, quand on comnait
la codimension sur k de i dans OX x )+ On peut sculement dirc ceci ( S étant
$

de nouveau quelconque) @

as S1 X est simple sur S , alors le morphisme=norme définit un isomorphisme
de l'ouvert de Hlle /s qui correspond & la classification de revétements étales
de rang n contenus dans X (cf. n® 4, (b)), avec 1l'ouvert de SymmS(X) qui
correspond aux n-cycles gans composantes multiples.
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be Si de plus X est de dimension relative 1 sur S , alors le morphisme
norme définit méme un isomorphisme de Eily§/s avec Symmﬁ/s .

Ce dernier fait est dli 8 ce que un sous-schéma de dimension O d'une courbe
algébrique non singuliére est connue quand on connait le cycle correspondamt. La
méme remarque s'applique d'ailleurs plus généralement aux diviseurs de Cartier,
positifs sur un schéma algébrique non singulier (et il n'est pas exclu que dans
ce cas trés particulier, la variété de Chow donne la méme chose que le schéma de

Hilbert).

7+ Compléments et questions,

Comme 1'a remarqué J.-P. SERRE, il résulte d'un exemple bien connu de MAGATA
qu'on peut trouver un schéma S , spectre d'un corps k , un S~schéma. S' ,
spectre d'une extension quadratique k' de k , enfin un S'=schéma X propre et
simple (mais non projectif) de dimension 3 , tel que H/ (X/S) n'existe pas.
Cela implique a fortiori que le schéma de Hilbert Eilbg/ss n'existe pas (ni méme
le k-schéma qui représenterait les revétements étales de rang 2 de S contenus
dans X, ni a fortiorl le carré symétrique de X , cf. numéro précédent). Cela
impose donc des limitations sérieuses aux possibilités de constructions non projec-
tives en Géométrie algébrique. (I1 est cependant plausible que de telles limitations
ne se présenteront pas en Géométrie analytique, pas plus qu'elles ne se présentent
en Géométrie formelle, (cf. [2], II)). Par contre, si X est un schéma propre sur
le spectre S d'un corps k , et s¥ Z est quasi-projectif sur X , alors
rg (2/X) existe, et est un schéma, somme d'une suite de schémas quasi-projectifs

X/

sur S (comme dans le cas projectif (341)). Pour le voir, on se raméne en effet
au cas ot X est lui-méme projectif, en dominant X par un S-schéma projectif
X' ; nous ne domnerons pas ici le détail de la démonstration, qui utilise aussi

le résultat de factorisation d'un morphisme fini signalé dans [2], I, A, n°2 (b).
Le succés de la méthode tient au fait que, S étant le spectre d'un corps, le

X' qui intervient dans le lemme de Chow sera automatiquement plat sur S .
J'ignore si le résultat reste valable sans hypothése sur S, en supposant seu-
lement X propre et plat sur S, Z quasi-projectif sur X . Un cas important
dans les applications est celui od 2 est un sous-schéma fermé de X ; si alors

]} (z/X) existe, c'est nécessairement un sous-schéma fermé de S » On peut le
X/S
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constrmire directement de fagon assez simple lorsque X est projectif sur S,

sans utiliser la théorie des schémas de Hilbert, et la méthode employée montre plus

généralement que el Z est affine sur X , alors ]} (2/X) existe et est affine
X/S

sur S o Elle montre également que si X est propre et plat sur S (pas nécessai-

rement projectif sur S ), alors pour tout fibré vectoriel Z localement trivial

sur X, I} (z2/X) existe, et est un fibré vectoriel sur S o Il serait dési-
X/S

rable que ces résultats soient repris et unifiés.
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ADDITIF

[ajouté 4 la correction des épreuves]

I1 apparalt maintcnant que les conjectures de [2], III, n°® 8, sont fausses,
méme pour des variétds non singulidres sur un corps de caractéristique O , tant
cn cc qui concerne 1l'existence que la quasi-projectivité du quotient, et méme lors-

uec 3 opére avec un graphe fermé.
q P
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