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Séminaire BOURBAKL
13e année, 1960/61, n° 220

LE THEOREME DE GRAUERT
SUR LA COHERENCE DES FAISCEAUX-IMAGES D'UN FAISCEAU ANALYTIQUE COHERENT
PAR UN MORPHISME PROPEE

par Adrien DOUADY
La rédaction primitive, par trop heuristique, a dii 8tre modifide. J'ai été amené
3 serrer de plus prés l'ouvrage de GRAUERT [3], dont ce qu'on va lire n'est qu'un

résumé, et auquel je renvoie pour toutes les obscurités de détail.

I, Egpaces normés de cohomologie,

1. Pseudonormes ([3], § 3, n°® 1, p. 24),

Soient s, C"x ¢ C" la projection naturelle, et U c ™" un ouvert de
la forme _(}_m x G, o0 Gcc ’gn (cette notation signifie que G est un ouvert de
Stein relativement compact dans gn )e

Pour tout polycylindre ouvert B ccC gm s de centre 0 et de polyrayon
(g » ++e s py) » on pose

UB=Unn"1(B)=BxG .

Toute fonction holomorphe ¢ sur UB =B x G se développe en série de la

forme

X1 il *n im
(P(x L] y) = Z’ fi i (Y)(‘_’) XX ("‘"')
A} Py P
ol les f, . sont des fonctions holomorphes sur G .
11,-¢o,1m
On pose ¢

lell_ = sup 126
yei

et
lloll=  sup |l

l’ooo,im il""’lm oo
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A. DOUADY

L'espace vectoriel des fonctions holomorphes ¢ sur UB telles que ”(p” soit

finie est un espace de Banach, qu'on notera T ( B3 0 . Ces définitions s'étendent

inmédiatement au cas od ¢ est une fonction a valeurs dans C

Si X est un ouvert de Stein de Qm D el que Uy cc X, et § un faisceau ana=
lytique cohérent sur X , on peut trouver un homomorphisme o de faisceaux ana-

lytiques sur X
a: -5

gurjectif sur un voisinage de UB o On note alors T (U 3 8 1'image par a de
r ( ; &) dans I"(U 3 5) . C'est un espace de Ba.nach quand on le munit de la
topologie quotient de celle de T (U f}' ) « Cet espace, avec sa topologle, est
indépendant du choix de a , et meme de X ¢ il ne dépend que du faiseau & sur

UB -

5i maintenant X est un espace analytique quelconque, m: X - Em un more
phisme, Ucc X, et B cc gm un polycylindre O ; si de plus on s'est donné
un isomorphisme de UB =Un n"l'(B) sur un sous-espace analytique fermé de B x G ,
ob G cc _(in » qui se prolonge a un voisinage de TJ; » on peut définir par transport

l"g(U]3 ; 8 pour tout faisceau analytique cohérent § sur X .

La nécessité d'avoir des ouverts M"carrés" oblige GRAUERT 2 jouer continuellement
sur deux recouvrements W! <<W tels que, pour chaque (i y ese y i ) , on puisse

c U,

i ’ooo,i Cw

trouver un ouvert carré Ui . tel que W‘

4 i i, i
o,ooo,lq 0’.'.’ yecey

[0}
([3], § 4, pe 37). Ceci alourdit beaucoup la démonstratione Dans le suite de cet

exposé, nous glisserons souvent sur ce genre de difficulté.

2. Espaces normés de cocyclese

Soient X un espace (C~analytique, = un morphisme propre de X dans un espace
C-anelytique Y que nous supposerons Sbre un ouvert de " . Si U= (Ui) ot

Y = (Vi) sont des recuvrements de Stein, indexés par le méme ensemble fini, de
X, on écrira ¥ << U si la relation B! cc Bcc Y entraine pour tout indice
i: V,n B e U n alB) cc X .

Soient donc ¥ <<U, et $§ un faisceau analytique cohérent sur X . Pour tout
polycylindre BccY de centre y, =0 , on posera X = ~1(p) ,
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LE THEOREME DE GRAUERT

q . = I ; 5)
c(xE,u,s)_ r (u LR
g io""'iq g io""":"q

zZ(g,u;s):cg(xB,u;s)nzq(xB,u;s)

23 est un espace de Banach. BZ(XB , U, ¥ ; ) désignera le sous-espace Vec—

toriel de ZE(XB y U $) formé des cocycles dont la restriction au recouvrement

Y est le cobord d'une cochaine P € CE“I(XB » ¥ 9 .

Enfin on pose
Hg(XB,‘U-,Y;5)=Z2(XB,U~;5)/B§(XB,u,?;i") .

Comme on ne sait pas a priori que BY ost un sous-espace fermé de z8 s on ne sait
pas que H? est séparé (on le verra au paragraphe IV), Mais il est complets. GRAUERT
parvient 3 démontrer (sans montrer que les H; sont séparés }) le résultat suivant ¢

PROPOSITION 1 ([3], §4, Lerayschensatz 8, p. 45)s = Soient ¥V << U<U<<U_

des recouvrements de Stein de X .

Alors, pour tout polycylihdre B suffisamment petit de centre Y, s onaun ho-

momorphisme d'espaces vectoriels semi-normés @
Hi(Gg s Uy V5 3 =H (G, W, ¥Y; 9
La démonstration fait intervenir 449 + 4 recouvrements plus fins 1'un que 1'autre %

II. Enoncé et réductions des résudtats.

1. fnoncé du théoreme.

81 X et Y sont des espaces analytiques, mn¢ X - Y un morphisme, § un
faisceau analytique sur X , le faisceau &2 s est, par définition, le faisceau

analytique sur Y associé au préfaisceau U -»Hq(n"l(U) 3 5) .

I3 L
THEOREME FONDAMENIAL, = Soit n ¢ X -Y un morphisme propre d'espaces C-ana-
lytiques. Pour tout faisceau & analytique cohérent sur X , les faisceaux

@ 75 sont des faisceaux analytiques cohérents sur Y .
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A. DOUADY

2. Premiéres réductions.

Le théortme étant de nature locale par rapport 2 Y , et tout point de Y ayant
un voisinage isomorphe A un sous-espace anzlytique fermé d'un polycylindre, il fuf=-
fit de démontrer le théoréme fohdamental dans le cas o Y = Bc> x D est un poly~
cylindre de ‘g.m s Bo étant un polycylindre de im-l et D un disque de C . On
pourra de plus remplacer le polycylindre B = B0 x D par un polycylindre plus pe-

tit B! do méme centre Yo ¢

Pour tout sous-sspace analytique localement fermé A C B , on poscra XA = It"l(A) ’

ot on éderira X 1i
a X, au lieu de XBOxO .

La démonstration se fera par récurrcnce sur m ( 1). On appliquera donc en par-

ticulior les résultats énoncés dans ce paragraphe au faisceau 30 =35 @ 0y (Xo)
)
sur X On fera (§ IV et § V), a 1'intérieur de cette récurrence, une récurrence

descendante sur q .

B étant un polycylindre, donc une variété de Stein, la suite spectrale
1B ; &* 135) = 5%(x; )

dégénére, et n(x ;3 S)=T(B; &% 5) , On, eura également, au moins pour B! € B
suffisammont petit (Théoréme 2 ci-dessous) ¢

H‘é(x?, ; 5) :rg(at ; &% n3) .

3« Réduction au cas "sans h-torsion”,

Soit h la projectionde B =B xD sur D, considérée comme un élément de
r'(B; ©) oude I'(X; 0) .

I1 suffit de démontrer le théoréme dans le cas o § est sans h-torsion, c'est-
3~dire quand 1'application, définie par la multiplication par h o n et qu'on
note encore h' ¢ % -5, est injective, En effet, si & . est un faisceau analyti-
que cohérent quelconque, le sous-faisceau & = Il;JKer n¥': % -+5 est un sous-
faisceau analytique cohdrent de $ , car la réanion d'une famille filtrante crois-
sante de sous-faisceaux cohérents d'un faisceau analytique cohérent est cohérente,

et le faisceau & = 3/ est sans h-torsion. La suite exacte

(1) Le cas m =0 n'est autre que le théoréme de finitude de Cartan=Serre [2]e
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LE THEOREME DE GRAUERT

0-+51t 95 43t 0

donne naissance & la suite exacte
&3 1sn 5 /Y 75 o &2 75 o /Y asn o &Y s

de faisceaux sur B , et la cohérence de &I 5§ résultera de la cohérence des
quatre autres. La cohdrence de ®% n8' résultera de 1'hypothése de récurrence
sur la dimension de B , car $' admet une suite de composition formée de fais-
ceaux analytiques cohérents sur Xo « I1 suffit donc de démontrer la cohérence de
aq 7&" .

Remarquons que si h ¢ & » & est injective, l'application h-a ¢ & + 3§ est
également injective sur XB' s B! ¢ B relativement compact donné, pourvu que la

constante a € 0 soit suffisamment petite.

On pourra donc supposer dans la suite que 5§ est sans (h -~ a)-torsion pour

tout a .

ITII. Le type fini des fibres de @& n5 .

1. THEOREME 1. - La fibre (Of‘l n‘«?)y est un Oy ~module de type fini.
o o
On supposera que Y, est le centre du polycylindre B = Bo x D, ot que § est

sans ll"boru‘ion. PO sons

C'est un faiscecau analytique cohérent sur Xo » et par hypothése de récurrence
&2 nﬁo est un faisceau analytigue cohérent sur Bo « L'application & - 30 donne
naissance & une application € @ns - o n‘3° s qui n'est pas surjective en

général, mais le module (@ nﬁo)y étant noethérien, il existe des éléments
o
8,5 ese 55 € (62 nﬁo)y qui engondrent 1'image par € de (/2 nﬁ)y « On peut
o o
donc trouver B, = Bl,o x Dl cB, et des éléments El 3 see Er € HE(XB]. 3 9
qui ont pour image S 2 eec 5 S, e

Le théortme L peut maintenant s'énoncer sous la forme plus préciso @
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A. DOUADY

4 8
THEORRME 1 bis ([3], § 6, lemma (%), pe 54). = Soient &, 5 eee , & € H%(xB ; 5)
1
des éléments dont les images dans (R2 nﬁo)y engendrent 1'image par € de
)

(2 nﬁ)yo » Alors & , «es, & engendrent ( & nﬁ)yo .

Plus précisément pour tout B! = Bc') x D! ¢ Bl , tel que B:) soit un voisinage
privilégié assez petit de ¥, dans B pour les sections s, 5 ees , S, du
faisceau G ns définies par F’l. s eee y F;I s il existe D" < D' tel que tout
oy q . -
élément G € Hg(X'B"’ U, ¥; 3 se mette sur ng,xD" sous la forme § = Z‘Pi E}i s

ol ®; s ses 5 9. sont des fonctions holomorphes bornées sur B" = B; x Dn

Par voisinage priviligié, nous entendons un voisinage B(') de Yo tel que toute
section bornée u de &% nﬁo sur B(') s dont le germe au point Yo appartient

au sous-module de (th nso)y engendré par S) 9 seey 8, SO mette sous la
0
forme u=2 a, sy ol Ay eeey O sont des fonctions holomorphes bornées sur

B! . D'aprés un théoréme de H. CARTAN ([1], ou [3], § 3, Satz 1, p. 25), y, aduet
un systime fondamental de tels voisinages. D'autre part, si B‘; est suffisamment

petit, hS est un sous-faisceau de § sur XB' .

2. Démonstration éu théordme 1 bis.

Nous écrirons X' , X', ... au lieude Xy , X5y , ee»

LEMME 1, - Soient & , eee , § € H“*(xB 3 5) ot B'cCB, vérifiant les hy-
' 1

pothéses du théortme L bis. Alors il existe ua nombre réel c >0 , tel que tout
élément G € HZ(X‘ , U, ¥; 3) se mette sous la forme

r
szaiai"hcl ’
avec
a, €T, (B! ; ) , cleH‘é(X' s U,V 9,
et

llg Il < cllell 5 llayll < eliell
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LE THEOREME DE GRAUERT

DEMONSTRATION du lemme. = I1 résultora du théoréme de Banach appliqué 2 la

suite exacte d'espaces semi-normés complets @
H‘;(x',u,v;s)—-h_,n‘é(x',u,?;:s)_l_»}f;(x;;so) .

En effet, soient U' et ¥Y'! des recouvrements tels que ¥ << ¥! < U < U ,

On a, par hypothése de récurrence sur m 2
H‘é(x;,ﬂ,v;s&:aﬁg‘(x;,u,w ;50)=I'g(Bé;6tqn$°) .

Soit G e HMX' , U, V; 5) un élément tel que x(&) = O dans Hq(X' , U, ¥V ao),
donc aussi dans Hq(X' u,u’'; S ) eSi ze zg(x' s Uj 3) est un cocycle repré-
sentant §, ¥(z) est de la fome & , avec v € Zq(Xc') , W So) , et on peut
relever v e¢n un cocycle u € Z:(X s U ; 5) o On a alord zlu, = bu + z' , avec
X(z') =0 . Ceci entraine que z'] gt =hz, , avec z, € z23(xt , ¥ ; 5), donc

G =h&, , avec G, e Hq(X' , ¥, ¥V ; 5) —Hg(x' s Uy, ¥Y; 5) d'aprés la propo~

sition 1, ce qui demontre lo lemme.

D]E"MOIBTRATION du théoréme 2 partir du lemme. = Soit § € Hg(XB' ) ficrivons
_ i
&= Zao 51 * hC1

C1=Zaiﬁi+hC2

Gy=Tay § *+hy,

dton

5 (1<§Sr (OSESN alil n® §)) + n'"*t ey ovee iy, |l << Hiel *

N+l

Le reste h CN+1 tend vers O & condition de se restreindre 2 un polycylin-

dre Bé x Dt défini par |h[<p , avec P <-1'- (2). Dans un tel polycylindre, la

2 s s
(°) C*est iciqu'on a besoin d'avoir des espaces de Banach,
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A. DOUADY

série 2 a h" définit une fonction holomorphe bornée ¢ ctbona =2 ¢y §i »
a un element de norme nulle prés. Le calcul au niveau des cochalnes montre que cette

épalité a lieu en fait exactement.

3+ COROLLAIRE, =~ Il existe un voisinage Bc') de v, dans Bo s qu'on peut supposer
arbitrairement pedit, tel que pour tout disque D! ¢ D , il existe un disque
Dn c D' tel que, cen posant B! =B' x D' ot B =Bé x D" , on ait

Ker(HZ(XB, ; 3) au‘é(xB,, 5 9) =xer(n<gl(xB, ;8 (o ni&)yo) .

rd
DFMONSTRATION, - Considérons le Oy -module des relations entre les 51 dans
o
(/% nﬁ)y s 1o 06

o
. @)
Ker : (O )—-———-’(and .
7o
Comme © est un anneau noethérien, ce module admet un nombre fini de générateurs
)
Mo ees s Mg qui peuvent &tre réalisés comme des éléments de (F B, )T s

B' est assez petit. De plus, si B' est assez pctit, N ((&l)) = O comc élément
de Hq(XB, : 5) . Supposons que B" = B' x D" goit un v0151nagc priviligié aussi
par rapport aux sections (n. ) de (‘).r , alors si G e Hq(XB, ;5 ) a uno imege

nulle dans (G{q nﬁ) y G= Z ?s E. sur XB" s et les ¢s forment une reclation
Yo
entre les Ei s donc ¢ = =2 a q. s ou les OLJ sont des fonctions holomorphes

bornées sur B" , On en dedult que C a déja une image nulle dans H‘b(XB“ ;3 %) .
C. Q. Fo Do

IV. Le type fini du faisceau & a5,

A partir de maintenant, nous commengons & démontrer le théoréme fondamentel et
les théorémes ci-dessous par récurrence descendante sur q . Pour q >dim X,
@ =0 , et le théordme est trivial. Nous supposerons donc en particulier
Ogﬂ' 1S cohérent.

En reprenant les notations introduites dans la démonstration du corollaire du
théoréme 1 bis définissons un faispeau analytique cohérent 8 sur B! =3B! x D!
comme gonoyau de l'application n: & - & . Les éléments (5) de Hq(XB, ; S
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LE THEOREME DE GRAUERT

définissent un homomorphisme Y: 6o /& 75 de faisceaux analytiques sur B!' .

Par construction, Yy est un isomorphisme sur les fibres au point Yo o

THf"ORﬁME 2+ = Pour tout disque D"' de centre O et de rayon piy < p', on a,
en posant B"!' = Bé x Dur

H‘é(xm , U, ¥; 8 = l"g(B“' 3 9) .

Df:MONSTRATION. ~ Soit =z € Zq(X"' » U; %) . On peut mettre z sous forme d'une

série ¢+ z =2 (-p—"-,-) 2 » O0 les 2z, sont des cochaines de Cq(X , U 9,
‘z I borné indépendamment de k .

avec

LEMME 2. - 51 W << U, on peut également mettre zlu, sous forme d'une série

(plll
indépendamment de k ,

2y » od les z; sont cocycles de chl(X‘ y U 3), avee “z]'(“ borné

DEMONSTRATION du lemme ([3], pe 52 et p. 53) = Borivons

N-1
k N h \k
Z = Z (p” )K = Z (p”) + -ﬁ-’-r) (‘Ei'—r) ZN"']( .
o)
Posons
= Z h yk € Cq 1 U
Uy <N GﬁﬁT) zk g(X ’ H @
vy = 2 (ﬁ}f—r)k Zek € c;(x"' , Us 9 .
On a :

h \N
=~ Suy e = ()" vy .

Soit yy € Zq+1(X' » U; %) 1le cocycle obtenu en recollant sur X" o X' les
cocycles -(—%:-)N 6u et 6vN . La section du faisceau @t ;5 déflnle par yy
est nulle sur B"! pulsque Iy ¥ est le cobord de Vy * Elle cst donc nulle sur
B* , si on a pris soin de choisir B! privilggié pour le faisceau cohérent

&a* qs s et, d'aprés le théoréme 2 appliqué en degré q + 1 , on peut dcrire

Yy = 6HN » avec Wy € clx, w ; s . En posant z

h
' Ll ———
k= % Wt ot Wiy
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A. DOUADY

on voit que zl'( est un cocycle. Cherchons a majorer sa norme, On a

P Nl bk P"\Nel-k
uy = ) 2 G e g
dfol
gl € G Bl = B Pl

On cn déduit @

louyl < (a + VD" 52 lal

et

byl < (@ + 1) & [l

(par application du principe du maximum) o

On peut donc choisir WN tel que le\“ < cHzH , avec une certaine constante

¢ indépendnate de N o Ceci montre bien que les cocyles z]'( sont bornés en

norme dans leur ensemble. Il en résukte que la série 2 (-pm-)k ! converge sur
X" yers 1z , ce qui démontre le lemmece.

DEMONSTRATION du théoréme & partir du lemme. - Soit z € Zq(X"‘ , U3 S),on
peut mettre z sous la forme d'une série de cocwmcles ¢ 2z (’F‘;T:T)k s avec
2y € Zg(X’ , Ut 3 %) , ot chaque z, se met sur X" sous la forme

- i i " .
7 Z¢kgi, (pkel"g(B ; 0) .
On a donc z =2 ¢; & en posant @, = =2 (-—,,r 2 «» Comme les ‘Pllc sont bornés

dans T (B" 9) , les ¢, sont des elements de Fg(B"’ ; 9) , et donnent nais-
sance é\ un élément de T (B" ;-9) . Cot élément est bien déterminé, car on
connait son germe & 1'origine (én suppose B! priviligié pour le faiscoau g°).
L'application en sens inverse Fg(B"’ ; 9) Hq(X“' , U, ¥; 8 se définit a
partie des E,l , et on a ainsi un isomorphlsme qui démontre le théoréme 2.

Cet isomorphisme préserve la topologie : on voit en particulier que 1'espace
Hg(X"' s §) est séparé.
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LE THEOREME DE GRAUERT

THOEREME 3. = L'homomorphisme Y : & = 2 15 est surjectif au voisinage de Vo o
En particulier ke faisceau analytique & 15 est de type fini.

Pour toute constante a € C , soit Ba ¢ B le sous-espace analytique fermé des
y tels quo h(y) =a , posons X = n-l(Ba) yet 5 =358 O(Xa) =g/(h~a) .

LEMME 3. = Soit B" = Bo x D" un polycylindre tel qu'on puisse appliquer le
corpllaire du théortme 1 bis en degrés q et q + 1 . Alors pour tout y e B",
Dy q R a d 113

1l'image de Hg(X" ;3 5) dans (R nsh(y))y engendre comme Oy(Xh(y))-mo ule 1'image

de (8 ni‘i)y dans (& nsh(y))y .

DEMONSTRATION du lemme. =

a. Cas_h(y) =0 . - La suite exacte

o-,s-—b-):s-,:&oqo

donne naissance a la suitc exacte

&4 15 - /9 ns_ IR R

de faisceaux sur B . Le faisceau &% nS est cohérent par hypothése de récurrence
sur m, et ga*L n§ par hypothése de récurrence descendante sur q « Il en résulte
que le faisceau 90 image de &2 75 dans &2 nSo , qui est le noyau dec 61 est
cohérent. Les sections définies par 51 s eve ﬁr engendrent Fg(Bé s 90) , donc
chaque fibre de 90 aux points y € Bé d'aprés le théoréme A de H, CARTAN

appliqué 2 B(’) qui est relativement compact dans un ouvert de Stein,

be Cag h(y) £0 . = Pour la méme raison, le faisceau & n‘.Sh(y) pst cohérent.
On va montrer quc l'application @

Qexn o > S (xn . - n o
Hg(X ; 93) Hg(X 3 :sh(y)) I"g(Bh(y) ; & "T’h(y))

est surjective. Le lemme 2 s'en déduira en appliquant le théoréme A de H. CARTAN
au faisceau cohtérent nﬁh(y) + I1 suffit de montrer que, dans la suite exacte

)
HOOm 5 8) > H(X0 5 ) —HIO 5 9,

& est nulle. Or on a
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s ) < )

donec & se factorise a travers HqH'(X' H %) et pour montrer que & = 0 dans

+
ne ]'(X" ; §) , il suffit de démontrer que son image est nulle dans (&% nﬁ)y .
o
i Qxn .
Mais pour tout a € Hg(X 3 sh(y)) » 0D &

(h = h(xm) a=0 ’
dtol
(h = h(y)) da =0 o
Comne (h = h(y)) est inversible dans Oy , on en déduit que

& =0
Ce Qs Fo Do

DEMONSTRATTION du théorémed partirdu lemme. - Nousallons montrer maintepant que les
sections de ® 78 définies par les éléments E’]. o oee y Er choisisau paragraphe
précédent engendrent le faisceauft 7S au voisinage de ¥, + L'application

Yyt LB, OF e HI(x 5 3) SHA(X ;5 9

définic par Ya(tpl PRETERPIL NP Q) = thi Eﬁ_ + (h = a) { est surjective pour
a =0, donc aussi pour a < p suffisamment petit en vertu d'un corollaire du
théoréme de Banach, Donc, pour a <p, les & engendrent HY(x" 5 9)/Im(h - a) ,
donc engendrent aussi, d'aprés le lemme 2, l'image de (69 n‘.:’s)y dans (oﬂ nsh(y))y
pour tout point y tel que h(y) =a . En appliquant le théoréme 1 bis, en en
déduit que les Ei engendrent la fibre (‘78 nﬁ)y pour tout point y tel que

h(y) <P

Ce Qe Fo Do
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V. Le type fini des relations.

Pour démontrer le théoréme fondamental, il reste & montrer

THﬁORﬁME 3. = L'homomorphisme Yy défini plus haut est injectif sur B" .

s : n .
Définissons les faisceaux 32 sur X et ga sur B par les suites exactes :

n
0__)3_&1’1_-'_&1 3—)31;—»0

n
Oeg—gh—_i-»g-)gz-)O .

LEMME 3, = Si a € D', 1'homomorphisme Y. ¢ 8, » & 13, induit par y est

injectif sur B" ,

’
DEMONSTRATION, ~ Le faisceau 32 admet une suite de composition formée de fais=-
ceaux analytiques cohérents sur Xa , donc &2 ns: est un faisceau analytique co~
hérent sur B par hypothése de récurrence sur la dimension m de B . Le faisceau

<] étant égalemcnt cohérent, il suffit de montrer que
n n q sn

H [ n e "o.
Y (B H S ) - T (B H R* 7 )

ast injectif,

Or, toujours en vertu de l'hypothése de récurrence sur m ,
n n
l"g(B" ; &9 n3y) = Hg(xu i 3 .

Soit ue Fg(B" ; 92) = rg(B' ; 32) tel que yg(u) = 0 dans Hg(x' 3 52) « Comme
B! est un espace de Stein, la section u peut se relever en v € I (B! ; 8) , et
y(v) e Hg(X' ; ) a une image nulle dans H:(X' ; 52) et la suite exacte

b

(h - a)"

H‘g‘(x' ;3 5) H-g(x' ; 5) »Hg(x' 3 5)

montre que v = (h = a)n w pour un certain w € HE(X' ; 3)
D'aprés le théoréme L bis, la restriction de w 2 X" est de la forme y(w') ,
w' € T _(B" , 8) . Maintenant v|B" et (h =~ a)® ' sont deux sections de $ sur

B" qui ont méme image (h = a)® y(v) dans HE(X" 5 5) n done aussi dans

(ﬁg nﬁ)y = %y e Comme B" est un voisinage priviligié de ¥, pour les relations
o o
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entre les sections de 8, ceci entraine v|B" = (h - a)n w! , done v|B" a une
image nulle dans l"g(B" 3 2) , d'od u=0, ce qui démontre le lemme 3.

DEMONSTRATION du théordme 3. = Soiemt y € B" ot u € % .51 Yu) e (& 79
est nul, son image dans (& ni‘.ﬁ(y)) est nulle pour tout n , et ceci entraine
d'aprés le lemme 2 que u a une image nulle dans (q:(y))y pour tout n « On en
déduit que u est nul, car $ est cohérent (théoréme d'Artin-Krull)., Ceci achéve
la démonstration du théoréme 3 et du théoréme fondamental,
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