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Séminaire BOURBAKI
13e année, 1%0/61, n° 216 Février 1961

SUR LES INTEGRALES ATTACHEES AUX FORMES AUTOMORPHES
par Jean-Loud.s VERDIER

[d'aprés Goro SHIMURA]

1. Généralités sur le groupe hyperboligue.

l.1. Les espaces Fn « = Dans tout cet exposé, on pose G = SL(2 ,‘ﬁ) groupe
hyperbolique. On note K 1le sous-groupe compact maximal

cos & 8in ©
(10101) K(e) = ( ) ’

sin 6 cos 6

g, 1'algébre de Lie de G , et g 1'algébre complexifiée dont on utilisera la

base suivante

21,0 -1 1,4 1 7 _1,1 =1
(1.1.2) W—g(i 0), Z”’f(i ..1) Z"2(-1 -1)
dtol les relations
(1.1.3) W,zl=-2, wW,z]=2, (2 ,Z]l=2w

k(6) = sxp(2igwW) .
Soit
Xg ¢ k(8) ~~+ exp(niB)

un caractére de K . Si V est un espace vectoriel complexe de dimension finie,
nous, noterons Fn(V) 1'espace vectoriel des fonctions indéfiniment différentiables

p 3 G 5 V vérifiant

(1.1.4) o(gx) = o(e) x,(k) , YV kek .

En interprétant les éléments de 1'algdbre de Lie g comme des distributions (2
valeurs complexes)de support l'origine, on voit que la propriété (1.1.4) est équi-

valente i la suivante

(1e125) ¢ xW=-39 .
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J-L. VERDIER

Les relations (1.1.3) nous montrent alors que

qJ*ZGFn+2

¢ % Z € Fn_e .

(14146)

G opeére sur Fn(V) par les translations & gauche, et dans la suite de 1l'exposé
Fn(V) sera toujours muni de cette structure de G-modulss Les translations i gauche

commuttant aux convolutions & droite, les opérateurs

*Z:(PW(P*Z

sont des homomorphismes de G-modules.

L'espace homogéne X = G/K s'identifie canoniquement au demi-plan de Poincars,
1'application naturelle G - X se transformant,dans cette identifieation, en

1'application

ai + b s b
(1v1.7) g ~n- m ) g = (c d)

et 1l'opération naturelle de G sur X se tranformant en

. az +b (2 b
(1+1.8) gr 2 Gvgr 6= 4 .

A toute ¢ € Fn(V) » attachons dans le demi-plan de Poincaré la fonction f£(z)
définie par

(14149) pEP = v o), e=C )

Cette formule a un sens 2 cause de (lel.4)e On obtient ainsi un isomorphisme de
1'espace Fn(V) sur 1l'espace des fonctions indéfiniment différentiables X = V .
Par transport de structure, G opére sur cet espace de la manidre suivante ¢ la
transformée d'une fonction f(z) par g = (Z 3) n'est autre que

(- cz + a)-n f(fl_z__:b—)
«~cz + a

ou encore
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INTEGRALES ATTACHEES AUX FORMES AUTOMORPHES

(1.1.10) g-l.f(z) = (cz +d)™ £(gz) .

Les opérateurs * Z et x Z se transforment de méme par transfert de structure

en les opérateurs

_ n 0.
(1e1.11) *¥7 == 2 - Riw
— 20
(1.1.12) *x 4 =21 Yy .SZ- .

La démonstration de tous ces résultats ne présente pas de difficultés (ef. [8],

premiers exposés).
La formule (1.1.12) nous montre que les fonctions holomorphes sur X corres-
pondant aux fonctions de Fn(V) anmulées par * 2

1.2+ Représentations de dimension finie de G « = Nous nous bornerons 2 énoncer

les résultatse (Pour les démonstrations, cfe [8],premiers exposés).

Les représentations irréductibles de G sont caractérisdes par un entier n 20 ,
la représentation Py est de dimension n + 1 . Elle est définie au point de vue
infinitésimal par les formules suivantes & l'espace Vn de la représentation admet

une base

C] e ‘
n, _n+2,-..,en

et on a les formules

_P
Pn(W) o, =7 ¢,
(1.2.1) Pn(Z) ep = ep+2 ( =0 si p=n )
Pn(?)ep=;%-(n+p)(n-p+2)ep_2 (=0 st p==n).

Pour obtenir une construction globale, il suffit de prendre pour V 1tespace
des polyndmes u(t) 2 une variable 2 coefficients complexes, et de faire opérer

G sur Vn par
(1.242) pn(g) u(t) ~~s (cz +a)? u(a: : g) ’

ey
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On remarque alors que pn(g) peut se définir de la méme fagon pour g e SL(2 , Q)
et est alors fonction holomorphe de g »

Les ep sont alors les vecteurs propres du compact K , et un calcul facile

montre que

N

[
N
=]
.

(1:243) o = 1t (6 =1)%% 5+ o
e -n+2k ~ (n = k)% 1
Nous aurons enfin besoin du résultat suivante

(14244) LEME, = I1 existe sur Vn une et une seule (& un facteur constant prés)
forme bilinéaire non dégénérée invariante par la peprésentation P, Elle est

symétrique si n est paire,et alternde si n est impaires.

En effet, la représentation contragradiente de la représentation P, est irré-
ductible de dimension n + 1 ,donc isomorphe & la représentation P, s qui
démontre 1'existence d'une telle forme bilindaire. L'unicité est claire vu 1'irré-
ductibilité de Pn .

S1 n =1 la représentation Py est la représentation évidente de S&L(2 ’.3\.)
dans S% o La forme bilinéaire alternée det(u , v) est alors invariante par G .
Dans le cas général P, est visiblement la puissance symétrique n-iéme de Py
par suite la forme bilindaire det(u , v) définit une forme bilindaire dans Vn
invariante par Py alternée ou symétrique suivant la parité de n .

Remarquons enfin que Vn 1'espace des polyndmes de degré au plus n 2 coeffi-
cients complaxes est le complexifié de V'g» l'espace des polyndmes de degré au

plus n & coefficients réels,et que p, conserve 1l'espace des polyndmes réels.

2+ Les fonctions automorphes a valeurs vectoriellese

2.1. Groupes fuchsiens de premiére espéces = Soit I' un groupe fuchsien de

premiére espéce i. e. un sous=-groupe discret de G tel que la mesure invariante

du quotient G/T soit de volume fini.

Considérons dans G le sous-groupe

U={u=(c1) )lc)xe&} .
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INTEGRALES ATTACHEES AUX FORMES AUTOMORPHES

On appelle sous—-groupe parabolique de I' tout sous-groupe non trivial de la
forme I'n g Ug "l Soit I un sous=groupe parabolique de I' + Alors
g"l ' gcU . On peut toujougs choisir g , ce que nous ferons désormais, de
fagon que g-l Fp g soit le sous-groupe {(é fll) » 4e€Z}.0n appelle pointe
parabolique tout point de la frontidre de X (i. e les points réels ou le point
3 1'infini) stabilisé par un sous-groupe parabolique de I &

Comme I' est de premiére espéce il n'y a qu'un nombre fini de sous-groupes
paraboliques modulo les autcmorphismes intérieurs,et G/I est compact si et

seulement s'il n'y a pas de sous-groupe parabolique.

Les groupes fuchsiens de premidre espéce sont les groupes discrets tels que

X/ soit une surface de Riemann compacte privée d'un nombre fini Go points @

les points paraboliques.

242+ Les espaces Sk(l" » n) « = Dans la suite du paragraphe, I' est fixé une
fois pour toutes. Soit P la représentation irréductible de dimension n + 1 de
G et soit Vn l'espace de la représentation. Nous noterons Sk(l" » n) 1l'espace
des fonctions £ : X = Vn soumises aux trois conditions suivantes

(24241) (A 1 ) f est holomorphe

(Az) V yel, f(yz) = (cz + d)k pn(y) £(z) Y= (2 3) .
Nous exprimerons la troisiéme condition un peu plus loins

Soit l"p un sous-groupe parabolique de I' ,et s € G tel que

-1 1
s l"ps={(o cll)qe,\Z,l .
Nous poserons
k.
T » 3) = (ez + a)F g= (2 3) )

Alors la fonction

fs(z)z J'k(s s 7) pn(s)"1 f(sz)

ol f vérifie les conditions (Al) et (Az) s posséde la propriété suivante
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(2.2.2) a€ez fs(z +q) = pn(é ‘11) fs(z) .

Mais nous avons vu que la représentation P, e prolonge holomorphiquement &

L2, 32 , et par suite la fonction

ol D700

est holomorphe et périodique de période 1 d'aprés (2.2.2) ; elle admet par con-
séquent un développement en série de Fourier

(2.2.3) pn(é i)-l fs(z) = 2 a_ exp 2mirz .
TEZ

A~

I1 est d'autre part facile de vérifier que pour tous les s tels que

71 Fp5= {((1) g) qez}

les a_, sont les mémes.

Ceci dit nous pouvons exprimer la troisi®me condition.

IOU.I tout Sous-gl‘oupe parabolique de I
A

les coefficiants 8, sont nmuls pour r £0 o

Pour n =0, c'est-a-dire pour la représentation triviale de G , les espaces
sk(r » 0) ne sont autres que les "Spitzenformen®" de poids k « Nous les noterons
5,(T)

D'aprés le paragraphe 1 on peut faire correspondre 3 toute fonction f € SK(I‘ , 1)
une fonction ¢ G -~ V. vérifiant les trois conditions suivantes ¢

(Ai) ¢ %2 =0
(a3) pxW=-%¢, V¥V yel, o(ve) = p () o(g) .

Pour exprimer la troisiéme condition, il faut d'abord considérer la fonction
-1
(2.2.4) v (8) = p (se)™ o(se)

et remarquer que la fonction
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INTEGRALES ATTACHEES AUX FORMES AUTOMORPHES

XER  x ~o "’s((é De)

est périodique de période 1 , et que par suite elle admet un développement en

série de Fourier

(2:2.5) ‘Ps((é De) = éz a_(g) exp(2rmirx) ;

i1 est alors facile de voir que la condition (AB) se transforme en la condition
A?
Pour tout sous-~-groupe parabolique de I les
Al

fonctions ar(g) sont rulles pour r <0 .

Nous noterons encore cet espace de forction Sk(I‘ , 1) .

2.3.La filtration canonique de sk(r s N) o = S0it ¢ € Sk(l" , n) ; on peut écrire

(243.1) og) = p () 2 tpp(g) o

ou les ep sont les vecteurs de base de Vn explicités en (1s241).

A 1'aide des formules (1.2.1) il est facile de voir que les propriétés (A'l) ’

(Aé) et (A'B) entrainent pour les 9 les propriétés suivantes

= v el
9,(v8) = ¢ (e) Y
k -
W= -
¢ * =ty
2.3.2) >
( o ¥ T=1/Am-p)n+p+2) 9 .

Pas de terme de rang négatif ou mul dans les séries

de Fourier aux pointes paraboliquess

De 13 et du fait que Ppap = 0 résulte une application canonique

P. ¢ Sk(l",n) -+ 8 (T

0 k-n

de noyau noté Si(I‘ » n) . Clest l'application @ ~~ 9 o
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Ssi o, = 0 5 alors (2+3.2) pour p=n -2 conduit & une application canonique

. gl
Pl H Sk(r »n) - Sjk-n"'z(r) )

de noyau Si(l" » n) « En continuant ainsi on définit une filtration canonique

Slz( ,n)—S( ,n)DS(F,n)...DSk(F )DSn+1(1" =0
et & des injections canoniques
(24343) P;] : S]J{(F , n)/sf{”(r ,n) = S

dont nous nous servirons par la suite.

k-n+2j (r)

C'est 1'injection qui, 3 ¢ e Si]{(l' y n) i, 2. @) = Ppp T eee = (Pn-2j+2 =0
fait correspondre P2 j°

Nous aurons besoin par la suite du lemme suivant
(2+344) LEME. - L'injection
n
Pt G0 o 5, (0)

est un isomorphisme.

Pour démontrer cela il suffit de voir que Pn est surjective ; or soit
P € Sk+n(l") ¢ 11 est immédiat de voir que ta fonction

¥eg) = p,(g) olg) e_,
appartient 2 Sk(I“ s )
KUGA et SHIMURA dans [5] (voir aussi [8]) démontrent que les injections Pj
sont surjectives pour k -~ n +2j #0 et nulles pour k = n +2j =0 , Ils cons-

k n+2j(r) dans S (1" , n) et

arrivent ainsi 4 déterminer entiérement les espaces (1" s 1) Nous n'aurons

truisent de plus des injections canoniques de

pas besoin de ces résultats dans la suite de l'expose.

3¢ La classe de cohomologie attachée a une "Spitzenforme" .

3+1. La suite exacte de cohomologie. = Nous noterons C?(V ) 1'espace des

fonctions X - V holomorphes, et ('21 (V ) l'espace des dlfferentlelles holomor-
phes & valeurs dans Vn e X étant un ouvert simplement connexe de Syonala

suite exacte suivante:
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(3.1.1) 0 - Vn - QO(Vn)——d—-)QI(Vn) - 0

d étant la différentielle.
' étant un sous-groupe fuchsien de ¢ , ' opére
-sur V. opar x ~- pn(y) X o
- sur Qo(Vn) par £(z) ~— pn(y) f(y-l z)
- sur Ql(Vn) par W a~s Pn(Y) W o Y"l .

La suite (3.1.1) est une suite exacte de I module, ce qui permet de considérer

les groupes de cohomologie de I' 2 valeurs dans ces I'-modules, et en particulier

d'écrire la suite exacte de cohomologie @

r r d 1, v & .1
(3e1.2) 0 » V, - Q°(vn) —S Q) —H (T, V) +

(La notation VP désigne 1'ensemble des points fixes du [=module V ).

Or les fonctions appartenant a QO(V 7 vérifient (pour k = 0 ) les conditions
(Re241)e On a par suite une 1nJectlon 56 (C,n) » (V )F o Do méme en mettant
les formes différentielles w € Q (V )F sous la forme f(z) dz , les fonctions
£(z) vérifient les conditions (2.2. 1) pour k =2 , et par suite on a une injec~
tion S,(T, n) = Q'(v )",

On déduit de 12 le diagramme commutatif

vr - Q(V )F__.ml(v) Hl(f‘ V)
A

(3+1.3)

d
8 ,(T, n) ...«__.32(1" s 1)

en notant Q le quotient SZ(F , n)/d SO(F s n) on a done

0 - vr > 0%V yF—4a., Ql(Vn)r—é-) BT, v)

(3e144) l l\ T

S(I‘,n)———»S(F,n) +Q =20
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En étudiant les développements aux pointes, on remarque que si une "Spitzenforme!
de poids 2 est la dérivée d'une forme automorphe (non nécessairement réguliére
aux pointes) elle est alors la dérivée d'une "Spitzenforme", On en déduit que

1tapplication
1
Q - H (F ? Vn)

est une injection.

Remarquons enfin que si GA" est compact il n'y a pas de pointe parabolique et

par suite les fléches verticales du diagramme (34143) sont des isomorphismes.

342+ L'application So(l" » 1) 4, 82(1‘ s 1) o = Remarquons tout d'abord que
1l'opérateur d = est proportiomnel 3 %7 ; en effet, d'aprés (1.1.11)

R
*Z—-;-zis-z—

et ici k =0 . Comme le but de ce numéro est d'étudier le conoyau de d , le
résultat ne sera pas changé si on remplace d par * Z . D'autre part,d'aprés
le lemme (243.4), Sn+2(F) s'injecte dans SZ(F s 1) « On a alors 3

(34241) THEOREME. - L'espace 82(1", n) est scmme directedu sous-espace S 2(1")

et de 1'image par d de S (T, n) .

Pour démontrer ce théoréme nous interpréterons les espaces Sk(l" , n) comme des
espaces de fonctions sur le groupe G ,et nous utiliserons 1'opérateur * 2 a la
place de d « Nous démontrerons tout d'abord un lemme,

(3:2.2) LM, = L'application sJ*1¢ , n)/s3%( , n) 2258l , )"0 , n)

est un isomorphisme pour j < n .

Soit ¢ € sg"‘l(r , n) ; alors d'aprés (2.3.1)

¢ =p,(e) Zcpp(g) e .

Avec Pre2j-2 #0 et Pppy = *0* =0y = 0 o Par suite, d'aprés (1.2.1)

(34243) ¢ *2(g) = pn(g) b3 (q;p x2(g) = o _z(g)) o
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le dernier terme non nul de la sommation étant = ¢ pp 32 Cp2 j et par suite

1'application
Sgﬂ(r ’ n)/Sg+2(F ’ n) *ﬁ Sg(l' ’ n)/sgﬂ(l‘ ’ n)
est injective. Pour démontrer qu'elle est surjective, soit Y e Sg(l" , 1)
= Z e .
We) = 7,(0) 9,6 o
Avec
llln_ej?{O \l}n_2+2=00-=k|}n=

les fonctions q;p vérifient les équations (2.3.2) pour k =2 , Posoms alors

A oo{n=p)(n+p+2)

=0 EA Y, I Dl A

les fonctions ¢ vérifient les équatiors (2.3.2) pour k =0 et par suite défi-

nissent une fonction ¢ € SJ e » 1)
olg) = pn(g) )3 (pp(g) e R
On voit alors (3e2.3) que

p*2Z =¢y=0 mod Sgﬂ(I‘, n)
Ce Q¢ Fo Do

A ltaide du lemme (34242) ot en remarguant que, pour n >0, S, or , n)/S (r, n)={0}
(car S, o(r, n)/S (T 5 n) s'injecte d'aprés (2.3.3) dans S (I“) qui est nul, car
il n'y a pas de "Spltzenforme" de poids négatif) le théoréme (3.2.1) se démontre
immédiatement

Reprenant lec diagramme (3.1.4) on voit qu'on a une injection.

(3:244) Spig) > BT, w)
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Cette injection a été explicitée par EICHLER [2], Nous nous contenterons de
donner le résultat.,

/
(3.2.5) THEOREME (EICHLER). = Soit f£(z) une "Spitzenforme" de poids n +2 pour
I et We 1'image de f par }'injection.

ST () B U2

On a alors

W, =L*Ln—"!—z-)n £(z) dz

(les é1éments de vV, sont des polyndmes en t de degré au plus n ), Considérons

la fonction

2 n
Pf(z)—_-/zo _(_n,Q £(g) a¢ .

Pour y-l = (2 3) €T on a alors

(cz +d)% P (az :3) = Pf(z) + aY(z)

ol ay(z) est un polyndme de degré <n ern =z ; l'application y ~- a,6 de T

dans V est un cocycle de I' & valeur dans le I =module Vn dont la classe de
cohomoile définit 1'élément 6w €H (1" , v )

On peut se poser la question de savoir quelle est 1'image de 1l'application

1
nJ'2(1“) - HY(I', vn) R

Une réponse partielle est fournie par le théoréme ci-aprése Si T! est un
sous-groupe de I' et V un [-module, nous noterons les I'A' 1'application

canonique
res g Hi(l" V) o Hi(F’ V)
r/r ’ ’ ¢
On a alors le théoréme suivant 3

(3.7.6) THEOREME. ~ Soit T wun groupe fuchsien de premidre espéce et f € S _'_2(1")
alors la restriction de la classe &f e H (I, Vn) a tout sous-groupe parabolique
de T est nulle.
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Reprenons le cocycle Yy ~~- aY , du théoréme (3.2.5) ; un calcul immédiat

montre que
% 2 - Cy\n
a(a) = /zo ) f(Qag

évidemment, lorsqu'on change 2, la classe de cohomologie correspondante ne
change pase Soit p une pointe parabolique de I' et Fp le sous~groupe para-

bolique correspondant. Nous pouvons prendre comme cocycle
'(z) = /YP (BS9® £(r) a
aY(z) / b (-—31'—-) (t) dg

(l'intégrale a un sens car f est une "_S_Pj.tzenforme"). Prenant vy € l"p on voit

que

a'Y(z) =0 .
Ce Q. Fo Do

Dans la suite de 1l'exposé nous noterons ‘Hl( r, Vn) 1'ensemble des classes

dont la restriction & tout sous-groupe parabolique de I est nulle.

3¢3+ Dimension de ﬁl(l" ’ Vn) o = Le but de ce numéro est de donner le schéma de

démonstration da théoréme suivant :

(343.1) THEOREME. - Pour tout groupe I fuchsien de premiére espéce,on a
R o oas oyl
2 dim 8 (T) = dim H (T, V) .

Nous utiliserons le théoréme suivant ([6], exposés 11, 12, 13),

(343+2) THEORME. -Soient X un espace topologique et T un groupe opérant pro-
prement sur X , & un faisceau de groupe abélien de base X sur lequel T opére.
Nous noterons n ¢ X - XA 1'application canonique de X sur son espace quo~
tient, Nous noterons G.r le faisceau sur X/ défini de la manidre suivante ]
Soit U wun ouvert de X/T ; n-l(U) est alors saturé par I, et par suite T
opére sur le module a(n-l(U)) « Nous poserons

(IP(U) = (‘l(n-l(U))F (points fixes) .

161



J-L. VERDIER

On fait sur le faisceau ¢ les hypothéses suivantes:

1° Soit x wun point de X , @&(x) 1la fibre de ¢ en x ,

I'(x) 1le stabilisateur
de x e«

Pour tout point x € ¥, H-(I(x), &(x)) =0 pour 1 >0 ,
20 BI(X, a) =0 pour j £q .

On a alors

(343.3) g, o) xut 9, 1Y(x, ®)

Pour démontrer le théoréme (3.3.1) nous distinguerons deux case
1° X/T est compact.

Nous noterons QS(V ) le faisceau sur X des germes de fonctions holomorphes 2

valeurs dans Vn 3 'w(vn) le faisceau des germes de formes différentielles. On

a sur X la suite exacte de faisceau
0 » V. =» W) - ov) = o0
~~l ~r n an n
On en déduit immédiatement la suite exacte sur X/T .
0 » F o ) o @)l - o
N ~ n an n

Nous noterons % la surface de Riemann X/

On a la suite exacte de cohomologie

o 3 r
0 - HO(Z,N‘\I;) -+ H°(z,&(vn)1) ~ H(Z, ol(v,)")

(3.34) -, s EE, 20w -k, 2D
- HZ(Z,’\Y‘E) 3 eee

\ F
D'aprés (3.3.2) HO(T ’i’\; ) = v

Or T étant un sous-groupe fuchsien de G ,

I est algébriquement dense dans
G [1] et v

étant une représentation irréductible de G , Vr =0,

On démontre de plus que H (z, Ji) = H r, v ) =0, Car H2(2 ’M,F) est
isomorphe & H (Z , VF) X H r,v ) et on vo:Lt aisément que ce groupe est nul,
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D'autre part puisqu'il n'y a pas d'éléments paraboliques dans T
o (¢} r (o] T
~ X r
H(z ’ &(Vn) ) xQ (En) so( ) n)
o R SO D U
H(z, @(V)) ~a (V) ~8§(T, n) .

De plus en examinant les développements en chaque point de I on remarque que
QO(Vn)F X HomGKQl(Vn)r , Ql) O désignant le faisceau des anneaux locaux de I
et Q7 le faisceau des différentielles (a valeurs scalaires). Par suite, en vertu

du théoréme de dualité de SERRE
1 0 r "y 0 1 r
H(z, Q (Vn) ) est en dualité avec HO(Z, Q (Vn) )

/ r
wl(z, o°(vn)r) est en dualité avee HO(X, (V. )')

en calculant alors la caractéristique d'Fuler-Poincaré de la suite (3e3e4) on

obtient le résultat,

20 X/T est de volume fini non compact .

X/T est alors une surface de Riemann ouvertes Nous noterons I la surface de

Riemann complétée
HED VU

les points de Z_ sont les points parabcliques de Z o Nous définirons sur X

cing faisceaux dont nous allons décrire les sections. Nous allons tout d'abord
.. 0 (e} ~0

décrire sn(resp % resp Sn) .

= Sur un ouvert U ne contenant pas de points paraboliques
o ~ 30 ~ g0 ~ A0 r
(U)X s, (M= sn(U) o) (vn) (v) .

- Boit U un ouvert suffisament petit entourant un point parabolique P de I .
Soit p une pointe parabolique de X se projetant sur P o Nous pouvons sup=
poser U suffisament petit pour que l'image inverse de U soit composé d'un
voisinage W de p et des transformés disjoints de W par T o Nous noterons

Ii le stabilisateur de p .
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%(U) (resp S;:(U) resp 5;’1(11)

sera alors l'énsemble des fonctions holomorphes sur W 2 valeurs dans v inva-
riantes par f'p et dont les séries de Fourier (2.2.3) ont leurs termes constants
nuls (resps quelconques, resp. stables par I'_ ) et leurs termes de rang négatif
nuls, On définirait de méme 8; et Ki en remplagant les mots "fenctions holomor=
phes® par "formes différentielles holomorphes"., Sur Y on a la suite exacte de fisemx

(303-5) 0 = Yn - slol_d_) 83’1 - 0

¥ étant le faisceau noyau de l'application différentielle.
Nous noterons X le demi plan complété par les pointes paraboliques. Yn est

1'image 4'un faisceau §n obtenu comme suit:

0 =¥ -V >V =50
n ~n M

«y\noo étant le faisceau constant -l{n restreint aux pointes paraboliquess On a par

suite
34346) 0 » V. - T vo H(x,3) - o0 .
’
n . n n
pointes
paraboliques

Cette suite est une suite exacte de I'- modules On voit aisément que le module

n v = M (n vn)
Pointes " classes de pointes Yé‘/l"
paraboliques p

et que le module Il ¥ estle I' =module V_ induit 2 T, On a par suite
yerAr |3 n

Hi(l“ , 1 v)= M Hi(l" s vn) ;
pointes n classes de P
pointes

de la suite (3.346), il vient (V‘E =0 d'aprés ce qui a été dit plus haut)
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0 » T #@,,7) » B0, 8 (E,T)) » B, )
(3.347)
R, il Hl(r' ’ Vn) = see
PeX_ P
Or il est faoile de voir que l'application R n'est autre que 1l'gpplication de

restriction (3.2.6) ; par suite on a la suite exactes
o 0 1,2 = ~1 )
o - N ®8¥@_,v) »H8(C,HXx,7)) » HEHT,V) +0 .
e p’ n n n
o

Appliquant alors le théoréme (3.342) (ce qui est licite ici bien que les hypo=-
A -—
théses ne soient pas toutes vérifiées) il vient, puisque Hi(x R Yn) =0 pour

141
1 ~ 140 1,0 =
B (z, v) RE(r, 8 (x, ¥))
et par suite

~1
(34348) 0 - PQZ H°(rp y V) s Bz, v) » H(,V) -0 .

Revenons i la suite de faisceaux (3.3¢5)+ En passant 3 la cohomologie, il vient

0 = so(r »yn) = & ,n) - Hl(): s vn) - Hl(z s sg)
(34349)
-+ Hi(z, g) - B(z, v) .

On démontre tout d'abord que HZ(Z ) \’n) =0 (On peut le tirer de la muite
(34347))0

On remarque ensuite en étudiant les développements en chaque point que les
faisceaux S; et Jcl]'; ’ 3@3 et 83; sont en dualité au sens de SERRE. On a par

suite ¢
. . 1 s
dim § () - dim H(Z, V) + dim Hy(F, n) =dim B (T, n) =0
en notant H2(F s n), HO(F » n) les fonctlons holomorphes & valeurs dans v,
inveriantes par ' dont les séries de Fourier peuvent avoir des termes constants

(mais pas de termes de rang négatif). Or il y a pour ces fonctions un théoréme
analogue au théoréme (3.2.1) ce qui donne

165



J-L. VERDIER

dim Hy(T , n) = dim H (T , n) = dim Hn+2(r‘) 3

d'autre part, de la suite (3,3.8), il vient, en appelant h le nombre de points

paraboliques de I et en remarquant que dim Ho(l"p ’ Vn) =1,
ain HH(z, ¥) = din g, V) +h
et par suite
. . S |
dim Sn+2(1“) + dim Hn+2(I‘) -h=din H' (T, Vn) .

Or il est bien connu en théorie classique des fonctions automorphes par la

théorie des séries d'Einsenstein que

dim Hn+2(f’) = dim sn+2(1") +h

Ce Qo Fo Do

Notons £ le faisceau sur X ¢ Vr s V_ étant le faisceau simple de fibre
n ~n 7 oA

Vn sur X o On a alors la suite exacte

(343.10) 0 » & »8 -3 0 .
Or si nous notons ij le faisceau sur T ayant pour support Zm et pour fibre
en chaque point P € Zw Vip s nous avons la guite exacte
zoo
(343011) 0+ ¥ =& - V" 50 3

de 12 et de la suite exacte (3.3.8) il vient
1 ~ 1
H(E ’En)'\fH (I-‘ » Vn)
(343012)
o
HZ(Z,BH)=H(Z,E’H)=0 .
La suite (3+3¢10) nous donne la suite exacte de cohomologie

(3e3413) 0 = so(r » n) - S, , n) 2, Hl(z ’ mn)

ot on peut vérifier que modulo 1'isomorphisme (3e312) 1'homomorphisme & n'est
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autre que 1'homomorphisme & défini par EIGHLER ((34204) ot (3e245)). La suite
exacte (3.3.10) nous servira par la suite. Elle est d'ailleurs définie méme si

Xf est compact.

4, L'isomorphisme de Shimura.

4.1« Produit scalaire de Peterson. - Rappellons comment on définit le produit
(r)

scalaire de Peterson pour deux fonctions f , g € Sn+2

+2
(£, 8) = /g £(z) g(2) y"~ dv
oi § est un domaine fondamental de X pour I' et dv la mesure invariante

par G

A

dv = —5 dz adz =-%§ dx A dy .
2y y

Muni de ce produit scalaire, Sn+2(F) est un espace de Hilbert.

Nous noterons u% et wg les formes différentielles assocides & £ et g par
1%'injection

g 1
Sn_',z(r) -> Q (Vn) .
Nous noterons d'autre part,
(xy35) ~ &, ernYeVn

le produit scalaire dans Vn invariant par la représentation X (1.244) ot J
1'involution qui fait passer d'un polyndme au polyndme conjugué (passage 2 1'imagi-
naire conjuguée gur les coefficients).

(441.1) LEMME, = La forme différentielle (u? ) Ju%) est proportionnelle i la
forme différentielle f(z) g(z) yn+2 dv o En effet d'aprés (3.2e5)

p = £(z) ﬁ"'n:!—zln dz

(7Y J——
(44142) N
W, = g(z) 1375152- dz .
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Par suite
1 - n —\n a
W, Jw ) = f < (bt =- t - > dz Ad .
Gy 34 == 20) 6(0) < (4 =), (6 =T > s ndd

Mais, d'aprés le lemme (1.2.44), la forme bilindaire invariante sur Vn s'obtient

en prenant la puissance symétrique de la forme bilinéaire invariante sur V., et

par suite '
(b =2)%, (£t =Z))= det(t =2z , t =32)°
en notant det(u , v) une forme bilinéaire alternde sur Vl e On a donc ¢
(6 =2)", (¢ =2)" = (2ay)"
Ce Qo Fo Do

(441.3) LEMME, - La forme différentielle (Row, , Re wg) est proportionnelle

3 la forme différenticlle Im(f(z) g(z) yn+2 dv) lorsque n est paire

En effet nous avons @

4(39%:3‘3“2

]

(wf +Jug W, +Jwg)

il

e

(wf , wg) + Q‘wf,Jwg) + (wf ’ Jwg) + (wa , wg)
we et W étant de la forme donnée en (4.1.2), on voit que

(wf , wg) =0

(wa ’ Jwg) =0

de plus n étant pair, le produit scalaire dans Vn ast symétrique, et par
suite

4 (Re W, , Re wg) = (W Jwg) - (wg » TG

le lemme (4« 1.1) nous permet alors de conclure.

Nous noterons ANf , g) la partie imaginaire du prodult scalaire de Peterson
nous avons alors pour n pair
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A(f’g)"C/ (Re w f:Rewg>

Cn étant une constante qui ne dépend que du choix de la forme bilinéaire invarian-
te sur V_ .

n

4.2, Le cup-produit. -~ Dans tout ce numéro, n est pair . Reprenons le fais-

ceau £ introduit en (3¢3+10) ; 2 1'aide de 1'involution J sur V. » on peut

R : .,
définir L';lv le faisceau des parties réelles. De plus, 2 1'aide de la forme bilindaire
invariante (que 1'on peut prendre réelle sur les parties réelles), on peut définir
un accouplement

R

ﬁ\{{@ E‘%« -+ R faisceau simple

et par suite on peut définir un cup-produit
(4.2.1) iz, Nenlz,ed o Bz, p

or I étant une surface de Riemann compacte , Hz (z, R) est de dimension 1 et
le cup-produit définit donc une forme bilindaire sur Hl(}i ﬁM) lorsquton a
choisi une base de HZ(Z R)

Nous allons définir trois faisosaux (SZ“E‘) ’ Cl(ﬁ'gé ’ ¢2 (ﬁ"ﬁ*) o En premiére
approximation, ce sont les germes de fonctions indéfiniment différentielles
(respe les formes différentielles) " valeurs" dans ﬁ"B” De fagon plus précise
nous allons définir lcs sections de 61(£~) sur un petit voisinage U d'un point
parabolique P o On lui fait alors correspondre comme d'habitude une demi-plan
voisinage du point 3 1'infini. On considére alors les formes différentielles de
degré 1¢  indéfiniment différentiables invariantes par translations & valeurs

dans V‘E”"; elles s'éorivent (cf. (242.3))

o(z) =p (¢ T) 4(z)

ot ¢ est une forme différentielle périodique, {uk} étant une base de W
n

<I>=Zuklpk
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ou 1y est une forme différentielle & valeurs scalaire périodiquee Elle définit
par suite une forme différentielle indéfiniment différentiable gans U privé du
point P o Ceci dit, les sections de 810%%) sur U seront les formes différen=
tielles ¢ telles que les formes Y se prolongent en des formes différentielles
indéfiniment différentiables définies dans U . On procéde de méme pour C &}b

et C?(EvQ . On a alors une suite exacte

(4-.2.2) Oaﬁg\vaco(ftg\)-)cl(@g\)—)(}z(ﬁg\) > 0 K

Les faisceaux CP(E§9 étant mous, on a ainsi une résolution de ﬁ%v et par
suite une application

B (e*eR) - wi(z, of ;

en particulier, si nous notons Z163§9 les sections de 6163§9 dont la diffé-
rentielle s'annule on a une application

(4.2.3) 2@y 2 ople , 28 - o0 .

n

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat essentiel de cet exposé.

(442.4) THEOREME (SHIMURA [9]). - Soient f et g € § +2(r) s dug 5 du, les

clagses de cohomologie qui leur correspondent dans qt (Z ) 8 ) et Re 6“% Re 6wg
les classes de cohomologie qui leur correspondent dans H (2 ﬁ~9 par l'appli-

cation
R
H(Z,E) H(ZE’\I:;) .

Une base étant choisie dans Hz(Z » R) la forme bilinéaire Re 6u%-4 Re 6wg' est
proportionnelle & la forme bilindaire A(f , g)

Remarquons d'abord que le diagramme
s () s, (C , n) __L.Hl(z £ )
n+2 A ? *n

(4.2.5) R»e Re

v
Zl(ﬁ«g\) & wl 2
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est commutatife Soient f , g € Sn +2(I'“ ) ; il leur correspond Re We s

Re w, € Zl(ﬁ%) , et le lemme (4.1.4) nous montre que

A(f,g):Cn/E(Rewf,Rewg) .

Or on sait d'aprés le théoréme de de RHAM ([3], théoréme (6.6.1), p. 257) que le
cup-produit de deux classes de cohomologie est donné par le produit extérieur des

formes différentielles qui représentent ces classese Par suite

(Re

s Re wg) e Reowvaeéwg

%
dans l'application
a*(r) - H(s , R) ,

QZ(R) étant 1'espace des formes différentielles de degré 2 .

De plus, toujours d'aprés de RHAM, il y a un isomorphisme canonique de
(= ,“l}) » R qui consiste & associer A une forme différentielle a de degré

2 1le nombre /. 5@ 5 co qui démontre le théoréme.
(442.6) THEOREME (SHIMURA). - L'application

o1
It S0 » B,

quisassocie 3 f -~ Re 6wf est un isomorphismes.

Remarquons que d'aprés (3.3.1) les dimensions des deux espaces sont égales. Dé-
montrons que I~ est injectif. Soit f esmz(r) telle que I(f) =0 , D'aprés
(44244), pour tout g € Sme([‘)

AMf , g) =Re 6wvae bug:o

et par suite, A étant une forme non dégénérée, £ =10 .

Ce Q. Fe. Do
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5¢ Les variétés abéliennes (dans tout ce paragraphe n est un entier pair).

5e1. Les groupes arithmétigaes.

Be1a1) DEFINITION. - Un groupe fuchsien de premiére espéce I' est un groupe

arithmétique de niveau n s'il existe un réseau invariant par I' dans la repré-

sentation Vn s réseau sur lequel la forme bilindaire invariante est enbidre.

EXEMPLE, - SL(2 , Z) et tous les groupes de congruence sont des groupes arithmé-
tiques pour tous les nivaux.

Le groupe des unités d'un ordre d'un corps de quaternionssur & indéfini sur’& est un
groupe arithmétique pour tous les niveaux pairs.

Soit T un groupe arithmétique de niveau n et « le réseau que I laisse
invariant dans V « On peut alors définir ?I']'(F » @) et on voit aisément que

H (I‘ y 9) s'injecte dans H (I" s V ) et que H (1" , 9) est un réseau de 'y (r, VI?

Soit D(I') 1'image réciproque par I (4235) & H (F @) dans Sn+2(r) .

4 \
(54142) THEOREME (SHIMURA). - Lorsque I est un groupe arithmétique dé niveau n
le tore complexe Sn+2(I")/D(F) est une variété abélienne.

Pour démontrer ce théoréme, nous allons démontrer qu'il existe une constante A
tele que la forme A(f , g) donne une forme de Riemann sur Sn+2(I‘)/D(r‘) « On
entend ici par forme de Riemann une forme hermitiénne positive sur Sn+2 (r) dont

la partie imaginaire est & valeurs entigéres sur D(T') x D(I') [10].

Or, d'aprés (4.2.4), A(f , g) est proportionnelle au cup=produit In(f) - In(g) .
De plus, la forme bilinéaire invariante prenant des valeurs entiéres sur a , le

cup-produit envoie
?Il(l‘ y 0)® Hl(I‘ , @) o HZ(Z,'&’)

. . 2 . .
# (= ,&) étant un résemu de H (Z, R) o Par suite, il existe une comstante A

telle que A A(f , g) prenne des valeurs entires sur le réseau D() .
C. Q. F. D.

On voit que pour n = 0 la variété abélienne sz(r)/b(r) n'est autre que la

variété jacobienne de la surface I .
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5.2+ Les opérateurs To o = [ étant un sous-groupe de ' d'indice fini et M
étant un TI'=module nous noterons

resp ¥ B , M) o B (T , M)
corespy s ¢ Hi(l'" s M) o I-Ii(I‘ , M) .

Soit oe GL(2 , R) tel que vl spit commensurable 3 ' (i. e. odolarT
d'indice fini dans T et dans o™> ) : Nous prolongerons les représentations

pp 2 G(2 ,32 en les prolongeant trivialement sur le centre de GL(2 ’.&2 o

Reprenant les notations (3.1.1)et (3.1.2), lediagramme suivant est commutatif.
Posons I' = old"inT

oy \T 1., 3\ 1
o_.o(vn) -oQ(Jn)—»H(F,Vn)

! Tesp fy J,resr./r,, | res fy
) '
0— o°w ) '— olw ) i@ , V)
n n n
(54241) J cores cores J cores
4 v g
-1 =1 -
0= a°W )T ol (w )T s wl(are™t , V)
n n n
Aut o Aut o Aut o

A\ y L

N
o r 1,4 1
0= (V) — (V) = B (T, V)

1'homomorphisme Aut o étant 1'homomorphisme évident,

On vérifie aisément que ces homomorphismes conservent les "Spitzenformen”, et par

suite en notant To = Aut 0 o cores 1° resr./[.,

I /ol

s,(Cyn) — s(F, n) — H(r, V)

T T T
(54242) o o G

5> n) = s5(r, n) — El(r , vn) .

173



J-L. VERDIER

On en déduit le diagramme

~1 R
smz(r) — H' (", v;ls)

(542.3) To l J,To
1 R
sn+2(r) —~ H(T, Vﬁ\)

l'opérateur T y oinsi défini sur Sn+2(f') n'est autre que 1'opérateur de Hecke

consistant & prendre une fonction f , & la rendre invariante par o 0-1 et 2 la

retransformer en une fonction invariante par T & 1'aide de 1'automorphisme o .

(5:244) THEORMME. - T étant un groupe arithmétique de nivean n , soit « le

-1 .
réseau dans Vn conservé par I . Si pn(o ) conserve le réseau «, T, donne

alors un endomorphisme de la variété abélienne S,n+2(F)/D(l") .

En effet, 1l est immédiat de voir alors que ?Il(r' s @) est ehvoyé par T, dans
'fll(l“ » @) o+ La vue du diagramme (5.2.3) achéve la démonstrations

(54245) COROLIAIRE. = Les valeurs propres de T, sont dans les hypothéses du théo=

réme (5.244) des entiers algébriques de degré 2h(n) en notant h(n) la dimen-

sion de Smg(l") sur C .

BIBLIOGRAPHIE

[1] BOREL (Armand). - Density properties for certain subgroups of semi-simple
groups without compact components, Annals of Math., Series 2, t. 72, 1%0,
Pe 179-188,

[2] EICHLER (M.). - Eine Verallgemeinerung der Ahelschen Integrale, Mathe Z.,
to 67’ 1957, P 267'298'

(3] GODEMENT (Roger). = Topologie algébrique et théorie des faisceauxs = Paris,
Hermann, 1958 (Act. sciente et ind., 1252; Publ. Inst, Math. Univ. Stresbourg, 13%

[4] HECKE (E.)s = Grundlagen einer Theorie der Integralgruppen und der Integral=
perioden bel den Normalteilern der Modulgruppe, Math. Annalen, t. 116,
1938, Po 469-5100

[5] XUGA (M.) and SHIMURA (G.)e = On vector differential forms attached to auto=
morphic forms, Je Mathe Soce Japan, t. 12, 1960, p. 258270,

[6] Séminaire CARTAN, te 3, 1950/51 @ Cohomologie des groupes, suite spectrale,
faisceaux, 2e éd. =~ Paris, Secrétariat mathématique, 1955 (multigraphié).,

174



INTEGRALES ATTACHEES AUX FORMES AUTOMORPHES

[7] Sémihaire CARTAN, t. 6, 1953/54 : Variétés analytiques complexes et fonctions
automorphes ; exposés n® 3, 4, 5, = Paris, Ecole Normale Supérieure
(multigraphié).

[8] Séminaire GODEMENT, t. 1, 1%0/1 t Fonctions automorphes, d'aprés les tra-
vaux de Shimura et de Eichler (2 paraltre).

[9] SHIMURA (Goro)e = Sur les intégrales attachées aux formes automorphes, J.
Ma.th. Soc. Japan, t. 11’ 1959, P. 291—311-

[10] WEIL (André). - Variétés kihlériennes. = Paris, Hermann, 1958 (Act. scients
et ind., 1267 ; Publ. Inst. mathe Univ. Nancago, 6).

175



