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Séminaire BOURBAKI
13e année, 1960/61, n® 215
Février 1961

ALGEBRES DE CLIFFORD ET PERIODICITE DES GROUPES T (BO)
par Arnold SHAPIRO

(d'aprés BOTT (R.) et SHAPIRO (A.) [3])

I. Modules de Clifford gradués

1. Notations.

Soient A un anneau commutatif, Q wune forme quadratique sur le A-module
E, C(Q) 1'algébre de Clifford de Q , et Py l'application canonique de E
dans C(Q) , (cf. BOURBAKI, [4], § 9). Rappelons que C(Q) est caractérisée par

la proposition suivante :

PROPOSITION 1, -~ Soit F wune application linédaire de E dans une A-algébre,

D , telle que, pour tout x € E , on ait i‘(x)2 =Q(x) . Il existe un homomar-

phisme f et un seulde C(Q) dans D, telque £ =F o PQ *

Soit a 1'automorphisme principal de C(Q) , & savoir le seul qui satisfasse
apg (x) = Pq (- x) pour tout xeE .

Soient
@ =c® ={aec@ @)
ct Q) = Cl ={a € C(Q) |a(a)

al
-a}

Ona C(@Q) = C0 ()] QCI (Q . (Somme directe de A-modules) et, pour p,
q € Z2 3

cP.c? ¢ ¢P*a

Un module M, (4 gauche), sur C(Q) , muni d'une décomposition M = W e M
sur A , est appelé un module gradué sur C(Q) si 1'on a CP.M ¢ MP™ pour
tout p, qe Z2 .
2+ Le produit tensoriel gradué.
1

. 0 0 1
Scient C=C" ®C , D =D @D , deux A-algibres gradudes sur 2

e I

2 ®
exispe dans OC ®, D une structure d'algébre donnée, comme on sait, par la for-
mule de multiplication s

xey)( ou) = (-1)P? (x 20 ®y w)
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A. SHAPIRO

»

pour x€0C , zqecq, ype Dp, w € D « On notera cette algébre par C D .

sionmet, €aD)°=c®eectent,ct conl =c o’ac® ont,

~
1talgébre C ® D devient une algébre gradude sur 22 .
PROPOSITION 2,1, - Si E1 et E2 sont des sous-espaces supplémentaires et
orthogonaux de E pour la forme Q , et si Q; est la restrictionde Q 3
Ei y i=1, 2, alors 1'application pQl @l +1 @ pQ:2 induit un isomorphisme,

~
de A-algtbres graduées de CQ) sur C(Ql) @C(Qz) .

Cela résulte de la proposition 1.

5i M est un module gradué sur C , et N un module gradué sur D , ona
une structure de (C ® D) -nodule gradué sur M@ N (noté M @ N) , donnée par

~
(M®N)o=MO®NOQH'I1 o N

)
Mem! =u o o o N
~
(csdp)(mqan)=(—1)pqcmq6dpn,
pour ce C , dper, mquq,neN.

3e La forme négative.

Soit E1 = A . La forme Ql sur E1 , définie par Q1 (a) = - a2 pour tout

a € A , est appelée la forme négative sur E. o« Si Q est une forme sur E , on

1
note par Q + Q1 la forme "gomme directe externe" sur E + El .

PROPOSITION 34l. =~ Si X =P (1) , 1 e€E , 1l'application
5i Q 1 » = 8@pp_ication
g: B > C(Q) C@ xC@Q +Q

~ -
donnée par ofy) = X ®pg (y) induit un isomorphisme ¢ de 1l'algibre (non gra-

) N .
dude) C(Q) sur l'algdbre CQl+Q

On applique encore une fois la proposition 1 pour faire la démonstration.

si M= oM

€ (Q) =module sur ' grlce & 1'application ¢ « Cette correspondance entre le
C(Ql + Q) -module gradué M et le C(Q)-module ' est évidemment fonctorielle.
On note ce foncteur FQ , et 1'on a F‘Q M = w0 o On va voir que ce foncteur est

estun C(Q, + Q) -module gradué, on a une structure de

Lo : X 1 ;
une équivalence. A cette fin, nous construisons le foncteur, FQ s Qui sera
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ALGEBRES DE CLIFFORD ET PERIODICITE

1tinverse du foncteur FQ .

Pour chaque C (Q)-module MO , soient M = MO ) M1 ou Ml = MO « On donne a
"
M une structure de (CQ CQ)-module gradué de la fagon suivante
1

tey)(m ,m) = (- ym, - ym)
(x, ®1) (m » m) = (- m, , m)
pour ye pQ(E) » X =1e€E . Onvérifie que 3
teyn? @ ,mn) =Q(y) (my , m)
[Cex)(xol)+(x 0)(1 @y (m ,m) =0 .

Alors ces formules nous donnent une structure de C(Q1 + Q)=module sur M, et on
vérifie facilement que c'est une structure de C(Q1 + Q)=module graduée
La correspondance MO > M= F (M) est fonctorielle, et on voit que
(Mo) est isomorphe a 'y et que FQ FQ(M) est isomorphe & M.+ On a

alors H

PROPOSITION 342e -~ Il existe une correspondance biunivoque et fonctorielle en-—
tre les C(Q)-modules et les c@ + Ql)—modules gradués.

Soient maintenant E =E @... ®E;, (n fois), Q =Q + oo+ Q (n
fois), et C, = C(Q ) o I1 existe une base X oeee X évidente de E, , tel que

5 D .
Q(l_lalx) l=1ell,aieA

PROPOSITION 3.3 = C(Q) @ C 4n 2C0Q) e C 4n
Ltapplication engendrée par

A

y@l -> y@(xl XX} J(.4n)
»~

l g xi - 1@ X

de CQ) oC dans C(Q) e C est 1'isomorphisme cherché.

4n 4n

4. Classification des algtbres c, -

Dés maintenant on suppose que A soit un corps de caractéristique #£ 2 g €t
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A. SHAPIRO

on distingue les trois cas suivants :

ae 3 aeh, ai=-1,

be La condition (a) n'est pas satisfaite, mais
2
BalblceA,a2+b2+c":-1 .

ce Dans A, -1 n'est pas une somme de trois carrése

Dans les cas (b) et (c), on pose G =A(V - 1) . Dans le cas (c) on appelle H
le cerps de quaternions sur A . Si K est un corps, soit K(n) l'algdbre d'en-
domorphismes d'un espace vectoriel de dimension n sur K .

PROPOSITION 4+ls = Dans tous les cas Cg % A(l6)

La forme Q4 étant non~dégénérée, C, est, une algébre centrale simple ([4],

4
§ 9, n° 4). Comme algébre de Clifford C

4 est isomorphe & son algébre opposée,
'(_3: + La proposition 3.3 implique que Cyx C, ® C, X C, QEZ « Mais le produit
tensoriel d'une algebre centrale simple avec 1l'algebre opposée est toujours 1l'al=-
gébre d'endomorphismes d'un espace vectoriel. Aprés avoir compté les dimensions,

on a bien Cg ~AQL6) .

Aprés avoir déterminé les algebres Ck pour k €8 , la proposition 3.3 don-
nera les structures pour k >8 . On trouve assez de détails sur ce procédé dans
BOURBAKI (4] ou CHEVALIEY [5]. Je ne les répite pas, mais je donne les résultats
dans un tableau :

a b [
C, 4(1) +AQ) c() L)
c, A(2) A(2) H(Q1)
Cy A(2) + A(2) A(2) + A(2) H(1) + H(1)
Cy A(4) A@4) H(2)
Cy  A() +a(4) C() 5(4)
Ce A(8) A(8) A(s)
Cy A(8) + A(8) A(8) + A(8) A(B) + A@B)
Cq A(16) A(16) A(16)

En général, si C, = X(m) , alors Crug = X (1.6m)
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ALGEBRES DE CLIFFORD ET PERIODICITE

5¢ L'anneau des classes de modules.

Soit (.‘vk le groupe des modules gradués sur Ck , c'est==dire que les généra-
teurs de Gk sont les Ck-modules gradu¢s de dimension finie, et les relations sont
toutes les relations de la forme A +B . (A@®B) , ou (A ®B) est un module
isomorphe & la somme directe de A et B , (les algébres Cy étant semi-simples,

on peut remplacer une suite exacte par une somme directe).

Le produit tensoriel gradué du paragraphe 2 induit un homomorphisme de Gk ® Gz

dans .
Gk+l .
Soit G= 2 Gk ¢ Alors G est un anneau commutatif gradués Les injections de
i=0
Ek dans Ek+1 induisent des homomcrphismes (gradués) de Ck dans Ck+1 s dtol

on déduit, pour chaque k , une application de Gk+1 dans Cvk « Soit Ik 1'ima-
ge de cette application, et soit I 1la somme directe des I‘k ¢ On vérifie que I
est un idéal de G . Le calcul de C-k/Ik est facile. Les résultats sont dans les

trois cas @

a b c
k=1 0 Z2 Z2
k=2 Z 0 Z2
k=3 0 0 0
k=4 Z Z Z
k=5 (¢} Z2 0
k=6 Z 0 0
k=7 0 0 0
k=8 Z Z Z

et

Gy, / Ik+8 ® G]/Ik ¢

II. Les groupes d'hemotopie de BO

Dans le cas des nombres réels (cas (c))y et dans le cas des nombres complexes

(cas (a)), la liste des algibres C, montre une étroite liaison avec 1la liste des

k
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A. SHAPIRO

eapaces utilisés par BOTT [2] pour le calcul des groupes d'homotopie de BU et
de BO . Ces groupes d'homotopie sont exactement ce que 1'on trouve dans la table
du paragraphe 5. Ce n'est pas un accident. Pour cette partie on se bornera au cas
ot A est le corps des nombres réels. On va trouver un foncteur qui fait corres=~
pondre & chaque ¢, —module gradué un élément de rtk(BO) , d'ol on aura un homo-
morphisme d'anneaux de G sur nk(BO) 3 (on se souvient que BO est muni d'une

structure d'anneau & homotopie prés) dont le noyau est I »

6e Construction d'un isomorphismes

On identifiera En avec pg (En) dans Cn, « Il est évident que pour x € En ’

1 + x est inversible dans C n' Pour tout élément inversible y de Ck et pour
tout C -module gradué M = MO Ml y la variété linéaire yI'P a méme dimension
que MO dans M. Si dim(M) = , on a donc une application ¢ des éléments

inversibles de Ck dans la grassmannienne, (}2n n? des ne-plans d'un 2n-plane.
En particulier, l'application y(x) = ¢(l + x) qui envoie Ek dans G2n peut
8tre étendue, comme il est facile de le voir, au point & 1'infini o par

Ylo) = M1 e On a alors une application de Sk dans G2n n d'ol un élément de
’
(G .

,n
Ltinjection de G2n n dans BO donne finalement, pour chaque Gk-module gra=-
’
dué M, un élément y(M) de nk(BO) .

On a les faits suivants a démontrer :
As y induit un homomorphisme de groupes adaitifs, T' , de G dans th(BO) .
Be L'idéal I est dans le noyaude T .
Ce I' respecte les stouctures multiplicatives.
. 1 3 <
De T, 3 Cv]/Ik - nk(BO) est un isomorphisme pour k < 8

On aura alors démontré que I' envoie G sur Trk(BO) avec noyau I puisque
d'aprés BOTT [1], la multiplication par le générateur de g (B0) est un iso-
morphisme de nk(BO) sur U o (B0) , et que la méme chose vaut pour G/I .

L'énoncé A est une conséquence du fait que l'addition dans ﬂ:k(BO) provient
de l'application

x G -

B Cr2n,n 2n,n Gzl,n,;»’%n

définie comme ceci
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$i V;€ E,, 1=1, 2, dimension (V,) =n , dimension (B,;) = 2n
,;J.(V1 ’ V2) = Vl QV2 dans E1 QEZ .

On vérifie alors que
YD) + (M) = Y0 e M) .

L'énoncé B est encore plus simple. Un élément de I est représenté par un
Ck-module gradué M qui admet une structure de (Ck+1)-modu1e gradué, compati-
ble avec 1l'inclusion de Ck dans Ck+1 (induit par 1'inclusion de Ek dans
Ek+1 Je Si M' est le module M muni ¢'une structure de (Ck+1)-module gradué,
on peut représenter Y(M') par une sphére dont 1'équateur représente Y(M) .
Donc y(M) est nomotope & zéroe

Pour 1'énoncé C je ne donne pas de détailse On utilise une déformation tout
& fait analogue & celle de BOTT [1, § 5] pour démontrer que les applications
x,y » v )§( Y(y) et (x,y) o ylx,y) sont homotopes.

Pour D , on n'a rien & démontrer sauf si k=1, 2, 4 , 8 + Pour ces valeurs
de k 1les générateurs de M1 (o) » rLk(BO) proviennent des sections de 0, sur
sk-1 qui montrent que ces sphéres sont parallélisables. Dans le prochaln para-
graphe on va voir comment ces sections entrent en jeu. Aprés cela, il est facile

de vérifier 1'énoncé D .

7. Champs de repéres sur les sphéres.

Soient q le sous-espace vectoriel de Ck—l engendré par 1 et E](-l s M
un espace euclidien, et m une application lindaire m : "E; @M > M telle
que m(l ® x) = x pour tout x € M. le lemme suivant est un exercice.

IEME 7.1+ = L'application m peut &tre étendue a Che1 ® M de telle facon que

M devienne un (Ck_l)—module si et seulement si (1) Hm(x @Y)“ = “x“ . "y H s
pour tout x efk- s Y€ M. Dans ce cas, pour tout y e M tel que ||y” =1,et
pour toute base X oy ey Xy orthonormale de Ek-l y les vecteurs m(xi ey

forment un k = 1 repére normal & vy .

En dtautres termes la sphére sh-! admet un (k = 1)=champ tangent si En ad=-
met une structure de (Ck-l )-module. Supposnns que ce soit le cas et que

(") Por x=a + yyxeE ,ye E _; » on pose Ik = (a2 - Qk_l(y))llz
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Vn x Soit la variété de Stiefel des k-repéres dans En « A partir de 1l'appli=-
’ —_— .
cation m 3 Ek oEn - En on obtient d'une part un élément a de o (Vn;k)

qui représente le (k = 1)=-champ sur Sn'1 et d'autre part, en renversant les
r8les de q et E dans le produit tensoriel, un élément, b , de Tt (On)

( On est le groupe orthogonal de Fn )+ On trouve les relations suivantes, entre
a et b

Si En est somme directe de r sous-(Ck_l)-modules irréductibles, alors b
est r fois un générateur.

Soient J : Ty (On) - 1(Sn) 1'homomorphisme de Hopf,

n+ke

Ne=kel ) Sn-k-s

o nn-Z(S nn-2(

> T el ™ 1a suspension itérée et Ot nn-l(vn '12 -
le bord pour la fibration évidente.

Aprés avoir regardé quelques espaces fibrés, on voit que @d(a) = J(b) . Ltin=
térét de cette formule se trouve dans le fait que O(a) est 1'obstruction a
étendre le k - l-champ donné en un k-champ, at gue o est un isomorphisme

pour n 2 2k (ce qui se produit si k >8 et si m existe)s
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