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Séminaire BOURBAKI
(Pévrier 1959)

SOLUTION NEGATIVE DU PROBIEME DES INVARIANTS, D'APRES NAGATA
par Jacques DIXMIER

Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif k .
Soit G wun groupe d'automorphismes de V . Le groups G opére dans l'algébre
symétrique S(V) de V . Les éléments de S(V) invariants par G constituent
une sous-algébre I de S(V) . Le probléme des invariants est celui-ci : 1'algdbre
I est-elle engendrée par un nombre fini d'éléments ? Il en est bien ainsi pour
des classes de groupes G assez larges.

Le 14e, probléme de Hilbert, posé en 1900, est une généralisation du problime
des invariants. Or, méme le probléme des invariants admet une réponse négative :
NAGATA, au congrds international d'Edimbourg, a fourni un contre~sxempls qu'on
va décrire maintenent.

lre partie : Réduction 2 la géométrie algébrique.

1. Soit r un entier >0 . Soit V un espace vectoriel de dimension Z2r sur
un corps commutatif k . Soit (x; , «.. X s By oeeey tr) une base de V .
Soit u(e; &, 5 eeo °(r) l'endomorphisme de V dont la matrice par
rapport & cette base est

1 0
‘. . 0
0 1
% 0 1 0
b x, 0 1

On a u(c(1 ) see o(r) u(o(i ) see s ‘x'r):u(a(1 Xy e, o, + o(;) .
Donc l'ensemble G; des u(eq; 5 «o» p<r) est un groupe abélien. Il est facile
de voir que l'ensemble des éléments de S(V) dinvariants par Gl constitue
1'algébre K[t , eo0 tr] s donc G ne fournit pas un contre-exemple au

14e probléme.

Solent alors (&) 5 a5 5 «ee , alr) , (5‘21 y Bon y eee 8’21-) R
(a.31 » B3p 5 eee a3r) trois systémes de r constantes de k . Nous supposerons
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J. DIXMIER

les ay j algébriquement indépendants sur 1ls corps premier. (ce qui exige que k
soit assez grand). Soit G 1'ensembls des u(c(1 y soe p(r) tels que

(1) ail °<1+o-o+air“r=o (i=1’2’3).

Alors G est un sous-groupe de G1 « Soit I €S(V) 1l'algdbre des invariants
pour G .

Les é1éments de S(V) s'identifient aux fonctionsplynfmes sur v* . Une fonc~-
tion ratiomnells sur V' est invariante par G si elle est constante le long
des orbites de G . Prenons dans V© la base duale de la base (x5 ooey tr) .
Pour que deux points de V" de coordonndes (3,9 000 Cpo Ty ees ,'er)
ot (ji y seey T ,’ti y e ,'c;.) dée V* appartiennent & une méme orbite
11 faut et il suffit qu'il existe o, , «+v, ®, satisfaisant a (1) tels que

} \ ' '
§1 -—31 +({1 Fcl y oo ’Er—sr +0(r't’,r ,’Ul ='51 y oo "Cr=ﬁr .

Si % T, ees 'cr' # 0, 1l faut et 1l suffit que

=W .. ¥ =%

1 1 T r
5,-3 E 3
r
ail_lr""c-o"‘air tr =0 (i=1’2,3)
ou
! '
’bl —'e]. XXl 'Ur=7r
a 1 ’8' 1) " + ) 't‘ 'U'
11 31 Vo oeee Vpteer oy, BN eV
= 41 31 'Uz eeae 'Ur+cno +air}r‘ul “es 'ﬁr_l (i=1’2,3)¢
Posons

yi= il:cltz LX) tr"'..' +airxrt1 tz -ootr_l (i=l’2’3)'

Ce qui précéde montre que s eee s b T 0T 3 €I . A cause de 1'indé-
pendance des ai;] s On a

k(xl,...,xr,tl,...,tr)=k(y1,y2,y3,x4e...,xr,tl,...,tr)

et on peut considérer MR LR LI x4 » eee y Xy tl s 0oy tr comme des
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SOLUTION NEGATIVE DU PROBLEME DES INVARIANTS

indéterminées, qui sont transformées par G de la maniére suivante @
tl"')'t]_!“‘:tr")'tr,yl‘ﬁylyyz"')yzg}'B—)'Y3 ’
x4+x4+f54‘b4,...,xr-%xr+/"rtr

ou
des quotients de S(V) , l'ensemble des invariants est

k(tl’”"tr’yl’yZ’yB)'

f-?4 s ooy Pr sont arbitraires. On en déduit facilement que, dans le corps

CONCLUSIONs - I =k(t) 5 oo b, , ¥y 5 ¥y » y3)nk [, 5 eee sy X, 9 by ae .tr]

2. Soit T = k(by,eee,b,¥1,5¥p5¥3) A k[xl,...,xr,tl,...,tr,l/tl,...,l/tr] .
Ona Ic¢J . Par ailleurs, en raison de 1'indépendance des ajj » ona
kL yeeeyX by yeeeyt, 1/t 000, 1/0, ] =
= k[yl,yz,yB,xAr,...,xr’tl,...,tr,l/‘tl,...,l/trj .
Montvrons que J = k [yl ’ y2 ’ y3 ’ tl 9 oee tr ’ l/tl y cce l/trJ . Il eSt
clgir que J 3k [y, , 7, Y30 B s eee b, /6 5 eeey 1/tr] « Réeipro-

quement, un élément de J s'derit P(y1 y¥3 0 T3 9 Xy s ey xl;) s ou P
est un polyndme dont les coefficients appartiennent a

R T ¥ T T 1/tr]¢.'.k(t1 yoeee s B)

r H
en méme temps, c'est une fraction rationnelle en Yy 2 Vo 0 V3 a coefficients
dans k(t; , eee, t ) 5 comme y, , Yy 5 Y35 %4 » eee , X, sont algébriquement
indépendants sur k(t, , «.. , tr) » on voit que X, , ... , X_ ne figurent pas
dans P, donc que 1'€lément considéré de J appartient a

K[y o090 935 % 5 e L S V. e s 14,0

CONCLUSION, — Tout élément de I s'dcrit (de manidre unique) sous la forme

d'une somme fini

-1 -1
(2) Q=Z c (y y V. :Y)t 10'-15 r
il""’ir 6NZu il""’ir 1 2 3/ 1 T

avec 011’“'*11- €k [Yl » 4y Y3] (Yl y Yy i indéterminées).
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J. DIXMIER

3. Pour qu'une expression tells que Q appartienne effectivement 3 I , il

faut et il suffit que Q soit un polynéme en Xp 5 eee s Xy by eee, b,

Nous allons chercher une condition nécessaire et suffisante, portant sur les
oy 3 » pour qu'il en soit ainsi.
1 9oy, T

ay Iy

aq4 Y3 - 8y Y, « C'est un idéal premier homogdne. Géométriquement, soit P, le

Soit p; 1'idéal de k[Y, , 1, , Y3] engendré par a;; Y, -

point de coordonnées homogénes a); , &y , 83y dans le plan projectif (sur k).
Alors, 1 est 1'idéal homogéne de P; « 51 ¢ €%, , alors c(y1 » Yo o y3)
est, en tant que polynfme en Xx; 5 eee , X, , b , eeo, t, , divisible par

t; 11 suffit de le vérifier pour 811 ¥ =8y ¥y ot &y ¥3 =83 ¥y 3 0r:

891Y5"8s Y
11927%171
——-—;———— = (anaz2 - a21z112)x2 t3t4 cee b+ (aua23 - a21313)x3 t2t4 eee tr
1

+ a0 + (allazr - a21a1r)xrt2t3 cee by
8,1¥3"891 ¥
1193783191 _ _ _
—T—— = (811332 a31312)x2t3t4 ves tr + (aua33 a31313)2%t2t4 tr

+ aee + (3.11531. - aBlalr)xrtQtB eee tr-'l

Introduisons de méme 1'idéal premisr homogéns ¥y de k[Y, , Y, Y3] engen~
dré par a4 Y, —ay Y, 8y iy - 834 Y, , c'est-a-dire 1'idéal homogéne
du point Pylayy » 2y aBi) dans le plan projectif. Soit
il :l.r
= N eee
(3) mil,ooc,ir ?1 npr

qui est un idéal homogeéne de k [Yl ,112 j,. YBJ « Alors, si o eﬁl"‘l”"’ir ’

2 P ;
c(y1 » Vo o yB) est divisible par tll 7 .o trr o Nous étendons la définition
des vy 4. 2au cas des indices entiers <0 en convenant qus, dans la
1’...’ r

formule (3), p’a’l.—.ktxl )Y, Y] e 1 <0,
CONCLUSION. ~ Si, dens 1l'expression (2) 011""’11'6 mil”"’i pour

T
chaque systéme 1, , eeo , 3., alors Q€I .
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SOLUTION NEGATIVE DU PROBLEME DES INVARIANTS

4+ Nous allons voir que les conditions cil""’ire T4 el sont, non seu-

lement suffisantes, mais aussi nécessaires pour que Q €I .
Considérons, dans k(x; 5 oo 5 X, 5 By 5 oo, tr) , l'anneau local
vV, =k () 5 eoe y X5 By 5 eeey tr](tl) , d'idéal maximal t; V; « C'est
1l'anneau d'une valuation discréte vy (qui donne 1'ordre de divisibilité par
t, d'une fraction rationnelle). Le quotient V,/%; V; s'identifie canoniquement
a k(xl ) ere g Xy ty g eee, tr) , et les images canoniques dans ce quotient
de
811Y2=821¥ a4y Y-
_ 8119270010 _ 8119378910
y1~'zI- tl y 22~-T-,t2’t3,...’tr

sont algébriquement indépendantes sur k comme on le voit facilement.

IEMME A, - Soient K une extension de k , v une valuation discréte de K
triviale sur k , v un élément de K de valuation 1, T, , «.¢ »Sg des
éléments de K de valuation O dont les classes dans le corps résiduel sont
algébriquement indépendantes sur k . Alors, si

T

C
nl,-oo,rie ,m nl,cco,

n n
1 £ m %
LN ] k
n, »m -Sl .S‘(— v ek (cnl""n£ 10 ek

on a

v(§ ) = inf v(c , 31:1 3?"- o) =infm .

nl,...-,.nx
DEMONSTRATION, —~ On a évidemment v(g )= inf m . Pour montrer 1'égalité, on

peut supposer (quitte & multiplier par une puissance de t) que infm =10,

et on doit alors voir que v(‘g) = 0, c'est-d~dire que la classe de § dans

le corps résifuel est # O ; or ceci résulte de 1'hypothése faite sur les (;’i .

REMARQUE. ~ Si, dans l'expression de }' » on regroupe certains des termes,on
a encore v(F) = inf v (sommes partislles) : ceci résulte du lemme lui-méme.

Nous revenons maintenant aux notations qui précédent le lemme A.

IEMME B, — Si les ¢

1 pennnd sont dans k [Y, , ¥, , Y3] , Ona

> 4,
vy € °il,...,ir(3’1 PPN COL YT M
! ( 4 -1,

=inf 011,...,1r(Y1 2 Vo b y3)t1 cer b
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J. DIXMIER

DEMONSTRATION, - Posant U T 8y¥p " 8yY; = zltl » Wy = 83Ty ~ Ay = zztl »
on a

- i “4 -
P 1 r_p * 1
011"..,11'(}'1 F] yz ’ yB)tl e tr - 011’...,ir(y1 ’ u.l ) 112)1‘:1 e tr
n -1 -1
- 1 03 ™
B cil,...,ir » Dy 9 Dy y Iy VI N e by

B Ty Py Ry t"iz 4

r
cil,loc,ir’nl,nz’HB yl zl 2 1 2 b tr

et i1 suffit d'appliquer le lemme A et la remarque qui le suit.
IEMME C. -81 o ek[Y , Y, , Y], ona

vi(elry » ¥, 5 73)) 3 medo0 €]

DEMONSTRATION, - On a

. i W I

olyy » ¥ s 73) =0y, , ) = nmyn Y1 %

Dtaprés le lemme A , \rl(tz(y1 ) y3)) = inf(n, + n3) . Done

v (c(ylyyz,yB))) m&)c*(Yl,Uz,UB) € (U2,U3)m<='>c(Yl,Iz,Y3) é/?lf

On définit les v { comme vy en remplagant t; par tp .

< -
: - 1 T
Ceci dit, supposons que @Q cil""’ ir(yl » Vo 0 T3 o T e t,

soit un polynfme en X, , ees , X ti y ees p B, + Alors v¢(Q) >0, done
-1

vg(-cil"."’1 (yl » Vo s yB)tl L b, T) >0 d'aprés le lemme B , donc
T

3
1 b
0008 s T1 o V2o ) 2dy , dono ey |y € Py dlepris 1o deme O

Cecl étant vrai pour tout £ , on € 0
an PO ’ O. a 011’...’11' il’loo,i

-1, -ir
ir(yl » Vo 0 T3)b T e by appar-

r

CONCLUSION. - Pour que Q = Z cy
1’.0.,

tienne & I , il faut et il suffit que oy g €Wy 4 DRour chaque
e —— 1 goeey r 1 geesy T
szgt‘eme (il y vee ir) ]

102

e}



SOLUTION NEGATIVE DU PROBLEME DES INVARIANTS

5. Supposons l'algébre I de type fini. Alors I est engendree par un nombre
-1

1
finl d'éléments du type cil’".’i (y1 » Vo s y3')'l'.1 ces t T
T

(°11, eeesd,

) « Pour chacun de ces éléments, formons le

by e m
homogene’ cil’ ooo,ir il’-o-’ir
nombre
degré d
egre de Oil’...’ir
i +:12 + eee +ir

Soit d 1le plus petit de ces nombres.

Soit maintenant ¢ un élément homogéne de Wi . 0na

Jl,oo.’jr
( )1',.-']‘1 t-jr € I, done cf )t-jl t-jr s'exprime comme polynéme
CY19¥2s¥3/ %y Teeety, ’ T19325Y3/ Y ooy, Xpr po

-, -
par rapport aux TR (v Yo ,y3) t 1., -t T envisagés précédemment. Considé-

-3 - -j -
rant les termes en tl']l...tr']r , c(yl’yz’yB)tl 1...trjr est somme de produits
—il -ir —i' —i;.
cil,---,ir(yl » y2 » yB)tl o tr ess C. 1,'.":1,(}’1 9 y2 [y YB)‘bl eee tr

avec il+...+i]‘.='jl’...’i +.-.+1'=jr-Donc:

de +eeotd
g °11,...,1 °8 °11,...,1'

ﬂc = )d
P EPETPPE NP S P 1)
de Q<

CONCLUSION. - 51 I est do type fini, 1'exprossion y—job-gg-,
1 LN ) r

(c € w » ¢ homogéne) atteint son minimum quand . 5 eee , J_, ©
12°°9d 1 r

varient.

6. Montrons que la borne inférisure des nombres —%9-5—2— (o e‘“j
1 jl ee '+J ’ e "J

¢ homogéne) est < —— . Pour cela, donnons une mterpretation geometrique qui
r

sera aussl utile plus loin. L'équation ¢ = 0 est 1'équation homogéne d‘'une
courbe algébrique (ou plutbt d'un diviseur positif) C du plan projectife Dire
que ¢ £ m 3es j signifie que C passe par Pl avec une rmultiplicité

1 LN ]

2 Jy s eee, par P avec une multiplicité > J, + Les nombres Iy s eeey In
étant donnés, on pourra trouver une telle courbe C de degré d pourvu qus

1 1
(a+1)(a+2) _ 1»5—1(-‘1#+ ,,"'_(_j;_).
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J. DIXMIER
Si Jy =dy= e =] =], cette inégalité s'éerit
& +3azni(+1)

L\ fiafs L
rj 1+1 j - \/i'_

pour d et J assez grand, on peut y satisfaire avec un rapport

ou

i— = _——.—d
. rj jl+...+jr
aussi voisin qu'on veut de ———- .« D'ou le résultat annoncé.

T

CONCLUSION. - Supposons prouvée l'assertion suivante

(%) Si une courbe C de degré d passe par chaque P avec une multiplicité

£

)jt , alors
d 1
— >
Jiveeete 0 \F

Alors, d'aprés ce qui précéde, les nombres n'atteignent pas leur

—
jl+...+j‘?/

minimum, donc, d'aprés 5, I n'est pas de typs fini.

7. I1 est facile de voir que, pour les petites valeurs de r (au moins jusqu'a 9
inclus), (*) n'est pas satisfaite. On va prouver (%) pour r =25 . (En fait,
NAGATA affirme que (*) est vral pour r = 32 s 8 2 4)

Supposons qu'il existe une courbe C de degré d passant par chaque P) avec

la multiplicité I et -‘_’——d——-— < o Vu 1'indépendance des

-~ 8. s
R - i)
déduit, par spécialisation, une courbe de degré d passant par chaque PZ avec

, On en

la multiplicité UK ol & est une permutation arbitraire de {1 9 2 5 eeey r}.

En prenant la réunion de ces courbes, on a une courbe de degré d' passant par
e ' 1
chaque Py avec une méme multiplicité j' , et -i,- & — . I1 suffit donc

d'établir le résultat suivant

(*x) Si une courbe C de degré d du plan projectif passe par 25 points algé-

briquement indépendants avec une multiplicité >»m , alors % >5 .
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SOLUTION NEGATIVE DU PROBLEME DES INVARIANTS

2e partie : Constructions de courbes.

l. Soit C une courbe irréductible non singuliére de degré n dans le plan
projectif. S1 n 3 , la jacobienne J de C n'est pas réduite & 1'élément
neutre. Le sous-groups J t de J formé des points d'ordre fini est dénombrable.
Donc toute application rationnelle d'une variété algébrique dans J , qui n'est
pas une constante, a une image non contenus dans J % (on se place, pour simpli-

fier, sur le corps complexs).

Soit a un diviseur »0 sur C , de degré n$ multiple de n . Soit d'autre
part h le diviseur C.D , ot D est une droite du plan. Le diviseur a = 9.h
ost de degré O , donc définit un élément de J qu'on notera 0(a) « Si a est
de la forme C.C' , ob C' est un diviseur positif du plan de degré s s ON
a 6(a) =0 (car, si f£'=0 et t =0 sont les équations de C' et D s la
restriction & C de £'t°° a pour diviseur a - 5h) . Donc :

Si 9(a)¢ J g » aucun multiple de a n'est l'intersection avec C d'an diviseur
du plan.

2. Soit C5 une courbe irréductible non singuliére de degré 5. Soit

a=Q +0Q, + o0 + Q5 un diviseur de Cs tel que o(a) th « (Pour ls cons-
truire, on choislt arbitrairement Q, , ..., Q4 5 pour Q variabls sur 05 ,
l'image f£(Q) dans J du diviseur h - Q -Q, - Q3 - Q4 - Q n'est pas fixe,
car les f£(Q) - £(Q') engendrent J ; cette image est donc hors de J  pour
Q bien choisi).

Soient 03 , CB' des cubiques passant par Q5 veey Q5 « Posons

C30C5 =Q1 + eee "'Q‘)- +R1 + eee +R10’ 03'005 =Q1 + eae +Q5 +Sl + oo "'Sloo

IEMME D. - Il n'existe pas de courbe E de degré 5m ~1 passant m -1 fois
au moins par chaque Qi et m fois au moins par chaque Ri et chaque Si o

Si E 305 s on remplace E par E - 05 s ot on est ramené & la situation
analogue pour m -1 , On peut donc supposer que E fPC et E.05 .est défini.

On a E.g » (m-1) ZQi + m}'_"(R + S ) ; ces deux diviseurs ont méme degré
donc sont égauxe D'ou (m - 1)0(a) +m e(ZR ) +1 G(ZS ) = 0 . Par ailleurs
6(a) + Q(ZR )=0, 6(a) + G(ZS )=0.Donec (m+1)06(a) =0 , contraire—

ment au ch01x de a .
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3.+ Soient 05 ’ C3 ’ CB' trois courbes du plan de degrés 5 , 3 , 3 , dont les
équations ont des coefficients algébriquement indépendants. Choisissons une
spécialisation de ces 3 courbes sur les 3 courbes de 2 , et prenons des points

Q1 y ses QS dans 03.03'. s> By eee, Ry dans 03.05 R S1 y ese SlO

dans Cj .05 qui viennent se spécialiser aux points correspondants de 2 . Nous
allons montrer qu'il n'y a pas de courbe E' de degré 5(m + 1) passant par
chacun des points Q , e.., Q5 s By eee y Ry S5 eee, S5 avec une mul-
tiplicité >m + 1 . (Ceci achdvera la démonstration, car, a fortiori, il n‘exls-
tera pas de courbe de degré 5(m + 1) passant par 25 points algébriquement indépen—
dants avec une multiplicité > m + 1). Raisonnant par l'absurde, supposons qu'il
existe une telle courbe E' . La courbe E' contient 03 s car, sinon, E!.C
serait un diviseur de degré 15(m + 1) supérieur & (m + 1)(Q_ Q + 2 Ri) ’

donc égal & ce dernier, donc (m +1) O(Z Q + X Ri) = 0 dans la jacobienne de
(33 , donc (si on identifie 03 a sa jacobiemne par choix d'un point de base al-
gébrique sur le corps premier) la point 2_ Qi + 3 Ri de 03 serait algébrique
sur le corps premier, ot on va voir plus bas que ceci est impossible. De méme,
E! contient CB‘ o Alors E =E!' - C3 - 03' est une courbe de degré 5m -1
passant m -~ 1 fois au moins par chaque Qi et m fois au moins par chaque
R, et chague S5; e Spécialisant 05 , C3 , C:}’ » 9 5 Ry Si , E sur la si-
tuation d¢ 2 , on aboutit & une contradietion.

Nous sommes donc ramenés & prouver que le point Z Qi + Z Ri de G3 ne peut
pas &tre algébrique sur le corps premier. Fixons 03 , 05 ot les R, . On va

montrer (ce qui achévera la démonstration)que, quand on fait varier la cubique

03' s le point Z Qi peut &trs un point arbitraire de 03 . On va méme montrer

mieux ¢

IEMME E. - Soient C ‘une cubique fixe de genre } , rationnelle sur un corps K,

C' une cubique générique sur X, et (@ , «ev, QS) cing des points d'inter-
section de C et C' + Alors (Q , «-- , QS) est un point générique de
C X eee X C = 05 .

DE,:MONSTRATION o = Soit P 1'espace projectif de toutes les cubiques. Dans
P x 05 , considérons les systémes (c , z) tels que z soit formé de 5 des
points d'intersection de ¢ et C . Ces systémes forment un fermé F de
P x ¢’ . L'adhérence de ©r, @ 5 ooy Q,).)) pour la K-topologie est une
veriété irréductivle VG F . la projection pr; ¢ V—rP est surjective, done
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SOLUTION NEGATIVE DU PROBLEME DES INVARIANTS

dim V »9 . On va montrer, ce qui achévera la démonstration, que la projection
pr, ¢ V—> 65 est surjective. S'il n'en était pas ainsi, pr, (V) serait de
dimension <4 , donc les images réciproques des points de pr, (V) dans V
seraient de dimension > 9 = 4 =5 . Autrement dit, il existerait 5 polnts

Ay 5 eos, Ay sur C telsque la variété (linéaire) des cubiques passant

par A, , ..., A5 soit de dimension 2>,5 « Par 4, , .o, A5 et par 3 points
A‘ ’ A7 ’ A8 de C, il passerait o cubiques, ce qui est absurde (si on
impose un 9 point distinet du point associé sur C 2 Al 5 eee, Ag, on salt
qu'on obtient une seuls cubique).
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