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Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1958)

STRUCTURE DU GROUPE ORTHOGONAL
par Michel DEMAZURE

(d'aprés T. TAMAGAWA [9])

1. Rappels et préliminaires.

a. Soit V vactoriel de dimension finie n sur k commutatif de caractéristi-
que p quelcongue. Une forme quadratique sur V est une application Q : V -k

telle que @

i. Qax) = a2 Q(x) pour tous ae¢k, xeV.
ii. (x, y) > Qx +y) - a(x) - Q(y) est une forme bilindaire sur V x V .

Notant cette forme par (x , y) —»B(x , y) , on a les deux formules suivantes &
Q(x +y) = Q(x) + Q(y) +B(x, y) (formule du bindme)

et
B(x , x) =2 Q(x) (en particulier B(x , x) =0, si p=2) .

On dira que Q est dégénérée si B 1'est. Si U est un sous-espace de V , on
notera U' l'orthogonal de U : U!' = {x’ s B(x, x) =0 pour tout x eU} ; ot
Qy 1la restrictionde Q & U . On dira que U est isotrope (resp. totalement
singulier) si Qy est dégénérde, i.e. si UNU' £0 (resp. si QU est identi-
quement nulle). On dira que x €V est singulier si Q(x) =0 . Cf. [3]. Le sous-

espace engendré par Xy 3 X3 5 eee , X Sera noté X 5 Xy y ooy >

b. 8i Q (resp. Q') est une forme quadratique sur V (resp. V') vectorisl sur
k , on appelle isométrie de V dans (resp. sur) V' une application k-lindaire
injective (resp. bijective) P: V—=>V' telle qus Q'(r(x)) = Q(x) pour tout x
de V.

On a alors le théordme de Witt ((1], théoréme 3.9). S1 V et V' sont non~

isotropes et isométriques, toute isométrie d'un sous-espace de V dans V' se
prolonge en une isométrie de V sur V' .

c. 81 U est un sous-espace non-isotrope de V (en particulier si U=V et
si Q est non dégénérée) on note O(U) 1le groupe orthogonal de Qy.» groupe des




M. DEMAZURE

isométries de U muni de Qy sur lui-méme. Le groupe des commutateurs de O(U)
sera noté SU(U) et le groupe projectif associé P Q(U) selon 1'habitude.

Le théoréme de Witt a alors les deux corollaires suivants :

1° Pour qu'il existe weO(V) avec % (x) =y , il faut et il suffit que
Q(x) = Qly) .

2° Tous les sous-espaces totalement singuliers maximaux d'un sous-espace U non
isotrope ont la méme dimension (ceci résulte immédiatement du fait que pour des
espaces totalement singulierstoute application linéaire biunivoque est une isomé-
trie). Cette dimension est appeléeindice de QU ou indice de U et notde »(U) .

On notera = (V) .
On démontre ([1], théoréme 2.11) que ~V(U) <(1/2) dim U ; et on a évidemment

YU)z=1l&> dxeU avec Q(x)=0.
Ceci dit, on a en vue le théoréme ci-aprés.

THEOREME . -8i Q est non-dégénérée, si n >3 et v=1, alors P a(Vv) est

simple, sauf dans quelques cas exceptionnels que nous préciserons.

d. Effectuons encore quelques remarques avant d'aborder la démonstration :

1° Pour chaque direction de vecteurs non singuliers <u> , on a une isométrie

6<u) t 232~ (Blu, z2)/Quh .

Pour p # 2 , °T<u> est la symétrie par rapport & <u>' , nous lui conserverons

ce nom de préférence & d'autres, plus savants, dans le cas o p = 2 .

2° Si on prolonge tout élément de O(U) par l'identité sur U' , on obtient une
injection de O0(U) dans O(V) qui nous permettra d'identifier O(U) & un sous-
groupe de O(V) .

3° Un lemms enfin nous servira constamment ¢

Soit x €U, x singulier, U non-isotrope dd dimension >2 . Il existe
1 Ll

y €U singulier avec B(x , y)
En effet, Q; étant non-dégénérée, il existe x'e€ U avec B(x, x') #0 . Le

vecteur

y = B(x , x')"1 x' - Q(x') B(x , x')-2 X
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répond aux conditions exigées.

Pans toute la suite, V désignera un espace de dimension n 23 et Q une
forme quadratique sur V non-dégénérée d'indice » 1 . Ce que nous démontrerons
sur V s'étendra automaetiquement & tout sous-espace W de V de dimension >3 ,

non~isotrope et d'indice »1 .

V contient en particulier un couple (x , y) du type envisagé dans le lemme,
et U= <«x, y>' contient toujours un vecteur non singulier.

Nous allons construire un groupe QI(V) qui se révélera A l'usage 8tre (V) .

2. Sous-groupes H<x> .

IEMME 1, - Soit x singulier et u €< x>' « Soit rx a 1'application de
9
<xy' dans <¢x»'!' définie par :

f‘x’u(z) =gz +B(z, uk

a. Fx,u est une isométrie de <x>' sur <x>»' qui laisse x invariant.

be Pru s'étend de maniére unique en un élément de O(V) gqui, lorsque u
?
est non-singulier est un élément de (V) .

En effet @

(a) est évident car Q(z + ax) = Q(z) + a2 Q(x) + aB(z , x) = Q(z) et B(x, u)=0
(b) est plus long. Soit d'abord y singulier avec B(x , y) =1 et U =<x y TH!
Ona:
V=<x,y> +U et < x>'= <x> +U

Remarquons ensuite que si u ~u'e <x> , ?x,u = f’x,u‘ s car
B(z , u) =B(z , u') pour z €x' . On peut donc supposer u eU . D'autre part
(théoréme de Witt) rx,u s'étend en un élément f de O(V) . Pour voir que celui-
ci est unique, il suffit de montrer que F(y) est bien déterminé. Or on.a une
décomposition :

Py) =ax+by+v ol a,bek, velU,

Les conditions B( f(x) , f’(y)) =1, B( r(y) , f(z)) = Q((o(y)) =0, VzeU

donnent :
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b=1,B(z,u)+B(z,v)=0, Vz2eU et a+Qu) =0 .
D'ou enfin
\7(y) ==-Qu)x +y-u, ot f est unique comme annoncé.

Notons Px u cette extension unique et supposons u non-singulier. Evaluons le
)
S . L 3
produit oZu(u)x > Ty (z) pour z ¢ ¢x > . Il vient successivement ¢

6‘<u+Q(u)x>(z-B(u,z)u/Q(u)) = 2-B(u,2)u/Q(u)-B(u+q(u)x , z-B(u, Z)u/Q(u))P%(‘;)E
u
- z-B(u,z)u/Q(u)+B(u,Z)'%%)1£ = z4B(u,z)x = fx’u(z) .

D'aprés l'unicité de ona :

Px,u

Ccurq()xy € cuy® Pxu

I1 suffit maintenant de remarquer que Q(u + Q(u)x) = Q(u) , donc qu'il existe
Teo(v) aveec 7%(u) =u + Q(u)x , donc
achéve la démonstration du lemme.

-1 .
fx,u = ‘b’o’(u) v 0'<u>en(V) co qui

Notons maintenant les propriétés suivantes de Px,u s
9

i. fx,u rx,v= Fx,u+v pour u , v €£x»'

ii. fx,cu = fcx,u pour uec<x>»' et c € K
. -1 _ ~
iii. ’fo’u’t = ?'U(x), v(x) Pour Te o(v) .

iv. fx,u= l&Sue<x>

I1 résulte de 1. et ive que u —> fx a est une injection du groupe additif de
[t ]
U dans O(V) . Son image ne dépend que de <&x> par ii. Notons-la H

{x>

D'aprés i., ii. et iii., les H sont des sous-groupes abéliens conjugués de

{xX >

0(V) . Le plus petit sous-groupe distingué de O(V) contenant H <x> contient

tous les H et est engendré par eux ; on le note Dl.(V) . D'aprés une remar-

<x>
que déja faite, si W est un "bon" sous-espace de¢ V , on peut définir & (W),

possibilité que 1l'on utilisera effectivement (lemme 4).

10
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PROPOSITION 1. - Sauf dans le cas k=F, , n=4, ¥»=2, a,(V) estun

sous-groupe_de QW) .

Compte tenu de la définition du groupe £ (V) et du fait quse -Q(V) est dis-
tingué, il suffit de montrer que H <x T Q(v) , c'est-a-dire, par le lemme 1 b.,
que U est engendré par des éléments non-singuliers. Supposons donc qu'il existe
v ¢U, qui ne soit pas combinaison lindaire d'éléments non-singuliers de U . On

aura en particulier :
Qv) =0 (soit v(U)»1) et ueU, Qu)=1=3Q(av+u) =0, Vaek

Comme Qav +u) =1 + aB(v , u) ceci entrate d'abord que k¥ est réduit a
1'élément - B(v , u)"1 donc que k = F‘2 et que B(v, u) =1 ., Ceci s'éerit

encore 3
Blv,u)=0=5Q(u) =0, d'ot 2<2 WU) =2(dim U -1)<dim U
d'ol enfin

dimU=2 et V(U =1 .,
C.Q.F.D,

3. Etude du groupe P & (v) .

Soit V l'espace projectif P(V) . Soit C la quadrique de V définie par
l'équation Q(x) = O . Pour chaque sous-espace U de V , on notera U = P(U)
et Cy=0C NT .81 G est un groupe de transformations lindaires de V s on
notera PG le groupe de transformations projectives associé. Si ¥ e€O(V) ,
alors T (C) =C (notation évidente). Nous allons étudier le comportement de
P Q, (V) comme groupe de transformetions de C , c'est-a-dire montrer qu'il
est transitif et primitif (sauf pour n =4, v=2).

LEMME 2, - Solent p = <x>&C et Tp = <X >' l'hyperplan tangent & C en
P « Solent y et U définis comme précédemment et K(p) = Tpr\ C.

a. K(p) est e cBne de sommet p et de directrice Cy

be Hp=P H .,y &st simplement transitif sur C - K(p) .

(a) On a 1l'équivalence :

ze{x>', Qz)=0&z=ax+u, uel, Qu) =0 .

1
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(b) On a de méme :
<z> €C = K(p)&=Q(z) =0, B(z, x) £0

Il y a alors correspondance biunivoque entre les points <z> €C - K(p) et les
points 2z tels que Q(z) =0, B(x, z) =1 . Or si onécrit z=ax +by ~u,
ces conditions s'écrivent ¢ a=-Q(u) , b=1, d'ou enfin, en se reportant
au lemme 1, 2z = Px’u(y) « On a donc correspondance biunivoque entre U et

C - K(p) par u—> f’x’u(y) at les propriétés i. et iv. des Fx,u permettent
de conclure.

REMARQUE, - S1 V=1, K(p) est réduit a p .

PROPOSITION 2, = P.Q.1 (V) est un groupe transitif de transformations de C .

Compte tenu du lemme 2, il suffit de vérifier le lemme 3 3

IEMME 3. - Soient q et r deux points de C , il existe p e¢C avec

a ¢k(p) , r ¢XK(p) .

Choisissons y et 2z singuliers avec <y>=gq, <2>»=rT . Distinguons deux
cas

1°5i B(y, z) # 0, on peut supposer B(y , z) =1 ; prenant ue<y, z>',
QSu) #0 puis x = ry,u
répond au probléme posé.

(z) ==Q(u) y + 2 =u ,onvérifie que p = £x>

2081 B(y, z) =0 alors <y, z> est totalement singulier et on peut trouver
x telque : Q(x)#0, Blx,y)#0, Bly, z) #0 (prendre x tel que
Q(x) =0, B(x, y) =1 dans le plan engendré par y et un supplémentaire de
<z>' . Alors p =<x> convient.

Nous allons maintenant étudier la primitivité de PQ,(V) sur C . Pour cele,

soit pour p € C, L, le stabilisateurde p : L = {1:, TePa (V) ,%(p) = p} .

D'aprés BOURBAKI ([2] paragraphe 7, proposition 5), démontrer que PR, (V) est
primitif (i.e. Lp maximal) revient 3 prouver l'assertion suivante @
Toute partie M de C , telle que

i. M contient au moins deux points p et q distincts

(?) _ -
ii, VTePQ, (V) , TMNUZ # ontraine TM =M,

est C toute entiére.

12
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Pour =1 , par la proposition 2 et le lemme 2, P9, (V) est deux fois transitif
(car ﬁp stabilise p ot K(p) est réduit & p). (P) est donc vérifiée.

Si nous exceptons le cas n =4 , V=2, il nous reste & vérifier (P) pour
n =5, Y>2 . Etablissons d'abord deux lemmes.

IEMME 4., = Pour n »5, v»2, Lp est transitif sur K(p) - p »

Soient <x>=p, y avec B(x,y)=1, Q) =0 et U=<x,y>"'.Ona
par hypothése dim U>3 , (U) >1 de sorte que PRQ, (U) est transitif sur
Cy (proposition 2).

On a évidemment ﬁp cl et P_Ql(U) €L .Soient q et r dans K(p) -p
et cherchons un p€L  tel que f(q) =r . D'aprés le lemme 2 a., on peut
trouver % eP_Ql(U) tel que (q) soit aligné avec p et r . I1 suffit de
résoudre 1s cas o p , q et r sont alignés, c'est-a=dire ol on a, si on pose
qg=<t» , r=<z>, z=ax+bt, b#O0.Soit u €U, tel que

Bt ,u)=a/b ;ona Py,ult) = br , dron §x’u(q) =r.

LEMME 5. = Pour »»2 , 81 p, qe€C, p;éq,onpeuttrouver r e€C,
r#p avec r €K(p) , er(q) .

Soient p =<x> , q=<y> .Si <y, z> est totalement singulier, il
existe 2z singulier avec B(x, z) =0, By, 2z)=1 .81 <y, z> est
non-isotrope, il existe 2z' singulier dans <x , y> ' ; posons 3z =X + z' .
Dans les deux cas r = <z» est le point cherché.

Supposons donc n %5 , WP 2 et démontrons l'assertion (P).

Si la ligne pq est contenue dans C , alors p, q eK(p) , K(q), et 1o lemme 4
entraine que K(p) et K(gq) sont contenus dans M par ii. Par le lemme 5, il
existe q' #p, q' €K(g)eM, q * K(p) , donc on peut supposer s'8tre donné
p et q dens M tels que la ligne pq ne soit pas sur C . Supposons-le doré-
navant, le lemme 2 montre alors que M ©C - K(p) , C - K(q) . Parle lemme 5,
ilyauw reX(p), r#p, r¢K(q), dnc r €M, mais alors la ligne pr
étant dans C , on a K(p) € M comme on l'a vu, d'ou en définitive
M 5C - K(p) , K(p), clest-a~dire M =0C .

Nous avons ainsi terminé la démonstration de la

PROPGSITION 3. - Sauf pour n=4, ¥=2, P_Ql(V) est un groupe primitif
de transformations de C .

13
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4. Le groups Q(V) .

Revenant au groupe -ﬂl(V) nous allons maintenant démontrer (toujours & quel-
ques exceptions prés) que SWV) = -er(V) et qu'il est son propre groupe dérivé,

Rappelons quelques résultats classiques ([3], théoréme 3.9, [1], chapitre 4,
théoréme 3.23).

Aleweption du cas k=F, , n=4, V=2, 0(V) est engendré par les
§ 5 + Sion note 0%(V) 1le groupe des % €O(V) qui sont le produit d'un
nombre peir de symétries, alors $ (V) est aussi le groupe des commutateurs de

0* (V) . Enfin TeO(V) =» Y€ QV) -

LEME 6. - Soient x et y singuliers avec B(x , y) =1 . On a (sauf pour
k=F, ,n=4, vy=2)

o(V) =0(<x , y>) QI(V)

Il suffit de voir que si u estun vecteur non singulier, O u> € 0(<x , y>)Ql(V)

Soit v €<x , y> tol que Qu) = Q(v) ; il existe alors TeO(V) avee

T(v) =u . Notons x' = X¥(x), y'= U(y) . On va d'abord voir qu'il existe
v GQl(V) avec T(x) = x! , ¥(y) = y' . D'aprés la proposition 2, il existe
fé'fll(v) avec <x!'> = P(<x>) ;si <Z>= [’dl(<y'>) , 0na

<Z> €C - K(p) ; par le lemme 2, il existe Féﬂi(V) avec o (<x>) =<x7¥»,

§ (<y >) =<z > . Il suffit de poser T =6 E-Q-I(V) .

Comme ue€<x', y'> =%(<x,y>), u'= ’t'—l(u)e<x sy ¥Y> o On a alors

" -1 1l
J = °°—<ull> = o;u">[(°2u";V°2u">)’r' ] e0(<x ’ Y>)Dl(v)

PROPOSITION 5. ~ Sauf dans le cas exclu. dans le lemme 6, Q’l (V) = a(v) .

On a (proposition 1) QI(V)cSl(V) c O+(V) , d'ou (lemme 6) :
0*(V) = 0"(<x , y>) Q,(V)
et
o'/ (M) =0 x , y>)0T<x, y>)na, (V) .

Par un: calcul direct (trivial) 0+(<x , ¥>) est abélien (comme d'ailleurs tout
07(P) pour P de dimension 2) ; ce qui entraine Q.(v)c-ﬂ-l w) .

14
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PROPOSITION 6, - Le groupe Q'(V) dérivé de Q(V) coincide avec celui-ci

a4 l'exception des cas ¢

io n=3, k=F3
ii. n=4, ¥=2, k=F, ou Fy.
Soient X,y et u avec Q(x) =Q(y) =0, Blx,y)=1, Q) #0,

ue< x , y>' . Il suffit de montrer que f‘x uC Q(V) . En effet cecl entrainera
successivement H, , € QW) dou & (V) C.Q.(V) et la proposition précédente

concluera.

Supposons d'abord que k ait plus de 3 éléments, il y aura en particulier
c €k avec c2 £0,1 ,S0t T 1'élégent de O0(<x, ¥>) défini par
2(x)=cx, Tly)=c 1y On aura < €5:(V) et

A 2=l _
U fxu V' fxu © f’czx’u f’x’_u - f’x, (02_1 u

2 ]
- Q. .
Comme ¢ 140, Fx,ue ()

Si maintenant k = F, ou F3 on peut supposer n=4, Y=1 ou n25,
?>2 (en effet le seul cas non exclu par le texte est k=F,, n=3,
»=1 qui est impossible car alors B(u , u) = O entraine qus B est dégénérée,
cas implicitement exclu ). I1 existe alors un plan P non-isotrope et d'indice O
avec u € Pc<x , y>! .

Si k=T, , il existe dsns P un vecteur v avec Blu, v) =Q(v) =1 et si
on définit un élément "" de o(Pp) par ®¥(u)=v, T(v)=u+v, on

3 ' = (1) ea =
v”? =1 dtoua = ( ) e (V) et ex,v f'x,v

o

?x,u*’v Px,~v rx,u
Si k=P, , il existe dans P un vecteur v avec Bu,v)=0,
Q(u) = Q(v) . Soit alors VeO(P) défini par V(u) ==-v, V(v)=u; ona
Vze (V) et
Pxu T Txu™ Pxyu Fxpen ™ ?x,u

5+ Démonstration du théoréme fondamental.

Avant celle~ci, un ultime lemme :

IEMME 7. - PO(V) est un groupe fidéle de transformations de C .

15
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Soit en effet un élément 1eO(V) tel qus pour tout x singulier, on ait
V(x) = A X ('}‘x €k) . Soient x et y singuliers, B(x, y) =1 , Pour tout

ug <x , y>"', le vecteur v = Py u(Y) =y - Qu)x - u est singulier. On a donc
3

pour certains scalaires a , b, ¢

vix)=ax, 2@F)=by, =) =av
soit
69)] by = Qu) ax =¥(u) = ey =c Qu)x =cu .

Si Q(u) =0, on a, par hypothése, ¥(u) =du pourun d ek .

St Q(u) #0, d'aprés (1), T(u)e<x,y, u> non isotrope. Dans ce sous-espace
B(u) et u sont tous deux perpendiculaires & <x , y> . Alors on a aussi
% (2) = du . Reportant dans (1) on obtient évidemment ¢ a=b=c=d , d'od

Vu, %) =au, clest-a-dire T=1

/ Y
THEOREME. - Pa (V) est simple sauf pour $

i. k=F3, n=3
11, k quelconque, n=4, P=2,

Soit N un sous-groupe distingué de PQ(V) non réduit a {1} o Pour pecC,
le groupe Lp défini dans le lemme 4 est maximal (proposition 3) et l'intersection
des ses conjugués est réduite a il‘g (lemme 7). Ceci entraine que le groupe
NL est tout P (V) . BEn effet N Lp = Lp entrainerait N CLp c'est-a-dire

P
N={1} .
N est donc transitif sur C . N H_ contenant alors tous les conjugués de -H_p

p -
car PEN entraine ﬁf(p’) =f>'ﬁp f"l = (Fﬁb)(f’-l.l) €N Hp ,ona

N ‘ﬁp = P‘Ql (v) = pQ(V) (proposition 5),

Ceci implique :
PO(V)N=NE/N=H/H ON
( )/ P PP
mais _I—i'p étant abélien, la proposition 6 entraine N = Psi(V) .

PQ(V) est donc simple
C. Q. F. D.

16
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