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PROBLÈME DE LEVI ET PLONGEMENT DES VARIÉTÉS ANALYTIQUES RÉELLES

par François NORGUET

(d’après un travail inédit de Hans GRAUERT)

par François NORGUET

Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1958)

INTRODUCTION. - Le travail de Grauert comprend deux parties distinctes. Dans la

première, est résolu le problème de Levi pour un domaine relativement compact d’une
variété analytique complexe. Dans la seconde, le problème du plongement analyti-
que d’une variété analytique réelle paracompacte, dans un espace euclidien de

dimension assez grande «

1. Problème de Levi.

GRAUERT démontre les théorèmes suivants, pour un domaine G relativement compact
d’une variété analytique complexe ’~i~ :

, ,

THEOREME 1. - Si G est fortement pseudooonvexe, G est holomorphiquement
convexe.

, 
,

THEOREME 2. - Si G est fortement pseudoconvoxo et ne contient pas de sous-

ensemble analytique compact de dimension positive, G est une variété de Stdin.

THEOREME 3. - Si G est fortement pseudoeonvexe et admet une fonction forte-

ment plurisousharmonique, G est un© variété de Stein.

THEOREME 4. - S’il existe dans M une fonction p(x) fortement plurisousharmo-
nique, te lle que chaque ensemble Tr = f x ~ M, p(x) nombre réel
soit relativement compact dans ~’~ ~ alors est une variété de Stein.

Pour démontrer le théorème 1, il s’agit de construire, pour tout point x appar-

tenant à la frontière do G, une fonction f ~ holomorphe dans G ~ méromorphe
dans un voisinage de G, et devenant infinie en x . Cette construction est

réalisée par une méthode cohomologique, basée sur les théorèmes A et B de

Cartan-Serre, et sur une proposition affirmant que SZ) est da dimension

finie pour p >0 lorsque G’ est relativement compact et fortement pseudo-
convexe, .~ désignant le faisceau des germes de fonctions holomorphes dans 
La démonstration de Grauert pour cette proposition est inspirée par la démonstra-
tion de CARTAN-SERRE ([18], exposé 17) pour la finitude de la cohomologie des



faisceaux analytiques cohérents sur les variétés analytiques conpactes. En adaptant
la méthode, due à GROTHENDIECK [9], de généralisation du théorème de Cartan-Serre
aux faisceaux de Fréchet compacts calculables, on démontre le théorème suivant,
qui généralise la proposition de GRAUERT :

THÉOREME 4. - Soit, sur l’espace topologique X , localement compact et paracom-
paot, un faisceau de Fréchet compact N , calculable pour les degrés  p ; soit
G un ouvert relativement compact et paracompact de X ~ tel quel’application

canonique de Hp(X , N) dans N) soit surjective. Alors N)
est de dimension finie.

GRAUERT montre que G ~ fortement pseudoconvexe, satisfait à l’hypothèse de

surjectivité de ce théorème, en réalisant des extensions successives de G ~
pour lesquelles l’application ci-dessus est surjective, jusqu’à atteindre, après
un nombre fini d’opérations, un domaine G’ dans lequel G est relativement

compact.

La démonstration des théorèmes 2, 3 et 4 ne présente pas de difficultés. Toute-

fois, celle du théorème 4 suppose démontrés un théorème sur la limite d’une suite
croissante de variétés de Stein, et un théorème sur les fonctions fortement

plurisousharmoniques,seulement annoncés dans ce travail.

GRAUERT annonce également que les théorèmes 1~ 2 et 3 peuvent être démontrés,
par les mêmes méthodes, pour des domaines situés dans des espaces analytiques
complexes, mais que le théorème 1 est faux, même sur les variétés analytiques,
pour les domaines pseudoconvexes généraux.

Précédemment, OKA [14] a démontré que tout domaine pseudoconvexe borné de C ~
est d’holomorphie, BREMERMANN [2] et NORGUET ~13 ~s que tout domaine pseudoconvexe
borné de Cn est d’holomorphie, OKA ~15~~ que tout domaine pseudoconvexe étalé
dans borné et non intérieurement ramifiée est holomorphiquement convexe et

d’holomorphie. LELONG [11] a étudié l’équivalence des différentes définitions de
la pseudoconvexité pour les domaines univalents de Cn . Le problème de Levi
reste ouvert pour les domaines non bornés de Cn, et pour les domaines ramifiés
sur Cn ; cependant GRAUERT et REMMERT [8] ont montré que de tels domaines ramifiés
peuvent être d’holomorphie, pour n ?;3 ~ sans être nécessairement pseudoconvexes
ni holomorphiquement convexes.

Le théorème 1 résout à nouveau le problème de Levi pour les domaines ps.eudo-
convexes de C n ,car:



i. tout domaine pseudoconvexe de Cn peut être approché de l’intérieur par
des domaines fortement pseudoconvexes,

ii. les domaines d’holomorphie de Cn sont les domaines pseudoconvexes,

iii. une limite de domaines d’holomorphie de Cn est encore un domaine d’holo-

mo rphi e .

2. Plongement des variétés analytiques réelles.

Selon un résultat inédit de BRUHAT-WHITNEY, toute variété analytique réelle para-
compacte (hypothèse indispensable) SB peut être réalisée comme surface analytique
réelle fermée d’une variété analytique complexe paracompacte (1). Le
corollaire du théorème 2 permet de construire dans l’aide de fonctions

plurisousharmoniques, un voisinage de R qui est une variété do Stein. Or, d’après
un résultat annoncé par REMMERT, cette variété de Stein admet un plongement holo-
morphe dans un espace Cn de dimension assez grande. Ce plongement induit un

plongement analytique réel de ~ dans un espace euclidien.

Précédemment, WHITNEY [20 ] avait démontré l’existence d’un plongement indéfini-
ment différentiable, et FiORREY l’existence d’un plongement analytique
lorsque ~. est compacte. GRAUERT annonce une extension de son théorème aux

espaces analytiques réels.

1. Théorèmes de finitude pour la cohomologie des faisceaux.

1. Rappel de définitions et de théorèmes.

a. Espaces vectoriels topologiques et théorème de ,compacité de L. Schwartz.

CONVENTION. - Les espaces vectoriels topologiques considérés seront toujours
supposés localement convexes et séparés.

DEFINITIONS.

i. Si E et F sont deux espaces vectoriels topologiques, une application
linéaire v de E dans F est dite compacte s’il existe un voisinage V de
0 dans E tel que v(V) soit relativement compact dans F (une telle appli-
cation est continue).

(1 ) Après la rédaction du travail de GRAUERT, est paru un mémoire de SHUTRICK [19]
dans lequel est également résolu le problème de l’extension complexe des variétés
analytiques réelles.



ii. Un espace de Fréchet est un espace vectoriel topologique métrisable et complet.

THEOREME ([ 18], exposé 16 ) . - Soient E et ’F deux espaces de Fréchet. u une

application linéaire continue de E sur F , v application linéaire compacte
dans F . Alors l’image de w = u + v est un sous-espace fermé, ds codi-

mension finie, de F .

b. Faisceaux calculables [9].

DEFINITION. - Soit un entier p 7 0 ; un faisceau N de modules sur un espace

topologique paracompact X est dit calculable en degrés "~p ~ si, pour tout entier

q vérifiant 1 ~ q ~ p ~ tout point x de X et tout voisinage U de x ~ il

existe un voisinage V C U de x tel que l’homomorphisme canonique de

Hq(U , N) dans N) soit nul.

, ,

THEOREME. - Si N est calculable en degrés  p ,

i. pour tout recouvrement ouvert ~l, assez fin de X ~ l’homomorphisme canonique
de N) (groupe d’homologie des cochaînes de Cech de OU, à valeurs dans

N) dans HP(X , N) est surjectif.

ii. pour tout recouvrement ouvert de X , en existe un autre 03B3 p lus fin

tel que tout élément de Hp(U , N) ayant une image nulle dans N) a

déjà une image nulle dans Hp (‘’~ ~ N) (i . e. dans la suite

le noyau de l’application composée 03B2 o 03B1 est le noyau de oC ).

COROLLAIRE. - Si N est calculable en degrés p ,alors, pour tout recouvrement
ouvert X assez fin (localement fini), existe un recouvrement ouvert "~
(localement fini) plus fin. tel que N) s’identifie canoniquement au quotient

de par le noyau de l’ homomorphisme canonique de N) dans

Hp(’~~ N) . . 
-

c. Faisceaux vectoriels topologiques (d’après [9]).

DEFINITIONS.

i. Un faisceau F d’espaces vectoriels {réels ou complexes) sur un espace
topologique paracompact X est dit faisceau de Fréchet si les espaces r(U , F)
de sections de F sur les ouverts de X sont munis de topologies d’espaces de



Fréchet satisfaisant la condition suivante : si U et V sont deux ouverts de

X tels que V l’application canonique de F) dans r(V ~ F) est

continue.

il. F est dit compact si, pour tout ouvert U de X ~ et pour tout ouvert
V relativement compact dans U ~ l’application canonique de F) dans

F) est compacte.

PROPRIÉTÉ. - Un faisceau analytique cohérent sur une variété analytique complexe
est un faisceau de Fréchet compact et calculable (El 8]~ exposé 17).

2. Théorèmes de finitude.

a. Théorème de Grothendieck pour les espaces compacts.

THEOREME. - Soit N un faisceau de Fréchet compact sur l’espace topologique
compact X ; si N est calculable pour les degrés ~p ~ N) est de di-

mension finie.

DÉMONSTRATION. - Voir [9] ou adapter la démonstration du théorème ci-dessous.

b. Théorème pour certains ouverts relativement compacts d’un espace.

/ ,

THEOREME. - Soit. sur l’espace X localement compact et paracompact. un faisceau
de Fréchet compact N ~ calculable pour les G un ouvert

relativement compact et paracompact de X ~ tel que l’application canonique do
N) dans N) soit surjective. Alors H~(G ~ N) est de dimension

finie. 
"*""

Soit ~= recouvrement ouverte localement fini,
de X ~ tel que l’application canonique de N) dans HP(X, N) soit

surjective ; soit G’ t un ouvert de X vérifiant G~ (~) ; alors
et ~=~~G’ = 

sont des recouvrements ouverts finis de G et G’ respectivement. Dans le dia-
gramme commutatif d’applications canoniques

( ) signifie : V relativement compact dans U.



les applications (1) et (2) sont surjectives par hypothèse, donc l’application 03B3
de N) dans obtenue en composant (4) et (~)~ est surjective.

Soit ~ un recouvrement ouvert fini de G ~ tel que le recouvrement de G ~
forme des adhérences, relatives à G ~ des ouverts de ~ ~ soit plus fin que
°I~ ; soit ’’~ un recouvrement ouvert dénombrable de G ~ plus fin que ‘~ ~ tel
que HP (G , N) s’identifie au quotient de N) par le noyau de l’appli-
cation canonique de N) dans N) . On a des applications
linéaires :

où N) désigne le groupe des cocycles de Cech, de degré p ~ du recouvre-

ment ‘~, ~ à valeurs dans N ~ celui des cochatnes de degré p - 1 ~ et
d la différentielle des cochaines de Coch. De plus H p (G , N) est le quotient
de Zp ( ’~ ~ N) par p-1 (Im (1) .

Or l’application ~ de N) dans N) est surjective et se réa-
lise par restriction des cocyclos ; donc

Soit K le sous-espace de N) x (~~ N) composé des couples
(z , c) pour lesquels’ z = la projection de K sur Zp(~ ~ N) ;
alors Im (Im d) .

Soit u (resp. v) l’application de N) x K dans N) définie

par u(x ~ y) = ~(x) + (resp. v(x, y) = - ce (x)) ; alors w = u + v

vérifie w(x ~ y) = ô (y) . Les espaces qui interviennent sont des espaces de



Fréchet ; u est continue et surjective, v est compacte ; donc l’image de

w est de codimension finie dans Zp(--~ ~ N) ~ et N) est de dimension finies

2. Problème de Levi.

1. Rappel de définitions et de théorèmes.

a. Fonctions plurisousharmoniques.

DÉFINITION. - Une fonction réelle h(x) , deux fois continûment différentiable
sur une variété analytique complexe °~i~ ~ est dite :

i. plurisousharmonique (ou p. s. h.) si la forme quadratique

~ {h ) ~ ~ ------- a . 1. est aomi-définie positive en tout point de ~;~ P P

ii. fortement plurisousharmonique (ou fortoment p, s, h. ) si cette forme est
définie positive en tout point 

REMARQUE. - On définit, de façon générale, les fonctions plurisousharmoniques non
différentiables, mais seulement semi-continues supérieurement ~10 ~~ et aussi les
fonctions plurisousharmoniques sur les espaces analytiques [7]. Les fonctions p.
s. h. considérées ici seront deux fois continument différentiables. Toutefois, le

principe du maximum ci-dessous est énoncé pour les fonctions p. s. h. sur les

espaces analytiques, et ces fonctions p. s. h. générales interviennent, par
l’intermédiaire de ce principe, dans la démonstration de la proposition 3.

PROPRIETES.

i. Une fonction fortement p. s. h. sur une variété analytique ~ ne peut
être constante sur un sous-ensemble analytique de de diniension positive.

ii* Principe du maximum : si une fonction p, s. h, sur un espace analytique
connexe atteint son maximum, elle est constante ; en particulier, une fonction

p. s. h. sur un espace analytique compact connexe est constante [7].

iii. Si p(x) est une fonction fortement p. s. h. sur une variété analytique
il existe un ensemble D de nombres réels! dense dans l’ensemble des

nombres réels supérieurs à inf p(x) , et tel que dp(x) ne s’annule pas sur

la frontière de Tp = lorsque [6].



b. Conditions susceptibles d’être vérifiées par une variété analytique complexe

M.

i. M est holomorphiquement convexe, i.e. l’enveloppe holomorphiquement con-
vexe de tout compaot de °~ est compacte (on rappelle que si M est un sous-

ensemble de son enveloppe holomorphiquement convexe est l’ensemble des

points x de M tels que |~ sup 1 pour toute fonction f holomor-

phe dans m .

ii. est K-complète. i.e. pour tout point xo de ~ ~ il existe une
famille finie fonctions holomorphes dans M, déterminant une
application f’ de M dans l’espace numérique complexe telle que x 0 soit

un point isolé de l’ensemble f(x) = f (xo ) .
lit. ~ est une variété de Stein, i.e. est holomorphiquement convexe et

K-complète.

iv. il existe sur une fonction fortement p. s. h.

v. ~1’~ ne contient pas de sous-ensemble analytique compact de dimension

positive.

c. Conditions susceptibles d’être vérifiées par un domaine G d’une.variété

analytique complexe (on supposera toujours que ce domaine est relativement

compact dans ~’~ et que sa frontière est deux fois différentiable par morceaux,

i.e. pour tout point xo appartenant à la frontière bG de G, il existe un

voisinage U de x et une famille finie ( ~ i)1~ i ~k de fonctions réelles

deux fois continûment différentiables telles que d lf i ne s’annule pas dans U

et que G ~ U = ~i x e:. U ,  0~ ~ U est appelé voisinage de
~ 

définition de G).

vi. G est pseudoconvexe, i es. la famille ( ~i)1  i k peut choisie

de telle sorte que, on tout point de bG n U s’annule,

y- ~
pour tous les vecteurs a = ~a. )1 ~ ~n qui vérifient ~- 0 (et ceci

J 

pour tout indice i ~ 1 ~ 



vii. G est fortement pseudoconvexe, i.e. la condition ci-dessus est remplacée
par L( ~i) ~ 0 .

REMARQUE. - Ces deux conditions no dépendent pas du choix de la famille ( ’fi) ,
ce sont des conditions intrinsèques pour la frontière de G .

viii. G est un domaine de continuité pour la cohomologie à valeurs dans le

faisceau -~- des germes de fonctions holomorphes dahs i.e. pour tout domaine

G’ , suffisamment voisin de G ~ vérifiant G C,~ ~ et pour tout entier ~>0 ~
l’homomorphisme canonique do H (G’ ~ D- ) dans H (G, est un épimorphisme.

ix. Les espaces vectoriels complexes Hy(G ~ S~.) ~ ~~.0 , ont une dimension
finie.

d. Théorèmesde E.E. Levi et Krzoska ([ 1 ] et ]).

i. Si G est holomorphiquement convexe, G est pseudoconvexe.

ii. Si G est fortement pseudoconvexe, alors t pour tout point x de la
frontière de G, il existe un voisinage U de xo et une fonction f, holomor-
phe sur U , telle que df ne s’annule pas et que = 0 = x }

iii. Soit G fortement pseudoconvexe ; alors si x E bG , et si U est un
voisinage holomorphiquement convexe de x ~ suffisamment petit, U ~1 G est un

domaine d’holomorphie ; si

avec 03C6i(x) deux fois continument différentiable sur U et 0 , et si de- i - 1 
~ 
.~.~~..

plus ( ~ i(x) )1; i  k est une famille de fonctions deux fois. continument diffé-

rentiables sur U , suffisamment 
-- 

petite ainsi 
>- 

que lQUrs dérivéas. remiéres et 
"-’.-- .

secondes, alors ~ {x ~ U , . (x) ~i(x)} ost encore wn domaine d’holomorphie-

e. Théorèmes de Cartan-Serre sur la cohomologie des variétés de Stein [3].
Soit M une variété de Stein, iL le faisceau des germes de fonctions holomor-

phes dans ‘~j~, t N un faisceau analytique cohérent sur ~ ; alors ;
, , 

~THEOREME A. - Pour tout point x de l’ image de H N) dans N

engendre N pour sa structure de 03A9x-module.
THÉORÈME B. - N) = 0 pour p > 0 .



f. Théorème sur la limite d’une famille croissante de variétés .de Stein ([4] et
[6]).

Soient T une variété analytique complexe, D un ensemble dense de nombres réels

p >po , (Tp)p~D une famille continue de sous-domaines relativement compacts

de T, telle que : T CTp si BJ Tp est une

variété de Stein pour tout alors T est une variété de Stein.

2. Démonstration du théorème 1.

a. Cohomologie d’un domaine fortement pseudoconvexe : théorème de continuité.

DÉFINITIONS ., - Soit M un domaine fortement pseudoconvexe.

i. Un recouvrement ouvert fini G est dit adéquat
si Ui et G sont des variétés de Stein et si Ui est un voisinage de

définition de G, pour 0  i ~ I .

ii. Si U= (Ui)0iI est un recouvrement adéquat de G , on pose
U - Uo - U 

iii. On appelle prolongement adéquat de G , relativement à un recouvrement

adéquat DU, de G ~ un ouvert G’ C~ ~’G ~ fortement pseudoconvexe, et vérifiant
les conditions suivantes :

et iL est un recouvrement adéquat de G~ ~

LEMMES.

G  M est un domaine fortement pseudoconvexe, il existe un recou-

vrement adéquat de T , et même une famille de recouvrements

adéquats de G , telle que bG C ~ *Uj .20142014~20142014201420142014 201420142014201420142014 

~ ~ ~~

il. Si est un recouvrement adéquat de ’G’ ~ il existe un prolongement adé-
quat G’ de G , relativement à et arbitrairement voisin de G ; si ~LL

est un autre recouvrement adéquat il est possible de choisir G’ de telle

sorte que soit un recouvrement adéquat de G~ 

iii. Si G’ est un prolongement adéquat de G (relativement à un recouvrement

adéquat U de G), l’homomorphisme canonique de H03BD(G’ , 03A9) dans 

est un épimorphisme pour ’))~0 .



DEMONSTRATION des lemmes. - Les lemmes (i) et (ii) se déduisent du théorème 
de Levi et Krzoska. Le lemme résulte de l’identité, pour y~0 , des groupes
de cocycles de Cech et Z’~( ~~~ où ,

PROPOSITION 1. - Soit G’ ~ G est fortement pseudoconvexe, et si

G’ est suffisamment voisin de G, l’homomorphisme canonique de Sl) dans

est un épimorphisme 0 ,

DEMONSTRATION. - D’après le il existe une famille (Uj)1j J de

recouvrements adéquats de G , tels que *Uj . Soit G’ = G ; si
est un domaine fortement pseudoconvexe tel que Uk constitue, pour

1 ~ k  J , un recouvrement adéquat de G! 1 ’ soit G! un prolongement adéquat
de relativement à Uj , tel que Uk constitue, pour 1  k ~ J , un
recouvrement adéquat de un tel G! existe d’après le lemme(ii) On définit

ainsi par récurrence un domaine G’J vérifiant G G G’ M. En appliquant
par récurrence le on voit que l’homomorphisme canonique de

H~(Gt ~ S1) dans est un épimorphisme, pour y y 0 . La même proprié-
té subsiste si l’on remplace GJ par un ouvert G’ vérifiant G CG’ C G~ .

REMARQUE. - Il résulte de la démonstration ci-dessus que :

i. le domaine G’ intervenant dans la proposition 1 peut être choisi forte-
ment pseudoconvexe ;

ii. si est un recouvrement adéquat de G , G’ peut être
choisi fortement pseudoconvexe et tel que 9L soit un recouvrement adéquat de
G~ .

b. Cohomologie d’un domaine fortement pseudoconvexe ; théorème de finitude.

PROPOSITION 2 . « Si G 6 â’~ est fortement pseudoconvexe, les espaces vectoriels
complexes Hv(G , 03A9) sont de dimension finie : pour 

DEMONSTRATION. - C’est une conséquence immédiate de la proposition 1 et du
second théorème de finitude pour la cohomologie des faisceaux.

c. Existence d’une fonction holomor he dans un domaine fortement pseudoconvexe.
devenant infinie en un point donné de la frontière.



PROPOSITION 3. - Si G  M est fortement pseudoconvexe, pour tout oint x
de bG il existe une fonction f , méromorphe dans un domain G’  G , holomor-
he dans G , t telle que f (x ) ~ _ + oo ,

0
,

DEMONSTRATION. - Soit ô un point arbitraire de la frontière do G ; soit U un

voisinage de définition de G , holomorphiquement convexe, contenant xo , suffisam-

ment petit pour que U ~ G soit une variété de Stein et qu’il existe, une fonction
f ~ holomorphe sur U ~ telle que df ne s’annule pas et que G où

5 = x E U ~ f (x) ~ o ~ ; U existe en vertu des théorèmes (ü) et (~,i) de Levi
et Krzoska. Soit G~ ~ G un domaine fortement psoudoconvexe tel que W~ = G~ ~ U

soit une variété de Stein et que S’ = S (1 W’ soit fermé dans G’ ; G’ existe

en vertu de la remarque(ü) qui suit la démonstration de la proposition 1~ car
S’ est fermé dans Gt si G’ est suffisamment voisin de G . Alors S’ , sous-
va.riété analytique fermée de la variété de Ste2n W~ ~ est uns variété de Stein,

S’ est un diviseur positif dans G’ ; il lui correspond canoniquement un espace
fibré analytique complexe F , à fibres vectorielles de dimension 1, qui admet
une section holomorphe canonique h s’annulant seulement au premier ordre sur
S’ . Soit Fk le produit tensoriel de k espaces fibrés identiques à F et
FK le faisceau des germes de sections holomorphes de Fk (en particulier
F° = 03A9) ; soit la restriction de Fk â S’ , et le faisceau

des germes de sections holomorphes de F (SI) .
La correspondance sx -~.~ hx définit un homomorphisme

du faisceau Fk dans le faisceau Fk+1 , dont la conoyau est l’extansion triviale
de Fk+1 (S’) à G’ . A la suite exacte

correspond la suite exacte de cohomologie



en vertu du théorème B .de Cartan-Serre, on obtient une suite exacte

Donc, si on pose d, = dimension de Fk) ~ on a = £ ; or, d’après
la proposition 2, do est fini ; donc, il existe un nombre ko tel que d soit

indépendant de k pour k ’>’ k~ ~ alors, pour k > kG ~ ~X est un isomorphisme
et on obtient la suite exacte

Donc toute section de F~-+1 au-dessus de S’ . se prolonge en une section de Fk+1
au-dessus de G’ .

En vertu du théorème (À) de Cartan-Serre, il existe une section holomorphe s de

r au-dessus de S’ , qui ne s’annule pas au point x ; soit a son prolon-
gement à G’ . De plus, Fk+1 admet une section holomorphe canonique qui
s’annule exactement à l’ordre k + 1 sur S’. , Le quotient f = ~/hk+1 est une
fonction méromorphe dans G’ , qui admet exactement S’ pour variété polaire,

qui est holomarphe dans G et qui n’a pas de point d’indétermination en x ,
C. Q. F. D.

d. Le théorème 1.

, ,

THEOREME 1..- Si G &#x26; ~ est fortement pseudoconvexe G est holomorphiquement
convexe.

DEMONSTRATION. - C’est une conséquence immédiate de la proposition 3.

3. Démonstration des théorèmes 2 et 3.

PROPOSITION 4. - Pour qu’une variété analytique holomorphiquement convexe ~f~
soit il faut et il suffit qu’elle ne contienne pas de sous-ensemble

analytique compact de dimension positive. 
’

DEMONSTRATION.

i. Si M contient un sous-ensemble analytique compact B de dimension positive,
soit B* une composante connexe, de dimension positive, de B . Toute fonction

holomorphe sur étant constante sur B~ ~ ?M ne peut être K-complète.



ii. Si ~ ne contient pas de sous-ensemble analytique compact de dimension

positive, soit ô un point quelconque de M l’enveloppe holomorphiquement
convexe Puisque M est compact, il existe un ouvert D vérifiant

Pour chaque point x appartenant à la frontière de D il existe

une fonction f ~ holomorphe dans g~,~ telle que ~f(x)~ 1 > existe

donc une famille fonctions holomorphes dans contenant, pour
chaque point x e bD , une fonction f. qui vérifie (x) ~ 1 ~’ ~ f . (x ) ~ ~ Soit
f l’application de dans CI définie par cette famille, et soit 

0

A relativement compact dans D ~ est un ensemble analytique compact ;

d’après l’hypothèse, sa dimension est nulle, d’où il résulte que xo est un

point isolé de A’~ ~ et que °J’1’~ est K-complète.
, ,

THEOREME 2. - Si est fortement pseudoconvexe et ne contient pas de sous-

ensemble analytique compact de dimension positive, G est une variété de Stein.

DÉMONSTRATION. - C’est une conséquence du théorème 1 et de la proposition 4.

PROPOSITION 5. - S’il existe sur M une fonction fortement plurisousharmonique,
alors ‘~ ne contient pas de sous-ensemble analytique compact de dimension posi-
tive.

DEMONSTRATION. - Soit h une fonction fortement plurisoushannoniquo (deux fois

continument différentiable) sur ~1’~ ~ A un ensemble analytique compact
de dimension d positive. Soit A* une composante connexe de A ~ ayant la

dimension d ; A~ est un espace analytique compact connexe ; la restriction de

h à A* est une fonction p. s. h., constante en vertu de la propriété (ii) des

fonctions p. s. h., ce qui contredit la propriété(1).
, i

THEOREME 3. - est fortement pseudoconvexe et admet une fonction for-

tement plurisousharmonique, G est une variété de Stein.

DEMONSTRATION. - C’est une conséquence du théorème 2, et de la proposition 5.

THEOREME 4. - Soient M une variété analytique complexe, et p(x) une fonc-

tion fortement plurisousharmonique dans ~ ~ telle que chaque ensemble

p(x) ~ ~ ~ ~ nombre réel) soit .relativement compact dans 



Alors M est une variété de Stein.

DEMONSTRATION. - D’après la propriété des fonctions p. s. il existe un

ensemble D de nombres réels, dense dans l’ensemble {p>po = inf p(x)L ~ 

tel que, pour dp(x) ne s’annule pas sur la frontière de T~ ; alors,
d’après le théorème 2, T P est, pour f e D , une variété de Stein. Du théorème

sur la limite d’une famille croissante de variétés de Stein, il résulte que ~

est une variété de Stein.

3. Plongement des variétés analytiques réelles.

1. Enoncé de théorèmes qui seront utilisés, mais dont la démonstration n’a pas
encore été publiée.

a. Complexification des variétés analytiques réelles.

THEOREME de Bruhat-Whitney ( ). - Soit R une variété analytique réelle para-

compacte de dimension n. Il existe une variété analytique complexe paracompacte

de dimension (complexe) n , une surface analytique réelle fermée R’ de
dimension (réelle) n dans M , et une application bi-analytique réelle iT de

CR sur J(~~ . o Il existe un rocouvrement de ~~ par des cartes locales

co telles que Ui~R’ = {x ~ Ui , zl réel poux 

pour i  0 On pose 

b. Plongement des variétés de Stein. ([16] et [17])

THEOREME de Remmert. - Si est une variété de Stein, il existe une applica-
tion holomorphe, régulière (i.e. biunivoque et de jacobien non nul) et propre
(i.e. l’image réciproque de tout compact est un compact) de °,~~ dans un espace

C de dimension suffisamment grande. 
--

COROLLAIRE. - Louage de M est un sous-ensemble analytique fermé de Ck ,
a~yant_ m~me dimension que $x et~ dont tous les points sont ordinaires .

2. Plongement d’une variété analytique réelle paracompacte.

a. Notion de p-fonction ; applications.

DÉFINITION. - Soit E un sous-ensemble d’une variété analytique complexe 
une p-fonction (resp. une p-fonction forte) sur ~1’~ ~ relative à E , est une

(3 ) Voir note (1 ) .



fonction indéfiniment différentiable telle que :

i . p ~x ) ~ 0 pour X 

il. p(x) = 0 et dp(x) = 0 pour x ~ E ;

iii. p(x) est p. s. h. (resp. fortement p. s. ?i.) en ohaque point de E .

PROPRIÉTÉS. - Si pl et pz sont des p-fonctions, et « (x)? 0 une fonction
indéfiniment différentiable alors A~ .pl et p _ P2 sont des

p-fonctions (relativement à E) . Si p1 est une p-fonction forte, alors p est

aussi une p-fonction forte.

LEMME 1. - Si tout point x de ~ paracompacte admet un voisinage ouvert U

dans lequel existe une p-fonction forte, et si r est une fonction deux fois

continument différentiable dans alors il existe une p-fonction forte p

dans M , telle que p + r soit fortement plurisousharmonique en tout point
de E .

.

DEMONSTRATION. - Soit = (U. ) , +~ un recouvrement. localement fini de M

par des ouverts relativement compacts dans M , tels qu’il exist6 dans chaque
Ui une p-fonction forte pi (relativement à E ~ i), Soit ( «i)0_i +~
une partition de l’unité, indéfiniment différentiable, à supports dans les Ui .
Alors oC i est une p-fonction dans ~~, ~ et une ’ p-fonction forte à l’ in-

térieur du support de oCi ; il existe une constante positive hi telle que

hi.03B1i.pi + 03B1i.r soit fortement p. s . h. en tout point de E ~ Ui intérieur

au support de ce. ; p = ~ hi.ai. pi est une p-fonction forte dans ~iG ~ et~ 0 ~i+ o0
p + r = ’,~ + al.r est une fonction f ortement p. s. h. en tout point~ 

LEMME 2. - Hypothèses :

i. ~ est paracompacte ;

ü. tout point de ~ admet un voisinage ouvert dans lequel il existe une

p-fonction forte ;

iii.pour tout voisinage U de E , il existe un voisinage V c U de E et

une p-fonction p*(x) dans V , fortement plurisousharmonique en tout point où
elle n’est pas nulle, telle que bV (1 T = ~ où T = p (x)  1} .
Conclusion : E possède un voisinage ouvert qui est une variété de Stein.



DEMONSTRATION. - Soit r une fonction réelle non négative, deux fois continu.-
ment différentiable dans ~1’~ ~ telle que, pour tout nombre réel K >0 , l’ensemble

r(x) ~K~- soit relativement compact dans °~i~ . Soit pl une p-fonction
forte dans °~i~ ~ telle que p = P1 + r soit fortement p. s. h. en tout point de
E (pl existe en vertu du lemme 1) ; alors il existe un voisinage U de E dans

lequel p est fortement p. s. h.. En vertu de l’hypothèse il existe un

voisinage V C U de E et une p-fonction p~ dans V, fortement p. s. h. en

tout point où elle n’est pas nulle, telle que bV n T == j~ où

T ~. (x  l]- . La fonction

est fortement p. s. h. dans T ~ chaque ensemble Tp = x ~ T ~ est rela-

tivement compact dans T ~ et L~ Tp = T . En vertu du corollaire au théorème 2,
réel

T est une variété de Stein.

b. Théorème de plongement.

On se place dans la situation décrite en 1 (a), et la notion de p-fonction
sur dlt est toujours relative à 

LEMME 3. - Tout point de M admet un voisinage dans lequel il existe une

p-fonction forte.

DEMONSTRATION. - p. (x) = - HI (zl - est une -fonction forte dans

Ui .

4. - Soit U un voisinage ouvert de (~~,’ ; alors il existe ’un voisinage
ouvert V C.U de R’ et une p-fonction p*(x) dans V , fortement plurisoushar-
monique en tout point où elle n’est pas nulle, telle que

Soit Y * 1  + ce 
et W * +co 

des

recouvrements ouverts de. °mt tels que Y~ © pour 0 + 1  + aJ .

Soit d, la distance de kJ . à bV, relativement aux coordonnées 
jn ;1 . 

1 1 j. 6 j $ n
%’ étant localement fini, il existe un voisinage V C U de ÔÉ , tel que



Soit a un point arbitraire de (aij)1jn les parties réelles de ses

coordonnées dans alors dans V la frontière du cône

est l’ensemble {x ~ Vi ~ V, ia(x) = 0 ; est fortement p. s. h. dans

On pose a = 0 pour x ~ a et a e pour x E a ’
p;(x) est une p-fonction dans V ~ positive dans K;. Il existe une suite
de points 8.’)IE telle que le recouvrement (Ki") soit localement

fini et que b(V - U K-" ) i1 bV = ~ . Si c est une suite de nombres réels

suffisamment grands, p*(x) = y c.p est une p-fonction dans V , vérifiant les
conditions demandées.

. ~

THEOREME 5. - Soit R une variété analytique réelle paracompacte. Il existe
alors une application analytique réelle régulière et propre, de Ûj, dans un

espace euclidien Rk , de dimension suffisamment grande.
DEMONSTRATION. - Des lemmes 3 , 1,4,2 il résulte que R’ possède un voisinage

ouvert qui est une variété de Stein. Il suffit alors d’appliquer le théorème de
Remmert sur le plongement d6s variétés de Stein.

3. Plongement d’une variété analytique réelle compacte.

Le processus conduisant au théorème 3 est considérablement simplifié si ~, est

compacte. On évite alors le passage à la limite pour une faraills croissante de

variétés de Stein, et, au lieu du théorème profond de Remmert, on peut utiliser
le lemme suivant, de démonstration aisée : t

LEMME. - Si M est une variété de Stein, et si B est un ensemble relativement

compact dans il existe une application holomorphe et régulière de B dans

un espace
/

DEMONSTRATION. - C’est une conséquence des propriétés suivantes d’une variété

de Stein [5] :



i. est paracompacte ;

ii. si x et y sont deux points distincts de ‘~’G ~ il existe une fonction
f J holomorphe dans ~t~, ~ telle que f (x~ ~ f(y) ,

iii. pour tout point xo de il existe une famille 
i ~ ~ 

de fonctions

holomorphes dans °~ ~ telles que le jacobien

ne s’annule pas on xo ~i~ n étant des coordonnées (holomorphes) dans un
voisinage de x ). 

’
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ADDITIF

1. L’exposé oral a présenté une autre démonstration du théorème 5, basée sur :
a. la possibilité, démontrée par GRAUERT (voir la démonstration du théorème 5

page 18), de construire un systèmes fondamental de voisinages ouverts de (~, ,
dans ~’ ~ qui sont des variétés de Stein ;

b. le théorème 1 de [21 ] ;
c. le théorème 1 de [26].

Cette démonstration montre le lien entre les recherohes de GRAUERT, et celles
de H. CARTAN et B. elle présente l’avantage de ne utiliser le

théorème de plongement de REMMERT, dont la démonstration n’est pas publiée.
2. Le travail de H. GRAUERT, étudié dans cet exposé, est maintenant publié en
mémoire [23 ].

3. Le théorème, attribué à F. BRUHA’T, H. SHUTRICK et H. WHITNEY, a été annoncé par
C. EHRESMANN ( ~ 22 ~, page q.17~ , et démontré par A. p. 296-301).
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