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Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1958)

PROBL}E'.ME DE LEVI ET PLONGEMENT DES VARIETES ANALYTIQUES REELLES

par Frangois NORGUET

(d'aprés un travail inédit de Hans GRAUERT)

INTRODUCTION., - Le travail de Grauert comprend deux parties distinctes. Dans la
premiére, est résolu le probléme de Levi pour un domaine relativement compact d'une
variété analytique complexs. Dans la seconde, le probléme du plongement analyti-
que d'une variété analytique réelle paracompacte, dans un espace euclidien de

dimension assez grande.

1, Probléme de Levi.

GRAUERT démontre les théorémes suivants, pour un domaine G relativement compach

d'une variété analytique complexe & :

THEOREME 1, - §.3.E G est fortement pseudoconvexe, G est holomorphiquement

convexe «

THéOREME 2. =581 G est fortement pseudoconvexe et ne contient pas de sous-
engsemble analytique compact de dimension positive, G est une veriété de Stdin.

THEOREME 3. ~ Si G est fortement pseudogonvexe et admet une fonction forte-

ment plurisousharmonidue, G est une variété de Stein.

THEOR\EDE 4, - 3'il existe dans 9¥, une fonction p(x) fortement plurisousharmo=
nique, telle que chaque ensemble Tf = {x €N, p(x)<y s P nombre réel }
soit relativement compact dans NG , alors M, est une variété de Stein.

Pour démontrer le théoréme 1, il s'agit de construire, pour tout point x appar-
tenant & la frontiére de G , une fonction f , holomorphe dans G , méromorphe
dans un voisinage de G s et devenant infinie en x . Cette construction est
réalisée par une méthode cohomologique, basée sur les théorémes A et B de
Cartan-Serre, et sur une proposition affirmant que HP(G' , L) est de dimension
finie pour p >0 lorsque G' eost relativement compact et fortement pseudo-
convexs, A 3ésignant le faisceau des germes de fonctions holomorphes dans G .

La démonstration de Grauert pour cette proposition est inspirée par la démonstra-
tion de CARTAN-SERRE ([18], exposé 17) pour la finitude de la cohomologle des
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F. NORGUET

faisceaux analytiques cohérents sur les variétés analytiques compactes. En adaptant
la méthode, due & GROTHENDIECK [9], de généralisation du théoréme de Cartan-Serre
aux faisceaux de Fréchet compacts calculables, on démontre le théoréme suivant,

qui généralise la proposition de GRAUERT :

THEOREME 4. = Soit, sur 1l'espace topologique X , localement compact et paracom-

pact, un faisceau de Fréchet compact N , calculable pour les degrés £ p ; soit

G un ouvert relativement compact et paracompact de X , tel gque l'application

canonique de HP(X , N) dans HP(G, N) soit surjective. Alors HP(G , N)
est de dimension finie.

GRAUERT montre que G , fortement pseudoconvexe, satisfait & 1'hypothése de
surjectivité de ce théoréime, en réalisant des extensions successives de G ,
pour lesquelles l'application ci-dessus est surjective, jusqu'a atteindre, aprés
un nombre fini d'opérations, un domaine G' dans lequel G est relativement
compact.

La démonstration des théorémes 2, 3 et 4 ne présente pas de difficultés. Toute-
fois, celle du théoréme 4 suppose démontrés un théoréme sur la limite d'une suite
croissente de variétés de Stein, et un théoréme sur les fonctions fortement

plurisousharmoniques, seulement annoncés dans ce travail.

GRAUERT annonce également que les théorémes 1, 2 et 3 peuvent &tre démontrés,
par les mfmes méthodes, pour des domaines situés dans des espaces analytiques
complexes, mais que le théordme 1 est faux, méme sur les variétés analytiques,

pour les domaines pseudoconvexes généraux.

Précédemment, OKA [14] a démontré que tout domaine pseudoconvexe borné de 02
est d'holomorphie, BREMERMANN [2] et NORGUET [13], que tout domeine pseudoconvexe
borné de C- est d'holomorphie, OKA [157, que tout domaine pseudoconvexe étalé
dans C" , borné et non intérieurement ramifié, est holomorphiquement convexe et
d'holomorphie. LELONG [11 ] a étudié 1'équivalence des différentes définitions de
la pseudoconvexité pour les domaines univalents de ¢" « Le probléme de Levi
reste ouvert pour les domaines non bornés de ¢ , et pour lss domaines ramifiés
sur C" ; cependent GRAUERT et REMMERT [ 8] ont montré gue de tels domaines ramifids
peuvent €tre d'holomorphie, pour n >3 , sans &tre nécessairement pseudoconvexes
ni holomorphiquement convexes.

Le théoréme 1 résout & nouveau le probléme de Levi pour les domaines pseudo-
convexes de G , car ¢
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PLONGEMENT DES VARIETES ANALYTIQUES REELLES

i. tout domaine pseudoconvexe de ¢t peut 8tre approché de 1l'intérieur par

des domaines fortement pseudoconvexes,
ii. les domaines d'holomorphie de ¢® sont les domaines pesudoconvexss,
ili. une limite de domaines d'holomorphie de c? e3t encore un domaine d'holo-

morphie.

2. Plongement des variétés analytiques réelles.

Selon un résultat inédit de BRUHAT-WHITNEY, toute variété analytique réelle pare-
compacte (hypothése indispensable) ® peut &tre réalisée comme surface analytique
réelle fermée d'une variété analytique complexe paracompacte N (1). Le
corollaire du théoréme 2 permet de construire dans N, & l'aide de fonctions
plurisousharmoniques, un voisinage de 9 qui est une variété de Stein. Or, d'aprés
un résultat anmoncé par REMMERT, cette variété de Stein admet un plongement holo-
morphe dans un espace ¢® ge dimengion assez grande. Ce plongement induit un
plongement anelytique réel de R dens un espace euclidien.

Précédemment, WHITNEY [20 ] avait démontré l'existence d'un plongement indéfini-
ment différentiable, et MORREY [12 )y 1'existence d'un plongement analytiqus
lorsque 3\ est compacte. GRAUERT annonce une extension de son théorime aux

espaces analytiques réels.

1, Théorémes de finitude pour la cohomologle des faisceaux.

1. Rappel de définitions et de théorémes.

a. Espaces vectoriels topologiques et théoréme de compacité de L. Schwartz.

CONVENTION. - Les espaces vectoriels topologiques considérés seront toujours
supposés localement convexes et sépards.

DEFINITIONS .

1. 51 E et F sont deux espaces vactoriels topologiques, une application
lindaire v de¢ E dans F est dite compacte s'il existe un voisinage V de
O dans E tel que v(V) soit relativement compact dans F (une telle appli-

cation est continue).

1 N ’ . (3 4

(*) Aprés la rédaction du travail de GRAUERT, est paru un mémoire de SHUTRICK [19 ]
dans lequel est également résolu le probléme de l'sxtension complexe des variétés
analytiques réelles.
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ii. Un espace de Fréchet est un espace vectoriel topologique métrisable et complets

THEOREME ([18], exposé 16). - Soient E et F deux espezces de Fréchet, u une
application linéaire continue de E sur F, v une application lindaire compacte

de E dang F , Alors l'image d¢ w=1u + v est un sous-espace fermé, de codi-

mension finie, de F .

b. Faisceaux calculables [9].

D}'SFINITION « = Soit un entier p » 0 ; un faisceau N de modules sur un espace
topologique paracompact X est dit galculable. en degrés ‘€p , si, pour tout entier
g vérifient 1§ q<p, tout point x de X et tout voisinage U de x , il
existe un voisinage VCU de x tel que 1l'homomorphisme canonique de
1% , N) dans (v , N) soit nul.

d \
THEOREME. ~ Si N est calculable en degrés € p ,

i. pour tout recouvrement ouvert AU assez fin de X , 1'homomorphisme canonique
de P (u , N) (groupe d'homologie des cochaines de Gech de U, & valeurs dans

N) dens HP(X , N) est surjectif.

ii. pour tout recouvrement ouvert AU de X , en existe un autre “d? plus fin
tel que tout élément de H° (W, N) ayant une image nulle dans Hp(X , N) a
déja une image nulle dans Hp("f,’ , N) (i.e. dans la suite

(., M S, N) L, vz , W)

1o noyau de 1'application composée A o est le noyau de & ).

COROLLAIRE. - Si N est calculable en degrés <p aglors, pour tout recouvrement

ouvert AU de X assez fin (localement fini) , existe un recouvrement ouvert Y

(localement fini) plus fin.tel que Hp(X , N) st'identifie canoniquement au quotient

de (W , N) par le noyau de 1'homomorphisme canonique de P (ay, , N) dans
(P, N . -

c. Faisceaux vectoriels topologiques (d'aprés [91]).

’
DEFINITIONS «

i. Un faiscesu F d'espaces vectoricls {réels ou complexes) sur un espace

topologique paracompact X est dit faisceau de Fréchet si les espaces T(@U, F)

de sections de F sur les ouverts de X sont munis de topologies d'espaces de
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PLONGEMENT DES VARIETES ANALYTIQUES REELLES

Fréchet satisfaisant lz condition suivante ¢ si U et V sont deux ouverts de
X tels qus V CU, l'application canonique de (U, F) dans T(V, F) est
continue.

ii. F est dit compact si, pour tout ouvert U de X , et pour tout ouvert
V relativement compact dans U , 1'application canonique de [*(U , F) dans
C(V, F) est compacte.

PROPRII,B'I@. - Un faisceau analytique cohérent sur une variété analytique complexe
est un faisceau de Fréchet compact et calculable ([18], exposé 17).

2+ Théorémes de finitude.

a« Théordme de Grothendieck pour les espaces compectss

THElORﬁNE. - Soit N un faisceau de Fréchet compact sur 1'espace topologique
compact X ; si N gst calculable pour les degrés <P , Hp(X , N) est de di-

mension finie.

DEMONSTRATION, = Voir [9] ou adapter la démonstration du théoréme ci-dessous.

b. Théoréme pour certains ouverts relativement compacts d'un espace.

THE’:OR%:ME. - Soit, sur l'espace X locelement compact et paracompact, un faisceau
de Fréchet compact N , calculable pour les degrés <p ; soit G un ouvert
relativement compact et paracompact de X , tel que l'application canonique de
HP (X s N) dans HP (G s N) soit surjective. Alors Hp(G , N) est de dimension

finie.

DEMONSTRATION. - Soit &= (Xi )i e Ut recouvrement ouvert, localement fini,
ds X, tel que l'application canonique de HP(%% , N) dans HP(X s N) soit
surjective ; soit G' wun ouvert de X vérifiant G€ G' X (%) ; alors

U =%NG = (Ui)ieI = (xi r\G)i&I ot W=RNG = (Uj'_)iEI = (xi nG')i£I

sont des recouvrements ouverts finis de G ot G! respectivement. Dans le dia-

grame commutatif d'applications canoniques

2
(") VU signifie : V relativement compact dans U .
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H(E , N) —rp (X, W)
E(u, ¥) (2)

P, N 2L P, §)

les applications (1) et () sont surjectives par hypothdse, donc 1'application ¥
de  HP(A, N) dans BP(G, N) s obtenue en composant (4) et (5), est surjective.

Soit 'Y un recouvrement ouvert fini de G , tel que le recouvrement ds G ,
formé des adhérences, relatives & G , des ouverts de " , soit plus fin que
L ; soit "¢’ un recouvrement ouvert dénombrable de G » plus fin que ¥, tel
que HP(G , N) s'identifie au quotient de Hp(y s N) par le noyau de 1'appli~
cation canoniqus de HP(% , N) dans HP(%®?, N) . On a des applications
linéaires 3

P (e, W)

ld

P(W, N) X5 2P(y, §) L5 2P0, W)

ou Zp(‘l{., N) désigne le groupe des cocycles de Eech, de degré p , du recouvre-
ment U , 3 valeurs dans N, 6P celul des cocha$nes de degré p=1, et
d 1a différentielle des cochatnss de Cechs De plus HP(G s N) est le quotient
de ZP(V s N) par p_l (Im Q) .

Or 1'application ¥ de (AW, N) dans HP(G, N) est surjective et se réa-
lise par restriction des cocycles ; donc

Im+ P (ma) =229, N) .

Soit K 1le sous=-espace de Zp(’y s N) x cP~ 1 ("8, N) composé des couples
(z , ¢) pour lesquels Pz =dc, ¢ la projection de K sur 2P (Y , M) ;
alors Im6 = P-I(Im a) «

Soit u (resps v) l'epplication de 2ZP(A, N) x K dans ZP(p , N) daéfinie
par ulx , y) = &(x) + ¢(y) (resp. v(x, y) =~ x(x)) ; alors w=u+v
vérifie w(x , y) = 6(y) « Les espaces qui interviennent sont des espaces de
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PLONGEMENT DES VARIETES ANALYTIQUES REELLES

Fréchet ; u est continue et surjective, v est compacte ; donc 1l'image de
w est de codimension finie dans ZP(%2, N) , et HP(G , N) est de dimension finie.

2. Probléme de Levi.

1. Rappel de définitions et de théorémes.

a. Fonctions plurisousharmoniques.

DE/:FINIT‘ION. - Une fonction réelle h(x) , deux fois continument différentisble

sur une variété analytique complexe ML , est dite :

i. plurisousharmonique (ou p. s. h.) si la forme quadratique

2
L(n) = Z 9 h 2 ak est semi-définie positive en tout point de Mo
2y 9,
ii. fortement plurisousharmonique (ou fortement p. s. he) si cette forme est
définie positive en tout point de 9% .

REMARQUE., - On définit, de fagon générale, les fonctions plurisousharmoniques non
différentiables, mais seulement semi-continues supérieurement [10], et aussi les
fonctions plurisousharmoniques sur les espaces analytiques [7]. Les fonctions p.

Se he considérées ici seront deux fois continument différentiables. Toutefois, le
principe du maximum ci-dessous est énoncé pour les fonctions p. s. h. sur les
espaces analytiques, et ces fonctions p. s. h. générales interviennent, par
1'intermédiaire de ce principe, dans la démonstration de la proposition 3.

PROPRIETES
i. Une fonction fortement p. s. h. sur une variété analytique Nb ne peut
8tre constonte sur un séus-ensemble analytique de WG, de dimension positive.

ii. Principe du maximum : si une fonetion pe 8. h. S8ur un espace analytique
connexe atteint son maximum, elle est constante ; en particulier, une fonction
P- S. h. sur un espace analytique compact connexs est constante [7].

iii. Si p(x) est une fonction fortement p. s. h. sur une veriétd analytique
MG, 11 existe un ensemble D de nombres réels, dense dans l'ensemble des
nombres réels supérieurs a inf n(x) , et tel que dp(x) ne s'annule pas sur
la frontilre de T {x € ’ﬂ’b, p(x)<f lorsque peD [61.
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be Conditions susceptibles d'8tre vérifides par une variété analytique complexs
Nee

i. W est holomorphiquement convexs, i.e. l'enveloppe holomorphiquement con-

vexe de tout compaat de M est compacte (on rappelle que si M est un sous-

ensemble de M, , son enveloppe holomorphiquement convexe est 1l'ensemble des

points x de W tels que |f(x)|< sup |£(y)| pour toute fonction £ holomor-
y € W

phe dans b .

ii, "M, est K-compléte, i.e. pour tout point x, de N, il existe une
femille finie (fi)1\< j¢x U fonctions holomorphes dens Mo, déterminant une
epplication f de 9% dans l'espace numérigue complexe Ck , telle que x, soit
un point isolé de 1l'ensemble {x e, £x)= f(xo)} .

1ii. Y eost une variété de Stein, i.e. est holomorphiquement convexe et

K-compléte.

iv. il existe sur PG une fonction fortement p. s. h.

ve Y& ne contient pas de sous-emsemble analytique compact de dimension
positive.

¢. Conditions susceptibles d'8tre vérifides par un domaine G d'une.variété

analytique complexe G (on supposera toujours que ce domaine est relativement

compect dans W& et que sa frontiére est deux fois différentiable par morceaux,
i.e. pour tout point X, appartenant 3 la frontiére bG de G , il existe un

voisinage U de xo et une famille finie (‘Pi)l <igk de fonctions réelles
deux fois continument différentiables telles que dtfi ne s'‘annule pas dans U

et qus GNU= M {x ev, \fi(x) < O} 5 U est appelé voisinage de
1€isk
définition de G)e
vi. G est pseudoconvexs, ise. 1la famille (‘fi)l <i <k peut &tre choisie

de telle sorte que, en tout point de bGNT ol P s'annule,
2
0 \{?i

5 %%
PR i - .
pour tous les vecteurs a = (za.j)1 <j<n qui vérifient ;i < aj =0 (et ceci

J

pour tout indice i, 1= isk).
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PLONGEMENT DES VARIETES ANALYTIQUES REELLES

vii. G est fortement pseudoconvexs, i.e. la condition ci-dessus est remplacée

par L(xfi)7- 0.

REMARQUE. - Ces deux conditions no dépendent pas du choix de la famille (\fi) ’
ce sont des conditions intrinsé&ques pour la frontiére de G .

viii. G est un domaine de continuité pour la cohomologie & valeurs dans le
faisceau S des germes de fonctions holomorphes dans Mo , i.e. pour tout domaine
G' , suffisamment voisin de G 3 vérifiant G @G' € T, et pour tout entier »>0 ,
1'homomorphisme canonique de g (6t , &) dans H (G A1) est un épimorphisme.

ix. Les espaces vectoriels complexes H (G, L), »»0, ont une dimension
finie.
d. Théorémesde E.E. Levi et Krzoska ([1]et [11]).

1. S1 G est holomorphiquement convexs, G est pseudoconvexs.

i1. Si G est fortement pseudoconvexe, alors, pour tout point X, de la
frontiére de G , il existe un voisinage U de x, 8t une fonction f , holomor—

phe sur U , telle que df ne s'annule pas et que {x el , f£(x) = O} ntf:{xo}

iii. Soit G fortement pseudoconvexe ; alors, si x, € bG , et si U est un

voisinage holomorphiquement convexe de X, suffisamment petit, U NG est un

domaine d'holomorphie ; si

UnG—1$L<k {x €U, ¢, (x)(O}

avec ‘f’ (x) deux fois continument différentiable sur T et dnf #0, et side
plus (¢ (x))1 <i<k est une famille de fonctions deux fois. continument diffé-

rentiebles sur U , suffisamment petite ainsi que leurs dérivées premilres et

M 3xeU, ‘fi(x)< Ei(x)} est encore un domaine d'holomorphie.
1<igk i

6. Théorémes de Cartan-Serre sur la cohomologie des variétés de Stein [3].

s’»ecandesz alors

Soit M6 une variété de Stein, ) le faisceau des germes de fonctions holomor-

phes dans NG , N un faisceau analytique cohérent sur Mo ; alors :

THEOREME A. - Pour tout point x de 9% , l'image de H (I, N) dans N_
engendre Nx pour sa structure de S1 -module.

THEOREME B, - HP(%M, N) =0 pour p >0 .
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f. Théoréme sur la limite d'une famille croissante de variétds de Stein ([(4] et

CeD.

Soient T une variété analytique complexs, D un ensemblc dense de nombres rdels
2 (Tf)‘, ep Lme famille continue de sous-domaines relativement-compacts
d¢ T, telle que ¢ T, CTp si < st To =T « S1 Tp est une

ylellogie s Tp CTp sk f<fpot M) Tp=T - Tp esbume
variété de Stein pour tout ¢€D , alors T gst une variété de Stein.

2. Démonstration du théordme 1.

a.+ Cohomologie d'un domaine fortement pseudoconvexe : théoréme de continuité.

DEFINITIONS o = S0it G € UM un domgine fortement pseudoconwexe.

i. Un recouvrement ouvert fini Y = (Ui)O <i<I de G est dit adéquat
si Ui st Uy N G sont des variétés de Stein et si U, est un voisinage de
définition de G, pour 0L i €I,

1. 81 U= (Ui)O <i<I est un recouvrement adéquat de G , on pose

*r=u - U U, .
° 1<isI

iii. On appelle prolongement adéquat de G , relativement 3 un recouvrement
adéquat W de T, un ouvert G'G M , fortement pseudoconvexs, et vérifiant
les conditions suivantes @

GCG', G NU, =GNU, pour 1$1sI, bGNDBG N V= f ,
et AU est un recouvrement adéquat de G'

LEMMES o

1.8 G €M est un domaine fortement pseudoconvexe, il existe un recou=

vrement adéquat de T, et méme une famille QU < 1<3 de recouvrements

adéquats de G, telle que bGc U ol
12543

i1, Si U est un recouvrement adéquat de G , il existe un prolongement adé-

- 1
quat G' de G, relativement & AU , et arbitrairement voisin de G;si WU

est un autre recouvrement adéquat de G , il est possible de choisir G' de telle

sorte que ' soit un recouvrement adéquat de G',

1ii. Si G' est un prolongement adéquat de G (relativement & un recouvrement
adéquat AL de G), 1l'homomorphisme canonigue de H(G' , Q) dans v (c , L)
est un épimorphisme pour »>0 .
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PLONGEMENT DES VARIETES ANALYTIQUES REELLES

DEMONSTRATION des lemmes. - Les lemmes (§) et (i1) se déduisent du théoréme (11i)
de Levi et Krzogka. Le lemme (1i3) resulte de 1l'identité, pour »>0 , des groupes
de cocycles de Cech 7 (%, Q) et 2 (’\( , S) ou

W =V docacr = Uy MGy ey ot 'Y= (V) o<t cx= U 0G)ogy o1

PROPOSITION 1. - Soit G €G'e& NG si G est fortement pseudoconvexs, et si
G' gst sufffisamment voisin de G , l'homomorphisme canonique de HV(G‘ » S1) dens
Hv(G s S)) est un épimorphisme pour »»0 .

DEMONSTRATION, - D'aprés le lemme @) , 11 existe une famille (‘u ) <j<T de
; si
3

recouvrements adéquats de G , tels qus bGC 1 $%)<J Ui . Soit G' =G
G_-}-l est un domeine fortement pseudoconvexe tel que AL constitue, pour
1<k <J , un recouvrement adéquat de G._; -1, soit G‘; un prolongement adéquat
de Gj - ¢ relativement 2 "U:] s tel que 4L constitue, pour 1€k 4£J, un
recouvrement adéquat de GJ' 5 un tel G;'j existe d'aprés le lemme(ii) On définit
ainsi per récurrence un domaine Gl vérifiant G @ G} G 9. En appliquant

par récurrence le lemme (i11) , on voit que 1'homomorphisme canonique de

H"(Gj. » L) dans 2 (G » ) est un épimorphisme, pour ¥>0 . La méme proprié-
té subsiste si 1l'on remplace G"I par un ouvert G! vérifisnt G CG' C Gj. o

REMARQUE. - Il résulte de la démonstration ci-dessus que :

1. le domaine G' intervenant dans la proposition 1 peut &tre choisi forte=-

ment pseudoconvexe ;

ii. si U= (Ui)Oéisl est un recouvrement adéquat de G, G' peut &tre
choisi fortement pseudoconvexe et tel que U soit un recouvrement adéquat de
G .

be Cohomologie d'un domaine fortement pseudoconvexe ; théoréme de finitude.

PROPOSITION 2, = Si G € M est fortement pseudoconvexe,les espaces vectoriels
complexes H (G Q) sont de dimension finie: pour %0 .

DEMONSTRATION « = C'est une conséquence immédiate de la proposition 1 et du
second théoréme de finitude pour la cohomologie des faisceaux.

c. Existence d'une fonction holomorphe dans un domaine fortement pseudoconvexe,

devenant infinie en un point donné de la frontiére.
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PROPOSITION 3. - Si G € o est fortement pseudosonvexe , pour tout point x,
de DbG il existe une fonction f , méromorphe dans un domaine G!' DG s holomor-
phe dans G, et telle que  lim |f(x)]| = + o .

=%,

DéMONSTMTION. - Soit x, un point arbitraire de la frontidre de G j soit U un
voisinage de définition de G , holomorphiquement convexe, contenant X, suffisam~—
ment petlt pour que U NG soit une variété de Stein et qu'il existe une fonction
£ , holomorphe sur U s telle que df ne s'annule pas et que G NS = {xo'g ou
S = {x €T, f(x)= 0} 3 U exliste en vertu des théorémes (ii) et (14i) de Levi
et Krzoska. Soit G' DG un domaine fortement pseudoconvexe tel que W' = G' (AT
soit une variété de Stein et que S' =S (W' soit formé dans G' 3 &' existe
en vertu de la remarque (1i) qui suit la démonstration de la proposition 1, car
S' est fermé dans G' si G' est suffisamment voisin de G . Alors S' , sous-
variété analytique fermée de la variété de Stein W' , est une veriété de Stein.

S' est un diviseur positif dans G' ; il lui correspond canoniquement un espace
fibré enalytique complexe F , & fibres vectorielles de dimension 1, qui admet
une section holomorphe canonique h s'annulant seulement au premier ordre sur
St , Soit Fk le produit tensoriel de k espaces fibrés identiques 3 F , et
ghk le faisceau des germes de sections holomorphes de Fk (en particulier
F = a) ; soit Fk(S') la restriction de P a S', et Fk(S') le faisceaun
Tes germes de sections holomorphes de Fk(S') . -

La correspondance Sy=>8,.8 hx définit un homomorphisme

du faisceau FX dans lo faisceau Fo'- » dont le conoyau sst 1l'extension trivials
~ A

*pk+l de H (S*) a G' . A la suite exacte

k ——)Fk+1 - t{kﬂ -0

0—F
M M

correspond la suite exacte de cohomologie
0@ ; ) =@ y BN > 0@, )
H(e , F) =, F) st , ) = ...
- - -~
Comne  HY(6' , *F) = wP(st , F*H81)) pour 30 et comne

(st , P (1) =0
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en vertu du théoréme B de Cartan-Serre, on obtient une suite exacte

HO(Gv , k+1) - H (S' , k+3'(S’)) L4t (Gr, Fk) -i‘*Hl(G‘ ’ Fk+l) -0 .,
N A
Donc, si on pose d, = dimension de s (Gr, F ) »ona d g =<d ;or, d'aprds
la proposition 2, do est fini ; done, il existe un nombre ko tel que d‘k soit
indépendant de k pour k >ko 5 alors, pour k >ko s X est un isomorphisme
et on obtient la suite exacte

P , Fkﬂ X, 1% f*‘(sv))—)o.

1
Donc toute section de F’k + au~-dessus de S' se prolonge en une ssection de Fk+

au-dessus de G' .

En vertu du thécréme (A) de Cartan-Serre, il existe une section holomorphe s de
Fk+1 au-dessus de S' , qui ne s'annule pas au point x, 3 soit & son prolon=-
gement 4 G' . De plus, F’k + admet une section holomorphe canonique hk."1 qui
s'annule exactement & l'ordre k +1 sur S' ., Le quotient f = Q/hkﬂ 'ost une
fonction méromorphe dens G' , qui admet exactement S' pour variété polaire,

qui est holomorphe dans G et qui n's pas de point d'indétermination en X,

Ce Qe Fo Do
d. Le théoréme 1.

THEOREME 1. -~ Si G @M est fortement pseudoconvexe, G est holomorphiquement

CONIVEXE o

DEMONSTRATION, -~ C'est une conséquence immédigte de la proposition 3.

3. Démonstration des théortmes 2 et 3.

PROPOSITION 4. = Pour qu'une variété analytique holomorphiquement convexe 9Yb
soit K-compléte, il faut et il suffit qu'elle ne contiemme pas de sous-ensemble

analytique compact de dimension positive.

DEMONSTRATION«

i. S:L M contient un sous-ensemble analytique compact B de dimension positive,
soit B une composante connexe, de dimension positive, de B . Toute fonction
holomorphe sur 91, étant constante sur B s M ne peut 8tre K~compldte.
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1i. 81 I ne contient pas de sous-ensemble analytique compact de dimension

positive, soit x, un point quelconque de M , M 1'enveloppe holomorphiquement
convexe de {xo?s o Puisque M est compact, il e#iste un ouvert D vérifiant

M €D &M . Pour chaque point x appartenant 3 la frontidre de D il existe
une fonction f , holomorphe dans gy, , telle que |£(x)| > lf(xo)l . I1 existe
donc une famille (fi)l <1 €I de fonctionsholomorphes dans Mo contenant, pour
chaque point x € bD , une fonc},ion f; qui vérifie }fi(x)l > ]fi(xo)l « Soit

f 1'application de ¥ dans C~ définie par cette famills, et soit

A ={x€°ﬂ'€, £(x) =f(xo)}; A*=zanp.

a* yrelativement compact deans D , est un ensemble analytique compact ;
d'aprés l'hypothése, sa dimension est nulle, d'oh il rémulte que x est un
point isolé de A* , ot que b est K-compldte.

THEOREME 2, -~ §i G @ M est fortement pseudoconvexe et ne contient pas de sous-

ensemble analytique compact de dimension positive, G est une variété de Stein.

/
DEMONSTRATION, - C'est une conséquence du théordéme 1 et de la proposition 4.

PROPOSITION 5., = S5'il existe sur M, une fonction fortement plurisousharmonique,

alors M ne contient pas de sous-ensemble analytique compact de dimension posi-

tive.

DﬁONSTRATION. -~ Soit h une fonction fortement pluriscusharmonique (deux fois
continument différentisble) sur M , A CM un ensemble analytique compact
de dimension d positive. Soit A une composante connexs de A , ayant la
dimension 4 ; A*
h & AY est une fonction pe Se He, constante en vertu de la propriété (ii) des
fonctions p. s. h., ce qui contredit la propriété ().

est un espace analytique compact connexe 3 la restriction de

[
THEOREME 3. -~ 81 G € e ¢st fortement pseudoconvexe et admet une fonction for-

tement plurisousharmonique, G est une variété de Stein.

DEMONSTRATION., - C'est une conséquence du théoréme 2, et de la proposition 5.

4 .
THEOREME 4. - Soient 9), une variété analytique complexe, et p(x) ume fonc—
tion fortement plurisousharmonique dans 9, , telle que chague ensemble
To = {xeM, px)<p , p nombre réel} soit.relativement compact dans s .
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Alors 9t est une variété de Stein.

/
DEMONSTRATION, - D'aprés la propriété (iii) des fonctions p. s h., il existe un
ensemble D de nombres réels, dense dans l'ensemble{9>fo = in%‘m p(x)} R
X €

tel qus, pour PED , dp(x) ne s'annule pas sur la frontidre de TP ; alors,
d'aprés ls théoréme 2, Tp est, pour f€ D , une variété de Stein. Du théoréme
sur la limite d'une famille croissante de variétés de Stein, il résulte que M

est une variété de Stein.

3, Plongement des variétés analytigques réelles.

1. Enoncé de théordmes qui seront utilisés, mais dont la démonStration n'a pas

encors été publiée.

a. Complexification des variétés analytiques réelles.

T}E',IORJ\EIVE de Bruhat-Whitney (3). - Soit R une variété analytique réelle para=
compacte de dimension n « Il existe une variété analytique complexe paracompacte
o de dimension (complexe) n , une surface analytique réelle fermée (R' de
dimension (réelle) n dans WG , et une application bi-analytique réelle T de
(R sur (' . Il existe un recouvrement de U par des cartes locales

i 1 i, ]
(v, , (zj) )051<+ o ‘telles que Uiﬂmz = {x ey, , e réel pour lsjsn}

1¢ign =
pour i >0 , On pose z;'=x:§+i.y§' .

b. Plongement des variétés de Stein. ([16] et [17])

I \
THEOREME de Remmert. - Si M est une variété de Stein, il existe une applica=-
tion holomorphe, régulidre (1.e. biunivoque et de jacobien non nul) et propre

(i.6. 1'image réciprogue de tout compact est un coupact) de % dans un espace

Cj{ de dimension suffisamment grande.

COROLLAIRE, ~ L'image de 9, est un sous-ensemble analytique ferné -de Gk s
ayant méme dimension que UG et dont tous les points sont ordinaires.

2. Plongsment d'une variété analytique réelle paracompacte.

a. Notion de p~fonction ; applications.

ILFINITION. -~ Soit E un sous-ensemble d'une variété analytique complexe W ;
une p-fonction (resp. une p-fonction forte) sur M, , relative & E , est une

(3) Voir note (1).
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fonction indéfiniment différentiable tells que @
i. p(x)>> 0 pour x eIy
1. p(x) =0 et dp(x) =0 pour xeE ;
iii. p(x) est p. s. he (resp. fortement p. s. h.) en ohaque point de E .

PROPRIETES, - Si P, &b p, sont des p-fonctioms, et ™ (x)> O une fonction
indéfiniment différentiable sur M , alors « Py 8 p=p +p, sont des

p-fonctions (relativement & E). Si p; 8st une p-fonction forte, alors p est
aussi une p-fonction forte.

LEMME 1. - Si tout point x de 9¥ parecompacte admet un voisinage ouvert U
dans lequel existe une p-fonction forte, et si r est une fonction deux fois
continuhent différentiable dans 9% , alors il existe une p-fonction forte p

dens 9 , telle qus p + r soit fortement pluriscusharmonique en tout point
de E .

7
DEMONSTRATION. - Soit AU = (Ui)O <i<+q UD Tecouvrement localement fini de J
par des ouverts relativement compects dans Mo s tels qu'il existe dans chagque
U, une p-fonction forte p; (relativement 3 E Q0 TIl). Soit (O(i)O <i< +o0
une partition de l'unité, indéfiniment différentiablg, a supports dans les Ui .
Alors & DN est une p-fonction dans M , et une p-fonction forte & 1l'in-
térieur du support de o(i 5 11 existe une constante positive hi telle que

h,. o(iopi * o soit fortement pe s. he en tout point de E n u, intérieur

au support de o(i; p= > hj_.o(i.pi est une p~fonction forte dans N s et
0€i<k+ @

pP+r = : hi.o(i.pi+ °<i.r est une fonction fortement p. s. h. en tout point

de E Ogi<+m®

IEMME 2, - Hypotheéses @

i. Y est paracompacte ;

ii. tout point de YN, admet un voisinage ouvert dans lequel i1l existe une

p~fonction fortc ;

iii.pour tout voisinage U de E , il existe un voisinage Vc U 9_6_ E _e_‘_l:,_

une p-fonction p*(x) dans V , fortement plurisousharmonique en tout point ol
elle n'est pas nulle, telle que WWNT =4 ou T ={x ev, p*(x) < 1} .
Conclusion ¢ E posséde un voisinage ouvert qui est une variété de Stein.
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DEMONSTRATION. - Soit r une fonction réslle non négative, deux fois continu-
ment différentiable dens W , telle qus, pour tout nombre réel K >0 , l'ensemble
S‘x €9, r(x) <K} soit relativement compact dans % . Soit p, une p-fonction
forte dans W% , telle que p = ptr soit fortement p. s. h. en tout point de
E (pl existe en vertu du lemme 1) ; alors il exlste un voisinage U de E dans
lequel p est fortement p. s« he « En vertu de 1l'hypothése (iii), il existe un
voisinage VCU de E et uns p-fonction Py dans V , fortement p. s. he en
tout point ol elle n'est pas nulle, telle que bV T=¢g ot
T ={x €V, pz(x) < 1} « La fonction

-1 k
g=p+(-p) =p+ 2= (p)
0£k<+@
est fortement p. s. he dans T , chaque ensemble T, = {x <T, q(x)< f} est rela-

tivement compact dans T , et U TP =T . En vertu du corolleire au théoréms 2,
P réel
T est une variété ds Stein.

b. Théoréme de plongement.

On se place dens la situation décrite en 1 (a), et la notion de p-fonction
sur L est toujours relative a R'.

IEMME 3. - Tout point de J¥ admet un voisinage dans lequel il existe une

p-fonction forte.

DEMONSTRATION, - p, (x) = = 2_ (zF - 'z'i):2 est une p-fonction forte dans
1 J
l<j<n
Ui .
IEMME 4. - Soit U un voisinage ouvert de (' ; alors il existe un voisinage
ouvert VU de (R' et une p-fonction p*(x) dans V , fortement plurisoushar-

monique en tout point ol elle n'est pas nulle, telle que

WNT=¢ on T={x ev, px)<1} .

DENONSTRATION. = Soit ¥ = (V;)g oy 4 o 6 W= W)ooq g des
recouvrements ouverts de Mo tels que wi € Vi CcUi pour 0<i <+w .

S A T > . ’ i .
oit d.:L la distance de Wi a bV:.L relativement aux coordonnées (zj)l <jen’

"’ étant localement fini, il existe un voisinags VU de B\ , tel que
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( Z: (Y§)2)1/2<(1/2)di pour xéViﬁV .

1<j§<n
Soit a un point arbitraire de W iﬁ@t’ , (a.i)1 4j€n les parties réelles de ses

coordonnées dans Ui 3 alors dens Ui NV 1a frontidre du cbne

K:={xevinv’ p(x)—2 Z ij.'lz— Z Ixi_ §'|2>,0}

Sjen 4 1$3¢n

est 1'ensembls {x €Vif\ v, 'ﬁt(x) = O} 3 pi(x) 63}:. fortement p. S. h. dans

i i i -p-(x)
K, « On pose p(x):O pour xﬁKl,et pi(x)=e a pour xEKi :

?

i
P,(x) est uns p-fonction dans V , positive dans Ki « 11 existe une suite
de points a € W NA' , telle que ls recouvrement (K “) soit localement

fini et que b(V = UKi”) Nw =¢ .81 ¢, est une suite de nombres réels
1,
suffisamment grands, (x) -g S, P, est une p-fonction dans V , vérifiant les

conditions demandées.

4 \
THEOREME 5. - Soit (fd une variété analytique réelle paraconpacte. Il existe
alors une application analytique réells, régulidre et propre, de (| dens un

espace esuclidien Rk » de dimension suffisamment grande.

7

DEMONSTRATION. = Des lemmes 3 , 1,4,2 il résulte que Q! posséde un voisinage
ouvert qui est une variété de Stein. Il suffit alors d'appliquer le théoréme de
Remmert sur lg plongement des variétés de Stein.

3. Plongement d'une variété analytique réelle compacte.

Le processus conduisant au théoréme 3 est considérablement simplifié si (R est
compacte. On évite alors le passage & la limite pour une fanille croissante de
variétés de Stein, et, au lieu du théoréme profond de Remmert, on peut utiliser
le lemme suivant, de démonstration aisée :

LEMME. - 5i 3% est une variété de Stein, et si B est un ensembls relativement
compact dans 9, , il existe une application holomorphe et réguliére de B dans

un espace

’

DEMONSTRATION. - C'est uns conséquence des propriétés suivantes d'une variété
de Stein [5]
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1. o est paracompacte ;
ii. si x et y sont deux points distincts de W , il existe une fonction
£ , holomorphe dans M , telle que £(x) # £(y) ,

iii. pour tout point x de B il existe une famille (fi)l <yep de fonctions
holomorphes dans b, telles que le jacobien

Olfyyeeeyf,)

a(zl,...,zn)

ne s'annule pas en X ((Zi)l €i<n étant des coordonnées (holomorphes) dans un

voisinage de xo).
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ADDITIF

1. L'exposé oral a présenté une autre démonstration du théaréme 5, basée sur :

a. la possibilité, démontrée par GRAUERT (voir la démonstration du théoreme 5
page 18), de construire un systéme fondamental de voisinages ouverts de @R ’
dans ®', qui sont des variétés de Stein ;

b. le théoréme 1 de [ 2L ];

¢. le théoréme 1 de [26].

Cette démonstration montre le lien entre les recherches de GRAUERT, et celles
de H. CARTAN et B. MALGRANGE ; elle présente l'avantage de ne pas utiliser le
théaréme de plongement ée REMMERT, dont la démonstration n'est pas publide.

2. Le travail de H. GRAUERT, étudié dans cet exposé, est maintenant publié en
mémoire [ 23 J.

3. le théoreme, attribué & F. BRUHAT, H. SHUTRICK et H. WHITNEY, a été annoncé par
C. EHRESMANN ( [22], page 417), et démontré par A. HAEFLIGER ([ 247, p. 296-301).
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