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Séminaire BOURBAKI

12e année, 1959/60, n° 198 )
Février 1960

RATIONALITE DES FONCTIONS j DES VARIETES ALGEBRIQUES
par Jean-Pierre SERRE

(d'aprés Bernard DWORK [4 )

1..Introduction.

La fonction § d'un schéma S de type fini sur 2 est définie par le produit

~

..
eulérien :

(1) 3g(s) =TT -

P (1 - 1/N(P)5)

oh P parcourt l'ensemble des points fermés de S , et ol N(P) est le nombre
d'éléments du corps des restes X(P) correspondant. Ce produit converge pour
R(s) assez grand, et on conjecture qu'il se prolonge en une fonction méromorphe

dans tout le plan complexe.
Considérons en particulier, un schéma V de type fini sur Fq s corps fini &

q éléments (c'est ce que certains appellent une "variété algébrique définie sur
F "). On a alors Fq ¢ %X(P) , et si deg(P) désigne le degré de cette exten-

~-~Qq
sion, on a :

2

ce qui -conduit & changer de variable, et & poser t = q-s . On obtient ainsi la

fonction :
1T 1
(3) Zv(t) = b 1—-?-e—gm s

qui est une série entiére en t , & coefficients dans Z .

Notons NS le nombre de points du Fq—schéma V & valeurs dans 1l'extension

- S
q

®
(4) Zv(t) = exp {; Ns ts/s} .

F de Fq « Un calcul simple donne :

WEIL, & qui ces définitions sont dues, avait conjecturé que ZV est une fonc-
tion rationnelle de t , et 1'avait vérifié dans certains cas (cf. [5] ainsi que

1'exposé de DELSARTE [2]). DWORK vient de résoudre la question :
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J-P. SERRE

THEORIME ([4]). - Pour tout schéma V de type fini sur le corps Eq , la fonc-
tion Zv(t) est une fonction rationnelle.

On peut se borner au cas ot g est un nombre premier p , puisque Fq est de
type fini sur Fp . De plus, si V' et V" sont des sous-schémas de V , avec
ViUV =V et VVNV" =W, ona:

-1

(5) 2y = TyreByu Ty .

Cette formule permet, par un argument combinatoire facile, de ramener le théoréme

au cas od V est affine, et méme au cas o V est défini par une seule &quation

(6) £(x

R Xn) =0, 2 coefficients dans F .

Dens ce cas, N_ est simplement le nombre de solutions de 1'équation (6) dans

s
s 8 4oz
le corps & p~ éléments.

2. Un critére de rationalité.

On va &'abord rappeler un critére classique :

Soit k wun corps, et soit
(7) F(t):ﬁ:A 5, A €k ,
s=0 ° s

une série formelle. Si s et m sont deux entiers %O , posons

(8) N  =det(A

.. 0 <1 0£jg .
s,m S+1+J) ’ ignm, J m

PROPOSITION 1. - Pour que F soit quotient de deux polyndmes en t & coeffi-

cients dans k (i. e. pour que F soit rationnelle), il faut et il suffit qu'il

existe un entier m 3 0 tel que Ns — 0 pour tout s assez grand.
2
Pour la démonstration, voir [1], ainsi que BOURBAKI, Algébre IV, paragraphe 5,

exercice 3

Supposons maintenant que les AS soient entiers. On pourra donc parler & la
fois de leur valeur absolue usuelle (induite par le plongement dans G ), notde
)Al s et de leur valeur absolue p-adique, notée !Alp , comme d'habzkude, on
suppose cette dernidre normée par la formule du produit, i. e. Ipalp = p_a . De
plus, on se donne un corps valué complet £l , algébriquement clos, contenant

Qp , et dont la valeur absolue prolonge celle de Qp . Une série

fr—'Eai'tl, ai€n ’
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RATIONALITE DES FONCTIONS §

sera dite holomorphe dans le disque ltlp( r si elle converge absolument dans
ce disque ; un quotient de deux telles séries sera appelé une fonction méromorphe.
Si f est holomorphe pour !tlp <r,etsi r'<r, ondémontre qu'on peut
dcrire f sous la forme P.f' , oi P est un polyndme, et ot f' est une série
holomorphe ainsi que son inverse dans le disque ltlp( r' (on ne peut plus, ici,
se servir de 1'intégrale de Cauchy, il faut raisonner directement, en se servant
du "polygone de Newton" de f , ce n'est pas trés difficile).

PROPOSITION 2. - Soit F = ﬁ: A t5 une série a coefficients entiers, et soit

s=0
p un nombre premier. Supposons qu'il existe deux nombres réels positifs R et

r, avec Rr> 1, tels que F soit méromorphe dans le disque 1z| <R de C

ainsi que dans le disgue ,zlp( r de Q) . Alors F est rationnelle.

Lorsque R > 1, on retrouve un résultat d'Emile BOREL [1]. Supposons donc

R<1, d'od r> 1 . Par hypothése, il existe des séries enti&res :

()] . [¢)] .
(9) At) =Y . a, th, B(t) =) B, t*, s » B, el ,
i:O 1 i=0 1 1 1

holomorphes dans lz|p< r , et telles que B = A.F . D'aprés ce qui a été dit

ci-dessus, on peut méme supposer que A est un polyndme (quitte 2 diminuer un
peu r ), et aussi que a, = 1 . Quitte 2 diminuer encore un peu r , on a des

inégalitdés :

(10) lleps rs pour s assez grand ,

(11) lASI ¢ RS pour s assez grand .

Soit e 1le degré de A , et choisissons un entier m tel que gl orle

soit > 1, ce qui est possible puisque Rr > 1 . On va appliquer le critére de

=k

la proposition 1.
Puisque B = A.F , on a :

(12) B =A +a, A

+ ... + A .
s+e s+e 1 Ts+e-1 : &8s %5

Dans le déterminant NS = det (A ), 0<&i, j £m , on peut donc remplacer

s s+i+j

les y j>e, par les B . En appliquant (10), et en tenant compte

As+i+j s+i+]
du fait que IAs‘p <1, on en déduit :

(13) IN | & l-e)s

s,m'p ’ pour s assez grand .

D'autre part, on tire de (11) l'inégalité :
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-(m+1) (s+2m)

(14) In <R pour s assez grand .
Sym
D'ou :
; -s s
(15) lks,ml.le’mlp g kK, k, indépendant de s .
Comme k > 1, ceci entraine WSJJ%m%<1 pour s assez grand, et comme
2 b
N est un entier, ceci entraine N =0,
Sym Sy
C. Q. F. D.

REMARQUE. - On trouvera dans [4] un énoncé généralisant la proposition 2 au
cas ol 1l'on prend les Ai dans un corps de nombres K , et ol 1l'on fait des hy-

pothéses de méromorphie pour un nombre fini de "places" de X .

Application & la fonction Zv(t) . - 81 V est plongé dans l'espace affine &
n dimensions, la série ZV(t) admet comme majorante la série 1/(1 - p~ t) ,

ce qui montre qu'elle est holomorphe dans le disque de rayon p-n . Pour pouvoir
lui appliquer la proposition 2, il faut donc montrer qu'elle est méromorphe (au
sens p-adique) dens un disque de rayon >p . In fait, on verra que Zv(t) est

méme méromorphe dans tout (L , autrement dit est quotient de deux séries entié-

res & coefficients dans £) , ayant chacune un rayon de convergence infini ; ces
séries entitres seront construites explicitement, & partir de 1'équation f dé-
finissant le schéma V . Ceci sera fait au paragraphe 5 ; les paragraphes 3 et

4 sont consacrés i des constructions préliminaires.

3. Factorisation des caractéres additifs des corps finis.

On note "K 1le corps des restes de fl; c'est un corps algébriquement clos de
caractéristique p ; il contient donc tous les F s Tout élément de K a un
unique "représentant multiplicatif" dans {L. LesPreprésentants multiplicatifs

des é1éments de F g sont les racines (pS - 1)-iémes de 1'unité et O . On note

A 1'anneau des entiers de {1 ; on a /\_f\gp = Ep , anneau des entiers p-adi-

ques. Enfin, on pose

el = e

Ona ord(p) =1.

Soient t et Y deux indéterminées. Considérons la série formelle

ent=yn®a, o (HeUiol e Gons D)
m=0

(16)  H(t , Y)
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RATIONALITE DES FONCTIONS §

C'est un é1ément de Q[[t , Y]] : ses coefficients sont des nombres rationnels.
Lorsque t €2 , les (:;) appartiennent aussi a2 2, et 1+ Y)t converge
pour ord(Y) >0, c'est d'ailleurs la puissance "t-iéme" de 1 +Y en un sens
évident.

Formons maintenant le produit infini :

2
P _ P _,P 2
(17) F(t , Y) = H(t , Y).H(-t—p-—t—, P adt—t, ¥P) ...
P
' - i : 2
c'est-a-dire tp -tp
tPog
. r=t 2T E
(18) Ft,Y)=0+0"@Q+¥Y) P @+y?) P ...

On voit tout de suite que ce produit infini converge dans 3[[t , Y11 .

LEMME. - Les coefficients de la série formelle F sont dans 2_ .

On calcule F{t® , YP)/F(t , Y)P, et 1'on trouve (1 + Yp)t/(l + I)pt’ . Mais
on voit facilement que (1 + YP)/(1 + Y)P est de la forme 1 + pZ , ot Z est
une série sans terme constant & coefficients dans 2 ;onen déduit que (1 + pZ)t
est du méme type 1 + p2' (utiliser les propriétés de divisibilité des coeffi-
cients bindmiaux). La relation F(tP , Y®)/F(t , Y)P = 1 + pZ' montre alors que
les coefficients de F appartiennent a Ep d'aprés un critére de DWORK ([3],
lemme 1).

[On peut aussi démontrer le lemme en exprimant la fonction F au moyen de 1'ex-
ponentielle de Artin-Hasse.]

Développons F en série par rapport a Y :

®
(19) F(t , Y) = }; B_(t).Y" .
m
On voit tout de suite que B, estun polyndme de degré &m en t . On a donc :
2. m
(20) F(t, ¥) =3 "o (¥) ’
m=0

oli otm(Y) est une série formelle commengant par un terme de degré >m et & coef-

ficients dans Z_ .

Choisissons maintenant une fois pour toutes une racine primitive p-iéme de
1'unité €=1+A.0na ord(\) = /(p - 1) , on le sait. Posons :

@®
(21) 6(t) =F(t , A) =>a—=“; At s avee B o= X A) .
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On a :
(22) ord(ﬁm) >n/(p - 1), puisque °(m(Y) commence par Y .
La série © converge donc dans le disque ord(t) > - 1/(p - 1) .

Soit maintenant t'€ F _C K, et soit t 1le représentant multiplicatif de
$™ s-1

s p
t' dans (L .Ona tP =t .S l'onpose t+tF+ ... +tP  =1Tr(t), 1'616-
ment Tr(t) appartient 3 Zp . De plus, on a 1'égalité :

Tr(t) P ps—1
(23) (1+7) =F(t, Y).F(t" , Y) ... F(% , 1) ,

comme on le constate tout de suite. les deux membres de cette égalité sont des
séries entidres & coefficients dans /\ ; on peut donc substituer A & Y , et
1l'on trouve 1l'égalité :

s-1

Tr(t

(24) s o o). BeP) .. o(tP ) ’
oli le membre de gauche signifie que 1'on éléve & & la puissance Tr(t)-iéme,
ce qui a un sens puisque Tr(t) € Zp . Conme &P =1, on peut réduire Tr(t)
mod p , et 1'on obtient

s=-1
(25) Tr(t') = t' + t'P+ ...+ ¢rP R

la trace étant celle définie par l'extension F s/Fp . L'application

|} A
v — E'Tr(t ) est un caractére additif non trivial du corps F g - En résumé :
p '
PROPOSITION 3. - Pour tout entier sy 1, }S_faractére additif eTr(t ) peut

s'écrire sous la forme O(t). 8(tP) ... 6P ), o t est le représentant

multiplicatif de t' , et o8 & est une série entiére & coefficients dans )

vérifiant (22).

En fait, les coefficients de 6 appartiennent 3 l'anneau ZP[E] .

4. Traces et déterminants de certaines matrices infinies.

Soit L wun corps, et soit n un Sntier. LSI:'L u = (u1 y eav un) est un élément
de Zn , on notera x?  1le mondme Xl Xnn en les n indéterminées
X = (X1 y ees s Xn) ; on dira que u est 20 si ui>,0 pour tout i ; on pose-
ra c(u) = zui .

Soit E = L[[X]] 1'anneau des séries formelles en Xp 9 eee s X 3 coefficients
dans L ; 3 tout G € E, on associe 1'endomorphisme \p —> G.Lf de E qu'on
notera encore G . D'autre part, si g est un entier 22 , on définit un endo-

morphisme \-|Jq de E par la formule :
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RATIONALITE DES FONCTIONS §

(26) YL a8 =D a0
si G = Z g, X" , 1'endomorphisme Wq 0 G de E est représenté par lama-
trice infiz)i’: \Yq,(}(u s V) = gqv-u . On notera les formules :
(27) Wq ° Yy = Yaq'
(28) Go q)q = \{Jq o Gq , avec Gq(X) = 6(x%) .

‘s N \ ;s v
On va appliquer ce qui précede au cas ou L = £ , et ou la série G = Z g, X
w0

vérifie la condition suivante

(29). - Il existe une constante M >0 telle que ord(gv-)>/ M.c(v) .

Si G, et G, vérifient (29) il en est de méme de leur produit, ainsi que de

Gl(Xh) pour tout entier h .

PROPOSITION 4. - Supposons que G vérifie (29). Alors pour tout entier s >1 ,

la série qui donne la trace de la matrice ("F('l G)S est convergente, et si 1l'on
, €9

désigne sa somme par Tr(¥®) , on a :

-1
(30) (@° - 1) .1r(¥S) = E G(x).6(x%) ... G(xcis ) .

[Ici encore, x désigne un systime (x1 s see s xn) )y Xy €l , et la condition

s
o Rt signifie que chacun des x, est uné racine (a°- 1)itme de 1'unité.]
s-1

Quitte 2 remplacer q par q° , et G(X) par G(X).G(x%) ... c(x? ) , on
peut supposer que s = 1 (utiliser les formules (27) et (28)). On a alors
(W) =5 ¢ » série qui est convergente d'aprés (29). D'autre part, on

oo (a-lu

vérifie aisément que 1l'on a :

(31) Z: x = (q-1)" si q -1 divise v
q-1
x* =1
=0 sinon a
On a donc bian E G(x) = (q - l)nz g(q Du ?
-1 =
x3 1z w0 C. Q. F. D.

Considérons maintenant le déterminant de la matrice 1 - t¥ s ol t est une
indéterminée. I1 est défini par le développement usuel :
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(32) det(1 - tY) = f‘, Y ™ ,
m=0
avec
(33) Yo = (- D" e, v) ‘Y(ul s V) ... ‘}’(um » v.) s

les Up s oeee s W étant distincts, les Vs oeee s Vo formant une permutation
des u, et €&(u, v) désignant la signature de cette permut.étion. Si 1l'on 4é-

signe par Y(U) un terme typique de la somme (33), on a, en utilisant (29) :
i=m
(%) ord(W(U)) 2 M(q - 1) ¥ c(ui) s
i=1
ce qui montre que ord(W(U)) tend vers +@ , et la série (33) est bien conver-
gente.
PROPOSITION 5. - Supposons que G vérifie (29). Alors :
(i). det(l - t¥) = exp{—ﬁ Trﬁls) ts/s} 5
s=1

(ii). La série entitre det(1 - t\¥) a un rayon de convergence infini.

La formule (i) est bien connue pour les matrices finies ; on se raméne & ce cas
en "tronquant" Y & unordre r , et en montrant que, si Yr désigne la ma-
trice r x r ainsi obtenue, le polyndme det(l - t\'ljr) tend vers det(l - t¥Y)

pour la topologie de la convergence simple des coefficients.
Pour démontrer (ii), il faut prouver que :

(35) ord(xm)/m — +@ lorsque m —) +® .
Or, d'aprés (34), on a :

i=m
(%) ord(xm) > M(q - 1).inf(Z‘T c(ui)) ’
i=

la borne inférieure étant prise sur toutes les suites Uyp oy oeee s W formés

d'éléments positifs et distincts. Si l'on pose :
i=m
(37) d =inf(}_ c(u,)) ’
m by i

tout revient donc & montrer que dm/m —> +® . Mais on peut ranger les u >0

en une suite u; 5 .-+, ug , «-. de telle sorte que c(ui){-. c(ui+1) , et il
i-m
est alors clair que d_ = ) :c(u.) . Comme les c(u,) tendent vers +m ,
L i i
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il en est de méme de leur moyenne arithmétique, ce qui signifie bien que dm/m

tend vers +mo ,
C. Q. F. D.

5. Expression analytique des fonctions ZV .

On a vu au paragraphe 1 qu'il suffit de considérer le cas o V est une hyper-
surface dans 1'espace affine de dimension n , définie par une seule équation
f(x) =0, avec f€ '-Fp[xl s eee Xn] . On peut en outre, retrancher de V les

points ol 1l'une des coordonnées est nulle. Le nombre N_ est alors simplement

S
le nombre des solutions communes des équations f(x) =0 et xP L. 1.

Fixons un entier s 2 1 ; pour tout t'€ F s ! soit Qs(t') la racine
p-iéme de 1'unité définie par :
s=-1

(38) 8 = e = by oeP). L8P ),

(cf. proposition 3). Ecrivons k, au lieu de F o pour simplifier 1'écriture.

Du fait que 95 est un caractére non trivial 51? ks s On a

i
1l

(29) Z, es(xo.u) ps si u=0
x ek
= 0 si uwfO .

En appliquant ceci 3 u = f(x) , et en sommant, il vient :

(40) PN = (0% - D 2 6, £(x)
la somme étant étendue aux x, € k: et aux x e‘_(k’;)n .
W,
Ecrivons alors Xo f(X1 3 ses 3 Xn) comme somme de mondmes 2 a, X1 ; ol

i=1
X désigne maintenant (X0 3 eee Xn) » et ol les ai appartiennent 2 F_ .
~p

On peut donc écrire (40) sous la forme :

P
(41) PPN, = (0% - )" 2 T 6, xh) .
i=1

xp -1—1

Soit Aié.% le représentant multiplicatif de a; - Si celui de x est vy,
. W,
) i
celul de a; X est Ai v 1 . En combinant (38) et (41) on peut donc écrire :

s-1 j
pUw,
(s2) SRt L0 SN N I N YV e S
s, i=lj=0
xP "1
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Posons maintenant :

?
(43) ax) =1 1 (s, x 1)
i=1
En portant dans (42), on trouve :
-1
(44) N = (-0 e) ool L oGP )
S
p-1_
x =1

W,
En utilisant 1'inégalité (22) on voit tout de suite que GXAi X 1) vérifie
la condition (29) du paragraphe 4, et il en est donc de méme de la série G . En
lui appliquant la proposition 4, avec q = p , et en portant deans (44), on ob-
tient.:

(45) PN = 6% -0 0 - )M (W)

ou encore
(46) p Zn-_l, _ 1 i .p S(H‘l) ;( i n+1 s(n+1—i) TI‘(‘{JS) .
i=0

Posons alors :
- sy .8

(47) At) = det(1 - tY) = exp{- oY) t /s} s
s=1

cf. proposition 5.

En multipliant (46) par t°/s et en ajoutant les équations ainsi obtenues, on

obtient finalement :

1= . ('1)i+1(?) i=n+1 . (_1)i+1(nf1)
(48) Zv(pt) :ﬁ(l - pn-l t) 1 i,_n—r A(pn+1-1 t) 1
i=0 i=0

Comme la série entidre {\ converge dans tout le plan £) (proposition 5),
la formule (48) montre bien que Zv(t) est méromorphe dans tout le plan, ce qui

achgve la démonstration.

424



[1]
(2]
(3]
(4]
(sl

RATIONALITE DES FONCTIONS §

BIBLIOGRAFHIE

BOREL (Emile). - Sur une application d'un théoréme de M. Hadamard, Bull. Sc.
math., 2e série, t. 18, 1894, p. 22-25.

DELSARTE (Jean). - Nombre de solutions des équations polyndmiales sur un
corps fini, Séminaire Bourbaki, t. 3, 1950/51, n°® 39.

DWORK (Bernard). - Norm residue symbol in local number fields, Abh. Math.
Sem. Univ. Hamburg, t. 22, 1958, p. 180-190.

DWORK (Bernard). - On the rationality of the zeta function of an algebraic
variety, Amer. J. of Math. (& paraitre).

WEIL (André). - Number of solutions of equations in finite fields, Bull.
Amer. math. Soc., t. 55, 1949, p. 497-508.

425



