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CALCUL SYMBOLIQUE DANS QUELQUES ALGEBRES DE BANACH

par Paul MALLIAVIN

1. Calcul symbolique individuel.

Soit A une algébre de Banach commutative, semi-simple, avec élément unité.
A peut étre identifié 3 une algébre de fonctions continues définies sur un espa-
ce compact X , la norme d'un élément a € A , Jall , vérifiant |a(x)] ¢ lal
pour tout x € X . On suppose que a(x) € A entraine m € A et on note par
A la sous-algebre des fonctions réelles de A . Si a €A on note par sp(a)
1'image de X par l'application x —) a(x) . On dit qu'une fonction définie
sur sp(a) opére sur a si f(a(x)) € A . On note par 0, 1'ensemble des fonc-
tions qui opérent sur a . O_ est une algtbre de Banach pour la norme
el = ”f(a(x))” . On note par 0: la plus petite sous-algtbre fermée de 0a con-

tenant x .

Un théoréme classique de WIENER-IEVY-GELFAND affirme que 1l'ensemble des

fonctions holomorphes au voisinage de sp(a) soit H(sp(a)) vérifie

H(sp(a)) co: .

D'autre part si C(sp(a)) dénote les fonctions continues sur sp(a) on a

OaC C(sp(a)) .

Un énoncé de calcul symbolique individuel a pour but de préciser ces deux in-
clusions. On introduira des espaces intermédiaires entre H et C en utilisant
des classes de fonctions différentiables. Mn étant une suite donnée (0 <Mn (o),
P un nombre >0 , L un ouvert de R, on note par @P (Mn , £1) 1les fonctions
f définies sur 1 telles que

sup'f(n)(x)t

< .
n,Xx Mn':n

On note par @(Mn » LL) = U G‘o + Enfin si F est une partie compacte, on
note G(Mn , T) :,()L)') G(Mn , L) .
T

On dit qu'une classe est non quasi analytique si elle posséde des partitions
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de 1'unité arbitrairement fines. La quasi analycité de G(Mn , {1) ne dépend
que des nombres M. . On dit que la classe cC (M s (1) est une algébre inver-
sible si f ! £, éc entraine £f, €C etsi rel , f(x)#0 x€ef1,
entraine -ﬂ—)— G_C On peut montrer que C(M R (1) est une algébre inversible

n
si log o est une suite croissante.

A un élément a € Ar nous allons associer la suite

(1.1) M_ = SUp —e—— .

D'autre part si P est une mesure sur 1, d]u(x) définit une forme

, . iva s
linéaire sur A ; on notera par ﬂe "f" la norme de cette forme linéaire et par

3 1
(1.2) M = sup fle™"®| o2
" wo *
On a alors 1l'énoncé
S5i Mn est non quasi analytique, alors
*
(1.3) cl(Mn , sp(a)) € 0, .

Si M' est non quasi analytique, M' £ 0, ® ot et si G(M' Q) est une algébre

1nver31b1e, alors E notant le support de 1l'image dm de )l par l'application

X - a(x) , £ est non vide et

o
(1.4) Oa c C(MI'_1 , F) pour tout F< E .

La preuve résulte du calcul des transformées de Fourier des fonctions qui ope-

rent. Par exemple, pour (1.4), soit f 60 ; posons :

g(u) =J £(§) 1% dm(}) f (a(x)) (Aualx) ap(x) )

alors
i 1
el < le@l =1,
d'ou
fam & C(M_, R) .
Prenant en particulier £ =1, on en déduit que dm(f) P (&) d§ ol

\—?€ C(M , R) . Ceci entralne ¥ le C(M , 1) pour tout L1 “tel que
Bc? don £= (£3) yte Co, Q).
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Les conditions de non quasi analyticité sur Mn peuvent &tre traduites en

termes de croissance de la résolvante au voisinage du spectre.

Posons @ X(ﬂ)) = sup ﬂ(§ +ig- a)_lu ; alors si

1
(1.5) J log |10g X('\))I dm Lo
o

la classe Mn définie en (1.1) est non quasi analytique.

iua
Ceci s'obtient en remarquant que posant q(y) = borne convexe log ”e “ ’

q(y) est majoré en fonction de X par 1l'expression
a(y) ¢ inf [yy + log y(n)]
>0

®
et que (1.5) implique la convergence de‘Y q(t) £ at .
1

2. Exemples.
On a le résultat suivant dans la théorie spectrale (E. BISHOP [1]).

Soit D un opérateur borné, & spectre réel, dans un espace de Banach E dont

la résolvante satisfait 3 (1.5). Alors pour tout recouvrement ouvert G1 N G2 , G

de son spectre, on peut trouver des sous-espaces E1 coe En y de E , invariants

par D dont la réunion engendre E , et tels gue la restriction D, de D a

Ek ait son spectre contenu dans Gk .

En effet, d'aprés (1.3), il existe une classe non quasi analytique de fonctions

opérant sur D . Choisissons dans cette classe une partition de 1l'unité LPk su-

bordonnée au recouvrement Gk . Posons Ck = LPk(D) , Ek = Ck E . Alors

DE, =Gy DE € C E=E : les E sont invariants par D . Soit 91( € e(Mn , R) ,

8,@) =1 si gec, . Soit Q0 1llintérieur de 0710) , soit p €Y,
_ -1
V/Po<§> =0 .®F-Mn) ,

alors WY’ € C(Mn , R) , par suite L{»’H (D) existe. Pour tout x de la forme
o o

x = \?k(D) y,on a :

(0 - M) \PFO(D) x= 6,0 Y, y=Y®yr=x .

Ainsi \")k (D) est 1'inverse de Dk - M, sur un sous-espace dense de Ek » par
o

suite sur Ek entier.
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Nous allons donner un autre exemple, utilisant (1.4). Soit G wun groupe abe-
lien compact infini, Ar(G) dénotera 1'algébre des fonctions réelles définies
sur G dont la série de Fourier est absolument convergente. On a 1'énoncé [7].

(2.9 ¢ =S0it Q un_oyyert borné de R, M; une classe non guasi analytique

donnée, telle que log T soit une suite croissante, alors il existe a eAr(G)

tel que

0o ¢ Cmr, Q) .
a n

En particulier, l'algébre Oa possédera une structure d'idéaux primaires ana-
logue & celle d'une algtbre de fonctions indéfiniment différentiables.

2 H
Soit M la mesure de Haar sur G , alors " elua“b: sup des coefficients de
Fourier de e:"ua .

(2.3). - Posons p(u) = inf M;; u'n'e;d'aprés (1.4), il suffit de construire

n
des é1éments g}'( du dual de G et dk s oﬁk) 0, Zo(k<.co tels que

alg) = 2o Tn<g, gl >
vérifie
(2.4) Iei“all;f’p(u) :

On a le développement
expliv <g , g >] = % T <res g >

ou les fonctions Jr x e dépendent que de l'ordre de gl'{ . Si on suppose les

2 ’
gl'( linéairement indépendants, on obtient en faisant le produit de ces identités

®
ﬂeiua“' - supﬂ Jrk,k(dﬁ{ u) .

{rk} k=1

On vérifie aisément que IJr k(v)‘ < 1, et qu'il existe deux constantes y 0,
b

P( 0 telles que, quel que soient r et k
\Jr,k(v)} < 9? si y<lvl«2y
d'ol
log "eiua“;&<(')[N(Xu_l) - N(2xu-1)]

od N(t) = nombre de o(k » t , ce qui démontre (2.4) pour un choix convenable de

N(t) . De méme, on obtient
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3 ]

(2.5) inf %% <M

Jall=1 A
S'il n'existe pas un systéme de g]'( linéairement indépendant sur G , on dit
alors que les g]'( sont linéairsment indépendants par rapport & la suite de cons-
tantes B, si angl'{ =0, [nkf £ Bk entraine n g = 0 . On montre alors
aisément qu'étant donné un groupe abélien infini G' et une suite B, , on peut
toujours trouver un systéme d'éléments de G' indépendants par rapport i la
suite Bk . En choisissant de fagon convenable les Bk , on obtient la méme

évaluation de (2.4), ce qui prouve (2.2).

On peut d'autre part, traduire sur A(G) 1'énoncé (1.3). On obtient une réci-
proque incompléte de (2.2) :

Soit a €& Ar(G) tel que af(g) = Z“k Re £g , g"{) +ﬁk In <g, gl'(> . Suppo-
sons_que Zlo(kl |1og|oﬁ(|]+V§clllog|,i||< ® , alors 0; contient une classe non quasi
analytique.

On notera par O les fonctions qui opdrent sur la boule unité de 1l'algébre,

=0 .
lallér 2
Dans le cas particulier ot A = A(G) , (2.2) permet de dire que O est l'inter-
section de toute une famille de classes non quasi analytiques, d'ou on peut dé-

duire que

0 ¢ C((n10gn)®, 1) .

Mais ce résultat est insuffisant ; pour conclure que 0 ne contient que les
fonctions analytiques, il faut utiliser un principe de majoration uniforme, obte-
nu par KATZNSLSON, d'abord en utilisant le principe de BAIRE [5], puis dans un

cadre plus général [6].

3. Le théoréme de borne uniforme de Katznelson.

A_ notant toujours une algebre de fonctions continues réelles sur un compact
X , on supposera que Ar est réguliére, c'est-a-dire posséde des partitions ar-
bitrairement fines de 1l'unité.

Soit f€0 , X € X , on dit que f est localement borné en Xy s'il existe
un voisinage V(xo) et deux nombres &£» 0, K<® , tels que aé& Ar , support
de a cV(xo) , lall< & entraine le(ax))ll < X Appelant irrégulier, un point
au voisinage duquel f n'est pas localement borné, on a 1'énoncé suivant.
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(3.1) THEOREME de Katznelson [6]. - L'ensemble des points irréguliers est
fini.

Supposons f(0) = 0 , (on ajoute éventuellement 2 f wune constante). Soit
Xy € X une suite infinie de points irréguliers. Soit Vk une suite de voisina-
- - .4 ]
ge de x, et bk€Ar tels que b =1 sur V., b b, =0 si k£ k.
f étant non borné au voisinage de Xy on peut trouver ay dont le support

soit contenu dans Vk et tel que
-2 \
Posons a = Eak . Alors a G.Ar ’

f(a) = Ef(ak)

et
f(a) b = f(a))
de plus
le(a) vl < e I
d'ou

[£a)] > %
quel que soit k , contradiction qui prouve le théoreme.

D'autre part, une technique de partition de 1'unité permet de montrer que si
1'ensemble des points irréguliers est vide, f est borné & l'origine c'est-2-dire

qu'il existe &£>0, Ko tel que

(3.2) a &Ar , lal<g entraine |f(a)" <K .

Un exemple d'application du théoréme de Katznelson([6], p. 103).- Soit Ar une
algebre telle que a € A, a(x) 2 0 entraine Ya(x) € A . Soit X" une partie

compacte de X ne rencontrant pas l'ensemble fini des points irréguliers. Alors

N N . Y o*
notons par At 1'algébre des restrictions & X des fonctions de A, par " "
la norme de A" ;3 11 existe €>0 , et X tel que

flal*< &  entratne Nal*< x
ce qui se 1lit
L3 R R Sl 1Y
Par suite (lim ﬂbnn*l/n)}, K ub“*, d'aprés 1'expression de la norme spectrale

n
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de Gelfand, la norme " "* est équivalente avec celle des fonctions continues
»
sur X* : A"E s'identifie 3 l'algébre des fonctions continues sur X . KATZ-

rd I . Iy rd ry
NELSON a réussi récemment 2 montrer que dans ce cas, les points irréguliers for-

»
ment toujours un ensemble vide et a obtenu le résultat ci-dessus avec X =X

qui s'énonce comme suit.

(3.3) THEOREME (KATZNELSON). - Soit A une algdbre de Banach de fongtions

réelles sur wi espace compact X , dense dans c(X) « Supposons que
a éAr , a(x)» 0, entraine Va(x) € Ar , alors Ar est 1'algébre de toutes

les fonctions continues sur X .

4. Calcul symbolique dans A(G) . Théoréme de Kahane-Katznelson [5].

Soit A=A(G) , f€0 . Alors si g, est un point irrégulier pour f ,
g+ g, seraun point irrégulier puisque les translations commutent avec le cal-
cul symbolique. Par suite, s'il existait un seul point irrégulier, tous les points
de G seraient irréguliers. (3.1) montre alors que 1l'ensemble des points irré-

guliers est vide, donc que (3.2) est satisfait.

THEOREME (KAHANE-KATZNELSON). - Si f €0 , alors f est holomorphe au voi-

sinage du segment [- 1+ €, 1 - €] gquel que soit € >0 .
Montrons 1'analyticité de f au voisinage de zéro. Pour tout a tel que

lal < 1 et pour tout A réel
llsin (a + )\)" < |sin all + llcos al < e .
Par suite, si on prend o >0 tel que exX ¢§ et si on utilise (3.2) on ob-
tient, posant fl(g) = f( sin 3) , Ifl(a + A < ¥ quels que soient a ,

lll<1 et A.

fl est une fonction périodique de période 2W. p étant un entier fixé,

posons

n-1
-1 2r 2‘\"(irE
Sn,p(a) " n 1§o fl(a T/ SXP (- n )
(4.1) Alors asn p(a)“<K pour tout n et p .
b
D'autre part, quel que soit g € G

(4.2) xllimm 55, p(8(8)) =/;p oira(e)

ol ﬁp désigne le coefficiént de Fourier d'ordre p de fl(;:) .
I1 résulte de (4.1) et de (4.2) que s, p(a(g)) converge faiblement dans
3
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Ll(G’) vers un élément b .

Alors, on a d'apres (4.1)
oll < %
d'aprés (4.2)
b(g) = A Jirale)
P

d'od
I8, < k(e :
D'autre part
1= "eiuae-iua"' < ”eiua" "e-iua “'
d'od
Ia) <x It

Ceci étant vrai pour tout a tel que la” <1 on obtient en appliquant (2.5)

(4.3) |/Sp|( eFlpl

d'ol l'analyticité de fl s dont on déduit celle de f , d'om le théoreéme.

Remarquons que si 1l'on peut trouver une suite €n —> @ telle que (3.2) soit
vérifié pour une suite convenable Kn —> ® , alors on pourra prendre « ar-
bitrairement grand ce qui permet de déduirve en utilisant (4.3) que f est en-

tidre, d'ou le corollaire.

COROLLAIRE. - 8i f oEére sur A(G) et est bornée sur toute boule, alors f

est entiére.

5. HELSON et KAHANE ont obtenu ([3]) 1'équivalent -du théoréme 4, lorsque G = 2 .
Dans [2], on trouve un exposé d'ensemble de la question.

Pour les algébres de mesures, KAHANE et RUDIN ont obtenu un résultat plus puis-
sant ([2] et [4]) :

Soit Mr(G) 1'algébre pour le produit de composition des mesures portées par

un groupe abélien compact infini dont les transformées de Fourier sont réelles.

Alors si f opére sur Mr(G) , f est entiére.

Si D.(G) dénote la partie de Mr(G) constituée par les mesures sommes de
masses de Dirac, f opere sur D.(G) , ce qui est équivalent de dire que f
opére sur Ar(Gl) » o4 Gy désigne le groupe dual du groupe G muni de la

topologie discréte. Par une construction délicate, du type de Szidon, ([2],

412



CALCUL SYMBOLIQUE

pages 152-154), on peut montrer que, si f opere sur Mr(G) , f est bornée
sur toute boule. Ceci entraine que f est bornée sur toute boule de Aerl) et

(4.4) donne la conclusion.

(1]
(2]

(3]

(4]

{5]

(6]
(7]
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