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Séminaire BOURBAKI

12e année, 1959/60, n° 194
’ ’ Février 1960

LES GROUPES SIMPLES DEDUITS DES ALGEBRES DE LIE SIMPLES COMPLEXES

par Jean DIEUDONNE

L'analogie observée de longue date entre la théorie des groupes "abstraits"
simples (en particulier, les groupes finis simples) et celle des groupes de ILie
simples a trouvé son expression mathématique dans le travail fondamental de
CHEVALLEY [4], qui a montré comment a toute algébre de Lie simple sur le corps
des complexes, on peut associer, pour tout corps commutatif K , un groupe linéai-
re sur K qui est simgle & 4 exceptions prés (petites dimensions et corps K
34 2 ou 3 ¢éléments). Des travaux ultérieurs, notamment de HERTZIG [6], TITS
(12], [13], [14], [15] et STEINBERG [11] ont complété les résultats de CHEVALLEY,
et on peut actuellement obtenir par ces méthodes tous les groupes simples finis
connus (groupes alternés et groupes de Mathieu exceptés). On exposera ici les
grandes lignes des mémoires de CHEVALLEY [4] et de STEINBERG [11].

1. Résultats préliminaires sur les algébres de Lie simples complexes.

Pour les définitions et résultats classiques, voir [10] ou [3]

On considére une algébre de Lie simple 9 sur C 5 une sous-algébre de Cartan
5 de § , de dimension Z (rang de 9 ) 5 P désigne le groupe additif en-
gendré par les poids des représentations de 9 ; c'est un groupe isomorphe 2a %5
Pr est le sous-groupe de P engendré par les racines de g ; le groupe P/Pr
est fini. Un élément H de ﬁ est appelé copoids si P(H) est entier pour
tout poids f>e P ; pour toute racine r € Pr y il y a un copoids Hr bien dé-
terminé tel que r(Hr) = 2 . Les copoids forment un sous-groupe additif de 6 s
le dual de P, qui est donc de rang ‘f, et il a une base formée de £ des H
qul est aussi une base de 6 . Pour toute racine s , on a S(Hr) =p-q, dﬂr
[-p, q] est l'intervalle de N formé des entiers j tels que s + jr soit
une racine ; on a p)/O » a0 et p+qg3 . Deux racines r , s sont di=
tes orthogonales si r(Hs) =0, ce qui équivaut a s(Hr) =0 .

La donnée de b définit canoniquement une décomposition de 9 en somme di-
recte de B et de sous-espaces V(r) de dimension 1 dont chacun correspond
4 une racine r ; en outre, on peut choisir un é1ément de base Xr de chaque

V(r) de sorte que 1l'on ait

(1) [x_,X J=H
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et

(2) [xr s xs] =N_ X, ,

pour deux racines r , s linéairement indépendantes, avec Nrs =0 lorsgue

r + s n'est pas une .racine, et dans le cas contraire

(3) N =z(p+1)

p étant 1'entier introduit plus haut ; ces conditions déterminent les X, aux
signes prés. Lorsque r , s sont deux racines distinctes appartenant a un méme
systéme fondamental, ona p=0, q= a o est l'entier de Cartan correspon-

dant ; dans le diagramme de Dynkin de g , le nombre de liens joignant r & s

est le plus grand des entiers a__ , a_ _ .
rs sr

Si <(H, HY) est la forme de Killing restreinte a 6 (non dégénérée posi-

tive) et r, une racine pour laquelle (Hr , Hr) est maximum,
0 o

)\(1‘) = <Hr 9 Hr ) /<Hr ’ Hr>
(o]

(o}

est un entier, la longueur de r , qui peut prendre les valeurs 1, 2 ou 3 ;
ona Ar)/A(s) = r(Hs)/S(Hr) .

Pour toute racine r , 1l'application u — u - u(Hr) r est un automorphisme
G’r d'ordre 2 de P, et ves automorphismes engendrent un groupe fini, le
groupe de Weyl W qui permute les racines. Le groupe W permute transitivement
les systémes fondamentaux de racines, et est aussi transitif sur l'ensemble des

racines de méme longueur.

2. Le groupe de Chevalley associé 3 une algébre de Lie simple complexe.

A. Pour tout élément X e g, t > exp (t ad X) est un homomorphisme du
groupe additif ,ﬁ dans le groupe adjoint [* de 9 . En particulier, pour
X = Xr s On a un isomorphisme de ,9, y t — xr(t) sur un groupe de matrices
%r ( 9 étant rapporté & une base formée des X et de £ des H ~ formant
une base de P), qui se trouvent (en vertu de (3)) avoir des éléments qui sont

des polynémes en t 2 coefficients entiers. De méme, exp (t ad Hr) est une ma-

trice diagonale h;(t) telle que

1 —
hr(t).Hs = H pour tout s

t.s(Hr)

] —
hr(t).Xs = e X, pour tout s
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GROUPES SIMPLES DEDUITS DES ALGEBRES DE LIE SIMPLES

Posant z = et , on a ici un homomorphisme z —» h (z) du groupe multlpll—
catif C sur un groupe ‘S:\r de matrices dlagonales, la diagonale de h (z)

étant formee de puissances de 2z & exposantis entiers.

Enfin, H_, Xr et X-r forment une base d'une sous-algébre 91' de 9iso-
morphe & l'algébre de Lie du groupe simple SI‘:(Z ’ E) ; on en conclut 1l'existence
d'un homomorphisme \Pr de SL(2 , C) sur le sous-groupe Fr de [7 engendré
par 3{r , a{r et 'ﬁr . On peut montrer (utilisant encore (3)) qu'il existe
une matrice Fr(Z11 s 212 B Z21 R 222) dont les termes sont des polynOmes 2
coefficients entiers, telle que

O )
d =F (z y 2 y 2 s 2
T2, 295 r 711 12 21 22
pour toute matrice de SL(R , C) ; on a d'ailleurs Fr(l ,0,t,1)= xr(t)
et F(1,%,0,1)=x_1(t).

B. Soit maintenant K un corps commutatif arbitraire ; on peut dans xr(t)
remplacer t par un élément de K , et on a ainsi un homomorphisme t -— xr(t) du
groupc additif K dans l= groupe des matrices d'ordre n=dim 9 sur K ;soit encore

son image. Le groupe de Chevalley GK associé & g est le sous-groupe du
groupe fagn s K) engendré par les 3{1’ s T parcourant toutes les racines de
g - Pour chaque r , on a encore un homomorphisme ‘?r de SL(2 , K) dans
GK défini comme dans A ) & 1'aide de la matrice polynomiale F 5 1'image de
SL(2 » K) par cet homomorphisme est engendrée par 9( et 9€ et contient
le groupe ﬁ‘r , image de K p?; %'homomorphlsme 2z —) hr(z) tel que
s

h(z).H =H et h(z).X =z ¥ X_ ; enfin, elle contient aussi 1'élément
T s s r s s

01
(Dr =9.(10) ’

(A) - = - =
tel que . XS + Xo;_('s) et wr HS Hq_r(s) .

Le sous-groupe f\ de GK engendré par les 'ﬁr est commutatif ; il peut encore
étre défini comme suit. A tout homomorphisme )( de P dans le groupe multipli-
catif X* , on fait correspondre la matrice h(X) de fl;(n , K) laissant fixes
les H et telle que h(\}\).x = Y(r) X_ ; alors A est le groupe des h(y\) .
D'autre part, soit ﬁ“ le sous-groupe de GK engendré par ﬁ et les wr;
on montre que ,C‘\ est distingué dans et qu'il y a un isomorphisme
W oW =W/ tel que (JJ(w).Xr =+ Xw(r) et o)(w).Hr = Hw(r) pour tout
élément w du groupe de Weyl W .
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On a
<~(w)j£; w(u) L =§¥;(r)

et
B(%) x,(8) B($) T = x (R 1) .

3. Les résultats fondamentaux de Chevalley.

Choisissons une fois pour toutes un systéme fond%ental de racines

c. a(i) est ltntier

a(1) , ..., a(¥) ; la hauteur d'une racine r = i

i=1

ht(r) = E c

(on rappelle que les c; sont des entiers tous 30 ou tous <0 ). On ordonne
Pr totalement de sorte que ht(r) soit fonction croissante de r s structure

compatible avec celle de groupe additif de Pr . Four tout ensemble 2 de ra-
cines >0 telles que, lorsque la somme de 2 racines de Z est une racine,

alors elle est dans Z , on désigne par n le sous-groupe de GK engendré
par les %r pour r€ 2 ; n sera le groupe 112 correspondant & 1'ensem-
ble 2 de toutes les racines >0 . En particulier, pour tout élément w €W ,
soit ’D‘w le groupe ‘u}: correspondant 3 1'ensemble Zw des racines r » 0

telles que w(r) < O . On démontre le lemme suivant [7] :

LEMME 1. - Tout élément x € uz se met d'une seule maniére sous la forme

1;}— xr(tr) y Ou tre K , et le produit est étendu aux racines r €2, rangees

par ordre croissant.

En outre, on a la formule de commutation :

-1 -1 _ i.3j
(4) x (W7 x (8) x (u) x (£)7° = 21; xir+js(cijrs T u’)
5
quelles que soient les racines r >0, s>0, t€eK, uek, i, j par-
courant les couples d'entiers >0 tels que ir + js soit racine, le produit

étant pris dans l'ordre choisi pour Pr et les Cijrs dtant entiers.

Le premier théoréme fondamental est la généralisation & Gy du lemme de
BRUHAT [2] :

THEOREME 1. - Lorsque w parcourt le groupe de Weyl W , les ensembles
'llf\_a)(w) ‘)lu forment une partition de GK ; en outre, tout é1ément de
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ﬂﬂw(u) ').l stéerit d'une seule manidére uheXw) u' avec u el ,
well ot heh .

Ce résultat a de nombreuses conséquences. Lorsque K = E , la décompositibn
du théoréme 1 fournit une décomposition en "cellules" de 1'espace homogéne Gc/T s

Gc étant un sous-groupe compact maximal de G = G, et T un tore maximal. Si

-~

N(w) est le nombre d'éléments de Zw , on obtient ainsi le polyndme de Poincaré

de G sous la forme

4 2N
(D)= (1 - 1)° T W) )
weW
Lorsque K est un corps fini & q éléments, la méme décomposition fournit un
moyen facile de calculer le nombre d'éléments de chacun de ses termes, donc 1'or-

dre de G

X 3 on trouve ainsi

U.- 1) q Z N(u) ’
wEW

N étant le nombre total de racines >0, u 1l'ordre du groupe des homomorphismes
de P/P, dans K.

On démontre aussi que le normalisateur de 0 est ‘),U«\, le normalisateur de

1 est ())} ; lorsque K est algébriquement clos, C'K est un groupe algébrique
connexe, dont ﬁﬁ est un groupe de Borel, R un tore maximal ; lorsque K
est infini, GK n'est pas algébrique en général, mais est le groupe des commu-

tateurs d'un groupe algébrique connexe.

2, . 3 2’ z Iy
THEOREME 2. - Si le corps K a au moins 5 éléments , GK est simple.

En fait, si X a au plus 4 éléments, GK est encore simple sauf dans quatre
cas : K=F,, Q=4 , B, ou G, ; K =f3 y =4 [4], mais nous esquis-

serons seulement la démonstration du théoréme 2, en supposant £ 2>

LEMME 2, - 8i r , s sont deux racines non proportionnelles, il existe un

homomorphi sme % de P dans K* tel que M) =1, *f‘(s) #1 ([4], lemme
11).

IEMME 3. - Pour tout we W distinct de l'identité, il y aun he ;1 tel que
w(w) h # hw(w) .

I1 suffit de remarquer qu'il existe une racine r telle que w(r) soit dis-
tinct de r et de -r, sauf si w(r) = -r pour tout r . Si on n'est pas dans

ce dernier cas, on a un homomorphisme y\ de P dans K* tel que

Hw(r)) £ Wr)
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(lemme 2) et alors h(X) répond 3 la question . Sinon, on prendra deux racines

rg s telles que
A(H )
s(Hr) =1 et )Q(ok) =3

pour tout o« € P, avec 22 #1 dans X' ; on aura encore $(-s) £ K(s) et

on termine comme précédemment.

Soit maintenant, N un sous-groupe distingué de Gy » TOR réduit 2 e ; le

point essentiel de la démonstration consiste & prouver qu'il existe une racine

r telle que 3(1' C N . Pour cela, on prouve successivement :
LEMNE 4. - NNUR # {e} .

Comme N est distingué, il résulte du théoréme 1 qu'il y a un x # e dans
N tel que x = uh, W(w) ; si w#1, il existe h € N, tel que
Ww) h #hw(w) (lemme 3) ; alors y = mh™t xlenn U HhA et le choix de
h entraine y # e ; transformant y par un élément de A , on obtient un é1é-
ment de N N )lyl_ distinct de e .

LEPMES.—Nﬂn;é{e}.-Soit x €N tel que x=uh#e,ueu,
h € et supposons h # e . Alors il y a une racine fondamentale r telle que
hoX = cX s c€XK, c#1;o0na y o= oxx (1)x x(l) eNﬁu et il reste &
prouver que y # e . Sinon, on aurait x, (1 -c)= xr(l) x_(e)7 = uxr(c) ut xr(c)-l,
donc cet élément serait dans le groupe des commutateurs de 0 s qui est engendré
par les %s correspondant aux racines de hauteur >2 ; comme ¢ #1 , cela

contredit le lemme 1

LEMME 6. - I1 existe une racine r > 0 telle que NN %r # {e} .

Parmi les x # e de Nf\u s on en prend un tel que la plus petite racine ¢,
pour laquelle dans x = U x(tx) (lemme 1) on a t,# 0, soit la plus grande
possible ; soit s cette racine. Alors ona x =x (t ) . Sinon, on aurait
x = xs(ts) xr(tr) x, avec TD> 5, t #0, x; étant un produit TT Xt
ou les racines o sont »r . Par le 1emme 2, il ya h e.ﬁ. telle que
hx (¢ ) hh = x (8) et hx (t) b7 L#x (t) ; done mxn™ £x . Alors

y = :rc-I hxh—1 eN, vy # e ; en outre, y 631' et dans l'expression y = u xofto()

la plus petite racine o telle que 1t #0 serait >s , contrairement 2 la

définition de s .

On observe maintenant que (SL(2 , K)) est simple sur son centre puisque
SL(2 , K) 1'est, et N N L{J (SL(2 K)) est un sous-groupe distingué non dans le

centre de Lfr(SL(,? , K)) , donc ce dernier est contenu dans N .
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Par transformation par les U\)s , on en conclut que %w(r) € N pour tout

w € W ; si toutes les racines sont de méme longueur (types A , D et E ) le
théoréme 2 est démontré. Sinon, il faut utiliser la formule de commutation (4)

pour montrer que 1'on a encore %s CN pour toute racine s ([4], p. 62).

4. La méthode de descente.

On peut dire que la description usuelle des groupes classiques sur un corps
commutatif X consiste a les considérer comme les sous-groupes de §I;(n , X)
commutant & un automorphisme O de §E(n , K) d'ordre fini (en fait, une in-
volution). Si X =R ou K = C et si on suppose o analytique réel, il cor-
respond & un automorphisme linéaire ou antilinéaire de 1l'algébre de Lie S L(n , K)
encore noté 0 , et si SL(n , K) est considéré comme le groupe adjoint de
,S'L (n , K) , le sous-groupe en question est formé des automorphismes de
,s[ (n, K) qui permutent &4 O . Cette description peut alors se généraliser
aux groupes de Chevalley GK : étant donné un semi-automorphisme a de 1l'algébre
de Lie 31( =g s, K (dont G, peut etre considéré comme groupe d'automorphis-

mes) G}({ est le sous-groupe de G'rK qui permute avec 0 .

On va considérer d'abord lg cas ou O est involutif, correspondant & un auto-
morphisme involutif E — £ de K, distinct de 1'identité ; K sera le
sous-corps des invariants de cette involution. On supposera d'autre part que o
provient (par tensorisation avec 1'automorphisme précédent de K ) d'un automor-
phisme (encore noté o ) de 1'algébre de Lie sur Z , laissant globalement
invariant ﬁ ; cela entraine que ¢ permute les racines, donc transforme un
systéme fondamental de racines en un autre. On supposera que & laisse inva-
riant un systéme fondamental ; comme les seuls schémas de Dynkin admettant un
automorphisme non identique sont du type A , D ou E6 s on se limite & de
1'un de ces types. Les classes d'intransitivité S de o -sont alors de trois
types possibles :

1° § = {r} avec or =r; r non somme de deux racines ;

2° 8= {r, o'r} formé de deux racines distinctes (de méme hauteur) telles
que r + Or n'est pas une racine ;

3° s={r, or, r+ or} (r et Or de méme hauteur), cas qui ne se pré-
sente que pour Az 5 "e pair.

On désigne par Wl le sous-groupe de W formé des permutations qui commutent
avec 0 , et on démontre que W1 est transitif sur les classes S ayant méme

nombre d'éléments [11]. On montre en outre, qu'on peut choisir les signes des Xr ’
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de sorte que UX_ = EX_  avec €=1 si or#r,ousi or=r etsi

r n'est pas somme de deux racines, ¢ = -1 si r est de la forme s + ds .

Cela étant, on construit, non pas GE , mais un sous-groupe Glli de ce dernier,
d'indice fini, en considérant pour chaque classe d'intransitivité S , le sous-
groupe 218 de GK y et le sous-groupe 2]1 de nS qui commute avec O : ce

S
sont les groupes

t - xr(t) dans le cas 1°, avec t ¢ K 3

- . )
t - xr(t) xa’r(t) dans le cas 2°, avec t € K

.
7

- o
t = xr,(t) xo,r(t) xr+o‘r(Nr,crr tt) dans le cas 3°, avec t € K .

On fait alors jouer aux (ué le réle que jouaient les %r dans la définition

de GK s ce qui définit le sous-groupe G]]% . Les deux théorémes principaux de
Steinberg sont les analogues des théorémes 1 et 2 :

THEOREME 3. - Lorsque w parcourt Wt , les ensembles ﬁ)_l ;Ll (w) ‘115

forment une partition de G}lg , et tout élément d'un de ces ensembles s'écrit

d'une seule maniére comme produit d'éléments des ensembles indiqués.

Dans cet énoncé, 21.1 est le sous-groupe engendré par les ﬂg , >0,
ﬂi “Wn Qlw , }‘Ll est le sous-groupe de ﬁ formé des h(j) , ol % est
restreint aux homomorphismes P —> K  tels que >((a’o() = M) .

THEOREME 4. - Si Ko a au moins 5 éléments et si { >3, G}l(

Les démonstrations sont calquées sur celles de Chevalley pour le théoréme 1

est simple.

et sur la suite de lemmes donnée plus haut pour le théoréme 2, avec les petites
complications qu'apporte 1'existence des trois types de classes S (compensées

par le fait que toutes les racines sont de méme longueur, ce qui simplifie (4)).
Le théoréme 3 permet naturellement le calcul des ordres des groupes obtenus.

Le schéma D4 admet comme on sait, un groupe d'automorphismes isomorphe &

G;B et contient entre autres une substitution d'ordre 3 . Combinant cette subs-
titution avec un automorphisme d'ordre 3 de K , on peut transporter & cette
situation toutes les définitions et tous les théorémes obtenus dans le cas d'une
involution o , avec les modifications appropriées, ce qui donne des groupes
Di(K) , qu'on vérifie étre simples dés que le corps K~ des invariants a au moins
4 éléments. On peut aussi faire opérer sur D4 tout le groupe symétrique @;B s
en le combinant avec un groupe d'automorphismes de K isomorphe 2 @5 , d'ou

encore des résultats analoques pour une famille de groupes DE(K) , ou cette fois
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K est nécessairement infini.
Antind.

5, Caractérisation géométrique des groupes obtenus.

R. REE [9] a vérifié que les groupes de Chevalley Gp de types A,B,C,D

et G, étaient bien les groupes classiques (formes d'"indice maximum") et le

groupe d'automorphismes des "octaves de Cayley" comme lorsque K = C . Les grou-

pes Aé (paragraphe 4) sont les groupes unitaires U(£ + 1, K) relatifs & une

forme d'indice maximum et les groupes D} les groupes orthogonaux 0(=24€, Ko)
d'indice ‘f -1 [11]. TITS a d'autre part, identifié le groupe Di a4 un groupe
permutant 3 une "trialité" [12] et le groupe Eé 4 un groupe permutant & une

"polarité" dans un "plan" dont les "droites" sont des demi-quadrigues 4 8 dimen-

sions sur K , avec certaines "conditions d'incidence" [13] ;3 c'est d'ailleurs,

un cas particulier des "géométries" associées par cet auteur & tout groupe de
Chevalley [14], [15].

(1]
(2]
(3]
(4]
(5]
(6]

(7]

(8]
(9]
(10]
[11]

BIBLIOGRAFHIE

ABE (E.). - On the groups of C. Chevalley, J. Math. Soc. Japan, t. 11, 1959,
p. 15-41.

BRUHAT (Frangois). - Représentations induites des groupes de Lie semi-simples
complexes, C. R. Acad. Sc. Paris, t. 238, 1954, p. 437-439.

BRUHAT (Frangois). - Structure des algebres de Lie semi-simples, Séminaire
Bourbaki, t. 7, 1954/55, n°® 107.

CHEVALLEY (Claude). - Sur certains groupes simples, Tohoku math. J., 2. Se-
ries, t. 7, 1955, p. 14-66.

DIEUDONNE (Jean). - On simple groups of type B, Amer. J. of Math., t. 79,
1957, p. 922-923.
HERTZIG (D.). - On simple algebraic groups, Abstracts of short communications

presented at the International Congress of Mathematicians , [1958. Edin-
burgh], p. 18. - Edinburgh, University of Edinburgh, 1958.

LAZARD (Michel). - Groupessemi-simples : structure de B et de G/B , Sémi-
naire Chevalley, t. 1, 1956-58 : Classification des groupes de Lie algé-
briques, n° 13.

ONQ (Takahashi). - Sur les groupes de Chevalley, J. Math. Soc. Japan, t. 10,
1958, p. 307-313.

REE (Rimhak). - On some simple groups defined by C. Chevalley, Trans. Amer.
math. Soc., t. 84, 1957, p. 392-400.

Séminaire Sophus Lie, t. 1, 1954/55 : Théorie des algébres de Lie. Topologie
des groupes de Lie.

STEINBERG (Robert). - Variations on a theme of Chevalley, Pacific J. of Math.,
t. 9, 1959, p. 875-891.

367



(12]
[13]
[14]
[15]

J. DIEUDONNE

TITS (Jacques). - Sur la trialité et certains groupes qui s'en déduisent,
Publ. Inst. Hautes Etudes scient., 1959, n° 2, p. 37-84.

TITS (Jacques). - Les "formes réelles" des groupes de type Eg s Séminaire
Bourbaki, t. 10, 1957/58, n® 162.

TITS (Jacques). - Les groupes de Lie exceptionnels et leur interprétation
géométrique, Bull. Soc. math. Belgique, t. 8, 1956, p. 48-81.

TITS (Jacques). - Sur les analogues algébriques des groupes semi-simples
complexes, Colloque d'Algébre supérieure [1956 Bruxelles], p. 261-289.
Louvain, Ceuterick, 1957 (Centre belge de Recherches mathématiques).

368



