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12e année, 1959/60, n° 191
Décembre 1959

TRAVAUX DE B. KOSTANT
SUR LES GROUPES DE LIE SEMI-SIMPLES [4]

par Jean-Louis KOSZUL

1. Les transformations de Coxeter-Killing.

Dans un espace vectoriel euclidien E , on appelle réflexien une symétrie par
rapport & un hyperplan. Soit [ un sous~groupe fini du groupe des transformations
orthogonales de E engendré par des réflexions. Un éhément x € E est dit régu-
lier s'il n'est invariant par aucune réflexion de [ . L'ensemble des éléments
réguliers est un ouvert de E dont les composantes connexes sont appelées les cham-
bres de [  « Le groupe [" epére transitivement dans 1l'ensemble des chambres. Pour
toute chambre W de [, soit R(W) 1'ensemble des réflexions S€ I , telles
que W contienne un point invariant par S qui n'est invariant par aucune autre
réflexion de J . Les hyperplans qui correspondent aux réflexions de R(W) sont
appelés les murs de la chambre W . Toutes les chambres ont le méme nombre € ae
murs et £ < dimE , 1'égalité ayant lieu lorsque O est le seul élément de E
invariant par [ + Un élément RE " est appelé une transformatien de Coxeter~
Killing lorsqu'il existe une chambre W de [ telle que R soit le produit (dans
un certain ordre) des éléments de R(W) . Les transformations de Coxeter-Killing

ont beaucoup de propriétés remarquables (cf. [1], [2], [3]) :
10 elles constituent une classe d'éléments conjugués dans I,

2° si h est l'ordre des trandformations de Coxeter-Killing, le nombre des ré-

flexions du groupe I est %-th ,

3° si R est une transformation de Coxeter-Killing et si

j=m 2Trik,
det(T - R) = h (T - exp( T 4))
j=1

avec m=dimE et O ¢ k< h, alors 1'algétbre des invariants symétriques du grou-
pe lindaire [ est engendréepar m polyndmes algébriquement indépendants de
degrés kj +1 .

2. Transformations de Coxeter-Killing des groupes de Lie semi-simples.

Les groupes linéaires finis engendrés psr des réflexions qui sont cristallographiques
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c'est-d~dire qui conservent un réseau de l'espace euclidien, sont les groupes de
Weyl de la théorie des algébres de Lie semi-simples.

Dans la suite, on désignera par g une dlgébre de Lie semi~simple complexe de
rang € et par ‘) une sous~algebre de Cartan de 9 « Soit A 1'ensemble des
racines pour la sous-algébre de Cartan ﬁ-) « La forme de Killing ( , ) permet
de les identifier & des éléments de %) . Le sous-espace réel $° engendré par
A est de dimension L et a pour complexifié f') 5 la restriction de la forme de
Killing & f)o étant définie positive, c'est un espace euclidien. Soit G 1le grou-
pe de Lie lindaire défini par 9 et soit H le sous-groupe abélien connexe de G
gui correspond a B o L'ensemble /A et par conséquent $)° sont stables par le
normalisateur N(§) de H dans G . Ceci donne un homomorphisme de N()) dens
le groupe des transformations orthogonales de f-)o ; 1'image de cet homomorphisme,
isomorphe & N(f))/H , est appelé le groupe de Weyl relatif & f . On sait que c'est
un groupe fini, engendré par les réflexions par rapport aux hyperplans d'équations
(X , X) =0 avec x€A o Comme A engendre un réseau de ﬂ—)o , c'est un grou~-
pe cristallographique.

On supposera choisi un ordre lexicographique dans {70 et on désignera par
oy (i=1,2, .. ,2) les racines simples positives. Les conditions
(o(i » X) > 0 définissent une chambre du groupe de Weyl dont les murs sont les
hyperplans d!équations (0(i , X) =0 . Soit Ri 1la réflexion
. X, &)
—X - Zm—i-)..o(i

1

qui correspond a la racine simple o(i . Alors R1 32 ree Ry est une transforma-
tion de Coxeter-Killing du groupe de Weyl relatif a ﬂg (on dira une transformatien
de Coxeter-Killing de b )+ Ay J. COLEMAN a démontré le résultat suivant : si h

, il existe un élément régulier Z €%
tel que RZ = ®WZ , On sait de plus que R n'admet pas la valeur propre 1 (cf.
(2], [3]), et que h ne dépend pas du choix de la sous-algbre b

est l'ordre de R et si @ = exp(—-ﬁ-—

LEMME 1. ~ Les racines positives dont les images par R sont négatives sont les
racines 91 :RQ RQ IRERLE Ri+1 o(i (i=1,2, «., 4). Elles constituent
une base de 4 .

On a en effet

8, = o, + Z C.., oK. ,
i 1758
done 9i>0 et (ei)lsisxo, est une base de f) «Ona:
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TRAVAUX DE B. KOSTANT

Reiz-x + Z cls

j<i B j
donc R 91 < 0 o Comme, d'autre part, O(i est la seule racine positive dont 1l'image
par R, soit négative, il est clair que, si & >0 et RX < 0, il existe un
entler i (1€ig &) telque X, =Ry, . Rp , Rpd .

Soit A (j=1,2, ees , L)la famille des orbites de R dans A « Pour
tout j , 1a somme des éléments de D, j est nulle puisque 1 n'est pas valeur pro-
pre de R . Compte tenu du lemme 1, chaque A contient au moins une racine Gi
et par suite L < £ . Soit Z un élément regulier de 1-) tel que RZ = wZ o S1
XeA etsi BPx = & , alors

@,)=@,RPx)=08P2,«)=00Pz, «) ;
puisque 2 est régulier, ceci entratne que p est miltiple de h « Par conséquent,

chaque Aj contient exactement h éléments et, si r désigne le nombre des ra-

cines positives, on a :

hL = 2r °

Un élément S de G est dit régulier siil est semi-simple et si la sous~algébre
des éléments de 9 invariants par S est une sous-algebre de Cartan de g -

THEOREME 1. - Soit f) une sous-algttre de Cartan de 1'algdbre de Lie semi-simple
3 et soit h 1'ordre des transformations de Coxeter-Killing des groupes de Weyl
de g . Tout élément P du normalisateur N(f)) ayant pour restriction & bo
une transformation de Coxeter-Killing est un élément régulier d'ordre h .

Supposons en effet que P € N(b) ait pour restriction a f—,o “la transformation
R définie plus haut. Puisque P* est 1'identité sur % , il existe un élément
Xe f—) tel que PP - exp X « Pour tout x&€ D , soit Xo( un élément # 0 de
9 tel que [X , Xo(] = (X ,&) X, pour tout X€b +»0na
et

(X,O():(X,Rq) .

Par suite

SR | ((K,0) +(K,RE() +ee (R ) _

puisque o+ Rot+ o.4 Rl =0 .
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Ceci prouve que P est d'ordre fini, donc semi-simple. Soit bj (3 =1,2 yeee, L)
le sous-espace stable par P engendré par les Ly avec x€DH, « Si €A, et
si e(X,()( 1 , alors P n'admet pas la valeur propre 1 dans b, ; J

. X, _ h-1 .
si e =1, alors (I +P + ... P77) X, est invariant par P et engendre
l'espace des vecteurs de bj invarients par P « Comme P est semi-simple et
n'admet pas la valeur propre 1 dans “) , ceci implique que L 2¢ .0ronaw
plus haut que L €€ , don¢ L =¥ ce qui entrafne que la sous- algdbre des é1é~
ments de ¢ invatiants par P est une sous-algébre de Cartan de 9 , donc que
P est régulier. On doit de plus avoir e(x’“)
prouve que P est d'ordre h . On a en méme temps démontré le 2° du paragraphe 1

=1 pour tout o€BH , ce qui

dang le cas ou P est un groupe de Weyl,
On montrera dans la suite que ces propriétés de P caractérisent une classe
d'éléments conjugués dans G .

3. El¥ments réguliers principaux.

A partir de ce paragraphe, on supposera que 3 est une algebre de Lie simple. Soit
By (1=1,2,..,%) 1abase de $° définie par les conditions

(Hi ’ O(J.) = 81,] et soit Xo = ? Hi . Toute racine o s'éerivant o = t:ni O(i

i
ou les ng sont des entiers tous positifs ou tous négatifs, (Xo y X)) = Z n
est un entier # 0 . Soit *

H

Y=L ot
1

la plus haute racine et soit

fie}
i

_(XO,Y)—_-Ziqi .

On démontre que Q 2 1 pour tout i et que pour toute racine K, (Xo yOX) £4a,
1'égalité ayant lieu seulement pour o = \y R

Comme le groupe de Weyl relatif a b opere transitivement dans 1l'ensemble des
chambres, tout élément de exp i()o est conjugué d'un élément ée la forme exp (27 iX)
avec Xé’bo et (X, o(i) >0 pour tout i . Si X appartient au réseau engen-
dré psr la base (Hi)lsis{ , alors exp(RmiX) = I . Bn en déduit que tout é1é-
ment de exp if)o est conjugué d'un élément de la forme exp(2miX) avec
(X,y) €1 et (X, ;) 20 powr i=1,2,... ,4 . Soitalors S un
élément régulier d'ordre fini k de G . Il est conjugué d'un élément S' € G ayant
pour invariants les éléments de f») » Comme S! est d'ardre fini, on a S€exp i {)o .
D'aprés ce qui précdde, on voit donc que S est conjugué d'un élément de la forme
exp(2TiX) avec X€ §°, (x, y) €1 et (X, o) 20 pour tout i . Posant
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X= Z:xi Hi y on a donc x; > 0 et Zqi x £ 1 . Puisque S est régulier, on a
méme Xy > 0 et Zqi X; <1 Par conséquent, k > L k X595 29 - Ainsi, tout
élément régulier d'ordre fini est d'ordre 29 +1 « Si k=q +1 , alors

kxi =1 pour tout i , c'est-a-dire que tout élément régulier d'ordre q + 1 est

conjugué de 1'élément

2w
Po= exP('q—l_i X

ou Xo =Y H.l . Les éléments réguliers d'ordre q + 1 sont appelés les éléments
i

réguliers principuux de G . Ils constituent une classe d'éléments conjugués de G «

On montrera dans ce qui suit que q + 1 = h (théoréme 3, corollaire 1)«

4. Sous-algébres principales de dimension 3 .

Soit @ wune algébre de Lie simple complexe de dimension 3 et soit X , E , F
une base de & telle que (X ,E]=E, [X,F]=~F et [E,F]=X.Les
résultats suivants sont classiques : soit M un O -module simple ; les valeurs
propres de X dans M sont de la forme g-n-ll-g-_—l -ky,od k=0,1,see,dimM=~13;
chaque valeur propre a la multiplicité 1 et le sous-espace propre correspondanb

___7___d1m M-1 est le sous-espace de dimension 1 des zéros de E

a la valeur propre
dens M. Si & est une sous-algébre de 1l'algébre de Lie simple g, le nombre
des sous~modules simples d'une décomposition de 3 considéré comme & ~-module
est donc au moins égal & ls dimension du noyau de ad(X) , c'est-a-dire qu'il est
au moins égal & € . Ce minimum est atteint : supposons les vectewrs propres X,
choisis de sorte que [Xo( s X_o(] = pour tout <A et posons :
(X , H,)
X:ZH., E:E\/q-.x,, F:Z—P——l—x -
) e 0 I i7i 0 n \fc_l-i -o(i
Alors [X, ,Eo] =E_, [xo , FO] ==-F_, [Eo , Fo] =X , donc le sous-espace
F_ est une sous-algébre simple de dimension

o’ Eo ’ 0
3 . Comme les valeurs propres de ad(Xo) sont les entiers O et (Xo , &),

Qa, de 9 engendré par X

chague sous~module simple de considéré comme ao-module est de dimension
impaire,et contient donc un élement # O du noyau de ad(Xo) clest-a~dire de $) .
Ceci montre que g se décompose en somme directe de £  sous-module simples

sur ao .

Une sous-algébre simple ¢ de dimension 3 de q ost appdlée une sous-algébre
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principale lorsque § , considéré comme @ -module est somme directe de £
sous-modules simples. On démontre que toute sous-algdbre principale est conjuguée
de la sous-algébre Q.

Hes valeurs propres de P° sont étroitement liées & la décomposition de 3 en
somme directe de Q& -modules simples. Soit Zo = Eo +X_ ; on va montrer que
Zo est un élément régulier de 9 « Soit 9' la sous-algébre compacte réelle de
. s ¢ O .
9 engfndree per ity , X X 4 et iy +X_,) avec x€O . Le con-
Jjugué Zo de Zo par rapport a 9' est

z qQ; X_ a(i + X Y .
On a donc [Zo ’ Zo] =0, ce qui prouve que Zo est dans la sous-algébre complexe
engendrée par une sous-algébre abéliehne de dimension maximale de Q' . Ceci en-
trafne que Z0 est semi-simple. Soit maintenant § le projecteurvde g surla
sous-algébre de Q engendrée par les X o« avec & >0 qui a pour noyau la sous-
algébre engendrée Vpa.r ") et les X, avec X < 0. 0n vérifie facilement que
;’ applique injectivement le noyau de dd(Z ) dans le noyau de ad(E ) , lequel
est de dimension &£ d'aprés ce qui precede. Ceci prouve que le noyau de ad (Z )
est de dimension £ et par suite que Z est régulier.

Soit b' la sous-algébre de Cartan noyau de ad(Z ) « Puisque [X EOJ =E,
et [Xo J=-qok_ ,ona:

‘f‘

P, Z_ = exp 27rlxo) 2,=2, -

Par conséquent, b' est stable par Po .

IEMME 24 -~ Soient k < k2 veo <k~€ les entiers >0 tels que les sous-medules

simples d'une decompos1tlon de 9 considéré comme ¢ -module aient pour dimensions

les entiers 2k + 1 « Les valeurs propres de la restrlctlon de Po a ‘7’ sont

ki
les nombres vV

N _ 27T, _
ou V‘exP(a‘TI)'cna k{’,-l(k!_ =q .

En effet, le projecteur g commute abec a.d(Xo) et applique isomorphiquement
b' sur le noyau de ad (EO) «+ On a vu que sur ce noyau les valeurs propres de

ad (Xo) sont les entiers ki « Comme Y est la seule racine oX telle que (Xo , &X)
ait la valeur maximum q , on a k£_1 <k

-qu-

THEOREME 2 (dualité). - On a kj +kp j=a+l por £=1,2,..,4L.

; o . . -
En effet, P0 conserve le sous-espace réel b‘ engendré par les racines . de la

sous-algebre de Cartan ‘)' « Si \,/p est une valeur propre de PO dans {7' ayant
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la multiplicité s , alors VP = va* 1P oot une valeur propre de P dans %

ayant la méme multiplicité s . Comme O < k) € ks eee k—?_ < q , ceci démentre

le théoréme.

THEOREME 3. - Si r est le nombre des racines positives, alors 2r = (q + 1)2 .

Soit n, le nombre des ao—modules simples de dimension 2k + 1 figurant dans
une décomposition du O.o-module 9 . 0On a n = 0O pour k<1 et k >q , donc
2 = Dy 40, + e nq « Du théoreme de dualité résulte de plus que n = nq+1—k .
Soit s, la multiplicité de l'entier k comme valeur propre de ad (Xo) . On.a

k

S =8, et s =0 pow [k|>q . Par condéquent,

dimS s_q+s_q+1+... sq:«e -|~.’2(s1 * Sy + e sq) .
D'aprés les remarques du début de ce paragraphe, on a
:nk+nk+l + e nq
ce qui, avec la dualité, peut s'éerire

S, =N, +N, + see +n
1 <

k q+l-k

On a donc :
(*) 8 + Sq+l__k =4 + o

En sommant de k=1 & k =gq , on obtient dim 8 2. (@ + 1)1 y ce qui démon-

tre le théoréme puisque dim 9 =2r + .

COROLLAIRE 1. —~ L'ordre h des transformations de Coxeter-Killing des groupes de

Weylde G est dgala q + 1.

Cela résulte de la relation 2r = :,12-«& h  (cf. paragraphe 1).

COROLLAIRE 2. - Soit P un élément de G ; pour que P soit un élément régulier
principal, il famt et il suffit qu'il existe une sous-algébre de Cartan B telle

que la restriction de a j-, s0it une transformation de Coxeter-Kllllng de b .

Cela résulte du corollazire 1 et du théoréme 1.

5. Relations entre les valeurs propres d'une transformation de Coxeter-Killing et
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les sous-algebres principales de dimension 3 .

Soit P un élément régulier principal ; pour préciser le corollaire 2 du théoré-
me 3, il reste & caractériser les sous-algébres de Cartan @cg telles que la
3 s \ 7~ K3 i
restrictionde P & £° soit une transformation de Coxeter-Killing de b.

sz A A
THEOREME 4. = Soit P un élément régulier principal de G et soit f) une sous-—

algebre de Cartan stable par P . Pour que la restriction de P & '60 soit une
tAransformation de Coxeter-Killing de ’8, il faut et il suffit que P admette dans
() la valeur propre V= exp(s—'g——}[)

La condition est nécessaire d'aprés le résultat de COLEMAN cité au débub du pe-

ragraphe 2. La démonstration s'achéve en établissant trois lemmes.

LEMME 3. -~ Pour 0 g k ¢ q , le noyau de Po= vE 1 est de dimension 4 + By
(ol n, est le nombre des sous-modules simples de dimension 2k + 1 figurant
dans une décomposition du Qo-module 9 )e

En effet, le noyau de Po - VK I est somme du noyau de ad(Xo) - kI et du
noyau de ad (Xo) - (@ +1 -k I. Sadimension est done

™ S+ Sg,qy = 2+ n, .

IEME 4o - 5i L est le noyaude P =~ vI, tout élément régulier de L est
de la forme cAZo avec ¢ £0 et A €H.

Puisque kl’,—l < kJZ (lemme 2), le théoréme de dualité montre que kl < k2 R
autrement dit o.o est le seul sous-module simple de dimension 3 du Qo—module
Q . On a donc n =1 et X, ’Xo( ,...,Xo( s X_ est une base de L »
By 1 2 Y

i

Y=2b.X_  +Db X
i O(:.L L +1 —\V

est un élément de L et si 1'un des coefficients b; est nul, alors ad (Y) est

nilpotent, car, en changeant au besoin 1l'ordre lexicographique, Y est cempinai~

son linéaire de vecteurs XP o A=1,2, 00, £ ) ou les f*; sont des ra-
i

cines positives. Si Y est régulier, tous les coefficients bj sont dome #£ 0

et cela permet de déterminer un scalaire ¢ £ 0 et un élément A € H tels que

Y = CAZO .

A
LEMME 5. - Soient P et P2 deux éléments réguliers principaux et b une
sous-algébre de Cartan stable par P, et P, .51 Y = exp(ﬁt

i) est valeur propre
de P, etde P, dans ?} , alors P, et P, sont conjugués dans le
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sous-groupe N(?,)
~
I1 suffit de démontrer le lemme dans le cas = f' et P, =P . Soit f,

la sous-algébre de Cartan des éléments de 9 invariants par P1 et soit S un
~1
élément de G tel que SP; S=P .0Ona th = 6, et S contient un élément

régulier Y tel que P Y = YY . D'aprés le lemme 4, il existe donc une constante

c #0 et un élément A € H tels que Y = ckZ . Par conséquent A f” = S(] done

SAeN(f,) et 1 4 1

P, =SSP S=8SAP A S
1 o o

est conjugué de P_ dans N(ft)

Le théoréme 4 montre que les valeurs propres des transformations de Coxeter—Killing

x

sont les valeurs propres de la restriction de P0 a 6' données par le lemme 2,

k.
clest-a-dire les V >, Compte tenu des résultats sue les invariants flu groupe de

Weyl indiqués au paragraphe 1, on a donc démontré le théoreme suivant @

THEOREME 5. - Soient g une algébre de Lie simple et & une sous-algébre prin-
cipale de dimension 3 de q - Les dimensions des sous-modules simples d'une

décomposition du ¢ ~module q sont des entiers impairs Zki +1 (A=1,2,.00,00
L'algébre des invariants symétriques d'un groupe de Weyl de G est engendrée par
des polyndmes de degrés k, o+ 1 algébriquement indépendants.

Enfin, compte tenu des relations entre les invariants symétriquesdeegroupes deWeyl et
la cohomologie réelle de G (cf. [1]), le résultat précédent s'éngnce encore
comne suit : 1'algdbre de cohomologie réelle de G est engendrée par £ éléments

dont les degrés sont les dimensions Zki + 1 des sous-modules simples d'une décom-

position de g considéré comme module sur une sous-algébre principale de dimensien
3 (résultat dd & A. SHAPIRO).
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