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Séminaire Bourbaki
12e année, 1959/60, n° 188 Decembre 1959

STRUCTURE DE L'ANNEAU DE COBORDISME Sl
d'aprés les travaux de V. A. ROKHLIN et de C. T. C. WALL

par Albrecht DOLD

D'aprés THOM ([9], IV) deux variétés (V) orientées M3, M% (de dimension q)
sont cobordantes, M ~M', s'il existe une variété Bq+1 de bord M + (- M!) s OU
- M' est la variété M' avec l'orientation opposée, et oi + dénote la réunion
(disjointe). ~~ est une relation d'équivalence, compatible avec les opérations
M2+ M2 et M2 . M1T . Les classes d'équivalence forment un anneau gradué

ﬂ:q{;nq,ﬂozz ,

par rapport & ces opérations ; c'est 1'anneau de cobordisme (orienté).

Si 1'on n'exige pas d'orientation, on obtient de fagon analogue un anneau
a’L = Z%q ’

c'est une algtbre sur 3%, = 2/22

THOM démontre ([9], IV) :

10 ﬂq et j?,q sont 4 engendrement fini.

29 Ltalgébre _Q@Q est une algébre polynomisle, admettant comme générateurs les
ArA
classes des espaces projectifs complexes PZk C de dimension paire.

30 ﬂt est une algébre polynomiale admettant comme générateurs les espaces pro-
Jjectifs réels P.?.k R de dimension paire et certaines variétés V2k-1 , k£ 2® ’

construites en [1].

MIINOR ([4] et [10]) montre que déja 42 mod torsion est polynomiale, et cons~
truit des générateurs. De plus, il n'y a pas de torsion impaire dans L1 . I1 reste

donc a calculer ls 2-torsion.

ROKHLIN dans [6] annongait sans démonstration une construction intéressante qui

() Variété = variété différentiable de classe C & » compacte, mads non nécessai-

rement connexe, et, (sauf mention du contraire), fermée, i. e. sans borgd.
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A. DOLD

donne quelques renseignements sur ) ® 22 ; elle est expliquée dans 1'Appendice
de cette rédaction. Plus tard ([7]), il donnait un résultat complet sur la
2-torsion, mais sa démonstration est lacunaire (celle de KZC K3 ), et THOM a

remarqué, il y a quelques années, au cours d'une conversation, qu'un tel résultat
ne pouvait étre correct.

Récemment, WALL ([11], [12)) a calculé la 2-torsion ; il obtient la structure
compldte de {2 s et d'autres résultats. Il retrouve d'ailleurs et utilise une
partie de [6].

Cet exposé s'appuie surtout sur [12].

1. La suite exacte de Wall.

Soit MY une variété, éventuellement a bord. Soit wl € Hl M ,~§2) sa premiére
clasgse de Stiefel-Whitney, et soit va-t c M? une sous-variété qui représente
L (par dualité de Poincaré). On obtient V en prenant une application f de
classe C® de M dans un espace projectif réel PN R (de haute dimension N ) ,
qui envoie la classe non-nulle de H1 (PN R ; Z2) dans Wl 5 on peut supposer f
transversalement réguligre ([9], I, n° 3-4) sur un hyperplan Py RCPyR
et on prend V = f-l (PN-l R) . Par définition de V 1le nombre d'intersection d'un
chemin fermé s dans M avec V est 1 mod 2 si et seulement si s renverse
l'orientation de M . Ceci montre que M -V est orientable, et V aussi (de

l'orientation induite).

Soient maintenant M , M' des variétés fermées cobordantes, et soit B une
variété de bord M + (- M') . Si VC M, V'C M représentent Wl ™ , wl(w)
on peut choisir la variété C C B qui représente wl (B) de telle maniére que
CNANM=V, CNM =V' (on peut étendre & tout B 1'application donnée
MUM P R ). Ceci montre que, au signe prés, les classes de cobordisme [V]_ ,
[V']ﬂ sont égales. Mais on va voirque 2[V]ﬂ =0 ; le signe ne jouera donc pas

de réle, et on aura éfini un homomorphisme.
1.1 D, —Q D[M] =(V .
(1.1) Rog Sy s D0 = V)

Supposons que wl (M) provienne d'une classe entiére (voir 1l'Appendice pour le cas

général). Alors l'application

f:M—aPNR

qui donne V peut €tre choisie comme application
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STRUCTURE DE L'ANNEAU DE COBORDISME £2

M—>P R=S

et V comme contre-image d'un point, donc avec fibré normal trivial dans M .

Si maintenant on coupe M suivant V on obtient une variété orientable de

bora I 2v, e q F. D

Désignons par mq le sous-groupe de ‘ﬂ;q qui se compose des éléments [M]m' ,

telsque Wl(M) provienned'une classe entiere, et soit

1. : £l amM] . = [v
1'homomorphisme qu'on vient de définir. Enfin, soit T : 0L =% 1'homomorphisme

qui fait oublier 1'orientation ; il est clair que
r(ﬂq)Cmq .
1.3. THEOREME. - La suite :
el 2,0 Ty Y 2, ,
B! ‘n’q J‘mq 'Qq-l 'Qq—l
est exacte.

DEMONSTRATION. - L'exactitude de ) 2 §) —%» R, fut annoncée dans [6] ;

une démonstration se trouve dans [2].

Prenons maintenant la suite

Nous avons déja vu que 2d = 0 . D'autre part, si BY est une variété orientée
de bord ZVq—l on obtient une variété fermée MY en recollant les deux exemplai-
res V dubord de B ; sa classe W, (M) est entidre, et est représentée par
VCM,

Reste & voir ltexactitude de
n -, 4,0 .
q q q-1

I1 est clair que d or =0 . Soient alors Md , Vq"1 comme ci-dessus, et 1l
une variété orientée de bord V . Soit T un voisinage tubulaire de V dans M ;
puisque le fibré normal de V est trivial ona T =V x I , ou I est le segmamt
[~ L, 1] . Formons la somme topologique M x I + L x I et identifions chaque
point de T x 1 € M x 1 avec le point correspondant de V x IC L x I « On obtient
une variété B dont le bord consiste en M x (~1) ¥ M et une variété orientable
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A. DOLD

M = (M=T) x 1v L x bord(I) =M=T) x1UL x (-1)wLx1

(I1 faut, bien entendu, "arrondir les angles" & V x (~ 1) , V x 1 ; voir

MIINOR, [5] ) Done [M]_ = r[M']
’ (0 N ’ C. Q. Fo D
IxL
IxV
Mx1
Pt N [

MxI

T x (- 1)

1.4. PROPOSITION. - Y0 = gmq ‘est_une sous-algdbre de L.
qQ

PREUVE. - La classe W, d'une variété produit est donnée par la formule de
Whitney :

Wl(MxM') =W1(M)®l +1®w1(M') .

Cette classe est donc entidre si Wl M et wl(M') le sont,
C. Q. Fa D.

1.5, REMARQUE. - WALL dans [12] commence par établir une partie de (1.3) seule-
ment ; cette partie lui sert pour démontrer ses théorémes principaux, dont (1.3)
est une simple conséquence.

Les méthodes de ROKHLIN ([6]) permettent d'améliorer (1.3) ; dans 1'Appendice,
on expliquera comment elles conduisent 3 une suite exacte plus riche.

2. Structure de ])3 .

Un des outils principaux de WALL est 1'homomorphisme composé
é T
.1 LI — .
(2-2) a1, N1 — MW g
Soit W= (a; , a5 5 «e0 ar) une partition de q - 1 et soit

W =W W eee Wa
a4 & P
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STRUCTURE DE L'ANNEAU DE COBORDISME (2

le mondme en classes de Stiefel-Whitney qui lui correspond.
2.2. IEME. - W, , @)D = LW W, XD, xe’mq .
PREUVE. - Sodent i : V&1< M3 comme avant. Alors Wj W) =i* Wj (M) parce
que le fibré normak est trivial, donc
< Wey s VD = (W, ,wlﬂM) puisque V est dual & W1

KW, UW, , M > .

2.3. PROPOSITION. - d' : ¥} -1} est une dérivation.

La formule de Whitney

WM x M') =W(M) ®W(M')
et 2.2 permettent de vérifier que les nombres de Stiefel-Whitney de d'([M].[M!])
et de (d'[M]).[M'] + [M].d'[M'] sont égaux, donc ces éléments sont égaux
([9], corollaire IV.11).

On étudie maintenant quelques variétés particulidres dont on verra plus tard

qu'elles engendrent .
m
Soit Sm la sphére unité, Z xi =1, de R , et Pn C 1ltespace projectif
i=0
complexe avec coordonnées homogénes (z, , 2y 5 +o+ zn) . Soit P(m, n) 1la
variété obtenue en identifiant dans S™ x P C les points (x,2) et (-x, %)
( z = conjugué complexe). L'applivation (x , z) —x induit une fibration
P(m , n)—-;\Pm R ( = projectif réel), de fibre P, C . L'anneau de cohomologie

)

H'(P(m, n) , 2,

est celui du produit, i. e. il a deux générateurs c , d de dimension 1 , 2 et
les relations o™ =0, a™! =0 . La classe de Stiefel-Whitney est
WP@m ; n) = (1 + c)m(l +0 0+ d)n+1 (voir [1]).
Soit
T(x, 5 =e0 5 X)) = (xg 5 oo X 15 xm) .

Alors (x , 2)—(Tx , z) induit une involution A de P(m, n) . Si m+n
est impair et m >0 , P(m, n) est orientable et A renverse 1l'crientation,
donc 2[P(m , n)]f)_ =0 , et on peut faire la construction de 1.3 : soit

Q(m , n) la variété obtenue en identifient dans P(m , n) x [0 , 1] 1les points
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(p,0 et (A(p) , 1) (pour tout.m , n). L'application (p , t)—»t induit une
fibretion Q(m , n) —5' de fibre P(m , n) . La cohomologie additive

H*Qm , n) , EAZ) est celle du produit. Multiplicativement, on a trois générateurs :
x  (qui vient de la base st ), ¢ et d (qui se projettent sur les générateurs de
la fibre P(m , n) ) et les relations

(2.4) =0, ™M =cMx, a®t =0  ([12], lemma 4).

Le calcul de la classe de Stiefel-Whitney est analogue au cas P(m , n) ; par
récurrence sur n on obtient ([12], lemma 5)

(2.5) WQMm , n) = (L +c +x) (1 + c)m—1 1 +c+ d)m‘1 .

Considérons les wj y J=1,2, «.. , comme fonctions symétriques élémentaires
des variables ty 5 t5 5 «oo 5 de sorte que les polynémes en Wj sont précisément
les polynfmes symétriques en t ty 5 +es .« D'importance particuliére sont les
polynbmes

Sq:Zi:tg, q=1,2,...

On a ([9]) : pour tout q qui n¥est pas de la forme 25 - 1 , soit LY une variété
telle que <« S_, Lq > =1 (il existe de telles L ). Alors R est 1'algébre
des polynfmes en [Lq]‘m, y =2 4,4 ,5, ¢eo « Par exemple :

(2.6) {82 1 Pgq R =1 ([91, p. 80)
1) Sy s Vp ) =1, qf2E
o Vv =P -1,2"s) , s40 ([1],0)

2r (2s+1) -1

(2.8) <qu,M2q>:l,q;é2k

ot M =Q( -1,2%g)

, s£0 ([12], lemma 6)
2 (2s+1)

En particulier les éléments

k 2 _ 2
Xoq = [qu] » Xopu o = [VZq-1] , 92 et (ij) = [sz R]

q.-

sont algébriquement indépendants. Puisqu'ils sont contenus dans m (clair pour

M et V ; quant a P ; R]"z une comparaison des nombres de Stiefel-Whitney montre
2
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STRUCTURE DE L'ANNEAU DE COBORDISME 2
188-07

que P R xP R est cobordante & P C, qui est orientable ; voir (70, i1s
engendrent une sous-algébre polynomiale )" de M. Soit M'<c I 1e sous-groupe
ou s'annul.ent tous les nombres de Stiefel-Whitney qui contiennent le facteur

(”1)2 . I1 est clair que M (W, UW, =0 si W, est une classe entidre).
On va montrer que dim(ma) = dim(’njc‘l) , donc :

2.9. THEOREME. - M == . la dérivation d' est donnée par

4q! (qu) =X

A 2
2qe1 ? q# 2, d'(ij) =0 .

3. Conséquences de 2.9 . Structure de Af1.

3.1. LEMME.
(i) Ker(d')/Im(d') est 1'dlgébre polynomiale engendrée par les (}(2]‘)2 y Ou
encore par les [P2k cl .

(ii) Les nombres de Pontrjagin mod 2 sont nuls sur Im(d') , et ils caractéri-

sent les éléments de Ker(d!)/Im(d') .

DEMONSTRATION. - On doit calculer 1lthomologie de l'algeébre différentielle
(A , d') . Elle est le produit tensoriel des algebres différentielles suivantes :

\ n _ J .
a. algebre de polyndmes en qu , qu_l avec d' qu = X2_1 , a#£2 ; son

homologie est polynomiale de générateur (qu)2

b. algébre de polyndmes en (X j)2 , d' =0 .
2
La formule de Kiinneth pour 1l'homologie d'un produit tensoriel donne alors la pre~
miére moitié de 3.1 (i).

Les nombres de Pontrjagin annul ent la torsion de fol , donc aussi

In(@') =r(Im(d)) C r (toreion de L) . .

Les calculs de MILNOR ([3], XIII) impliquent qu'un polynéme en [sz CJ% ,
k=1,2, ... estnul si tous ses nombres de Pontrjagin mod 2 sont nuls. Ltalgéw
bre de polynfmes en ([PZk C est donc contenue dans Ker (d')/Im(d') s €t par

raison de dimension elle contiént tout.

3.2, COROLLAIRE. - Im(d') = r(torsion de £2) .

3.3. THEOREME. - I1 n'y a pas d%élément d'ordre 4 G SL.
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A. DOLD

DEMONSTRATION. - Soit c€fl, dlardre 2" , n maximal. D'aprés 3.2
r(c) =a'(c') =rd(c!) , donc r(c ~dc') =0 , donc ¢ - dc' = 2c* par 1.3.

Si n >1, onaurait 0 = 2° c"=2n'l(c-dc') =221 , parce que 2d =0 .

3.4. COROLLAIRE. - Ker(d) = Ker(d') ; la suite ﬂ—i-)w——d'-)m est exacte.

PREUVE: ~ Pour x € Ker(d') ona rdx =0, donc dx = 2y par 1.3, donc
0 =2dx =4y , d'od 2y =0 d'aprés 3.3 , c'est-a-dire Ker(d') < Ker(d) . L'autre
inclusion est triviale.

3.5. COROLLAIRE. - Beux variétés orientédes M? , M'? sont cobordantes si et seule-

ment si tous leurs nombres caractéristiques sont égaux.

PREUVE. - Si les nombres de Stiefel-Whitney sont égaux, r(x) =0 , ob
X = [M]Q - [M‘!Q ([9], corollaire IV.11), donc x = 2y . Si les nombres de
Pontrjagin sont égaux, x est de torsion ([9], corollaire IV.16 ). D'aprés MILNOR
([4] et [10]) il n'y a pas de torsion impaire, donc O = 2y = x d'aprés 3.3.

La structure de Q est maintenant connue : si TC (L est 1'idéal de torsion,

on a un isomorphisme multiplicatif

(3.6) r: T< In@d?) 3

puisque la structure de (W , d') est conmue, T est connu.

Le quotient f1/T est un anneau polynomial, fL/T =% [Y4 y Yg 5 Yoy eee]
([4] et [10]) ; 1le seul probldme pourrait &tre le type de l'extension. Mais r
induit des isomorphismes £l @ z, Y In(r) = Ker(d') , T2 Im(d")

2 2 ]

(3.7 (Q/1) @&, X Ker(d")/In(dY =~%2[x§ VXL X, .

4

H
il s'ensuit qu'on peut choisir les générateurs Y4 iQQ de telle fagon que
2
Ty =X en

Alors la multiplication est claire dans T et dans 32[ {YM.} |c£) , et le produit
de Y4i avec U € T = Im(d') est 1'élément
X2, U€ In(d') =T
2i - ¢
On peut aussi donner une description de {2 par générateurs et relations, ana-

logue a celle que E. THOMAS a donnéepour la cohomologie entiére de la grassmannien-
ne réelle.
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STRUCTURE DE L'ANNEAU DE COBORDISME 2

3.8. THEOREME. - Pour qu'une variété M soit cobordante a une variété orientable,
il faut et il suffit que tous les nombres de Stiefel-Whitney qui contiennent le

facteur Wl stanmulent sur M.

PREUVE. - La néc#ssité est claire. Si tous les Wy W, s'annulbnt sur M, [M]
est dans W' =17, et 2.2 montre que d'[M] =0 , donc [M] €Im(r) d'aprés 3.4.

4. Sur la démonstration de 2.9.

Rappelons la construction de Thom [9]. Sur 1l'espace classifiant B0 (n) du grou-
pe orthogonal on prend le fibré E de fibre R" qui est associé au fibré univer-
sel, et on dénote par MO(n) 1'espace obtenu de En en identifiant & un seul point

tous les vecteurs de longueur > 1 . On « alors 1'isomorphisme
° g ’,' .
T : %q _ Trmq(l‘o(n)) pour q <n

La cohomologie mod 2 de Bo (n) est 1'algebre des polynbmes en

W Wy y ey wn . L'inclusion

1272
i: B, (n) —3MO (n)
(c'est la section centrale de E ) applique H*(MO(n) , Z?.) isomorphiquement sur
AN
1'idéal de H'(MO(n) , 2 2) qui est engendré par L +(Pour les dimensions ¢ 2n ,
MA

on supposera n grand par rapport & q , mais on ne mentionnera plus cette hypo-

thése). Pour p>2 , H'(MO(n) , Z p) est trivial.
AN

Soit X €& ‘R)o et § : "% 5MO(n) une application qui lui cerrespond gar

1l'isomorphisme T . Alors
(4'1) <ww y XD = <§*(wnww) ,snﬂ>

pour tout nombre de Stiefel-Whitney W, .

THOM montre que H*(MO(n)) (op supprime les coefficients 32 2)) est un module
AN
libre sur 1l'algdbre de Steenrod A (jusqu'en dimension 2n ). Parce qu'il n'y a pas

de cohomologie pour les autres nombres premiers, ceci entrafne ([9] , théoréme II.6) qe

4.2) gy = m  (0(n) = Homy (MO (n)), Zdneq

(a g : s""95MO(n) correspond §* : HY (MO (n))— HPP3(s19) = Z, ) , ou encore
duale (sur }»2 ) & (H*(MO(n)) ®, Z.?;)n+q .
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A. DOLD

® .
Pour tout espace vectoriel gradué, positif, de type fini H = Z i , soit
1=0

PE) = > ain@rd).+l
i=0

sa série de Poincaré. On a P(H + H') = P(H) + P(H') et P(H®H') =P(H) P(H') .
Par exemple :

(4.3) P(4) =ﬁ(1 2y
J‘:

@ pEeoE) = TTu-H7
J=

((8], n° 19)

I1 s'ensuit de (4.3) que pour un module libre F sur A on a
® J_ -1
(4.5)  P(Hom, (F ,2,)) =PF®, 2,) =PE.TTQ -t*7}
A pove) A w2 j=1

en particulier

(4+6) PR) = TT @ -4)7!
j1
Revenons maintenant au groupe MYI'C R, . D'aprés (4.1) c'est le sous-groupe de

Hom, (H* (M0 (n) , ,?MZ) qui annule tous les W wi' ¥, , donc

(4.7) 3 = Hom, (0 B (B, ()N, W B (B, ) 0 22 ng

Par un raisonnement délicat de type [9], page 40 et suivantes, que je ne repro-
duirai pas ici, WALL ([12]) montre :

4.8. LEOE. - W_W> " (8, (x)) ©stun facteur direct du A-module

W H*(BO (n)) = H* (MO (n)) .
Parce que H'(MO(n)) est libre,
2
W Wy HY (B, @)
et
L Ly ®p (n))/wn wf B By (n))

sont libres (d'ailleurs, WALL démontre 4.8 en construisant une base de. H* (MO (n)) ,
. 2 % .
dont une partie engendre Wn Wl H (B0 (n)) ). On a donc
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STRUCTURE DE L'ANNEAU DE COBORDISME £2
* 2 _,n iy-1 N+ _ 4t
P(W_ H (}3o(n)/wn W E By () =t TTa - &Y < TTa - )
:tnTT(l —'bl)—l 9
if2

et, d'aprés (4.7) et (4.5)
4.9) PW') = [T a-tHt .

i;é.?.k

if2t-1

Mais ceci est aussi la série de Poincaré de TJ" , et parce que IP"c '

il s'ensuit " =R .

5. Appendice : la suite exacte de Rokhlin.

Soit MY une variété, va-! e M une sous-variété qui représente LA (M) . Nous
ne supposerons plus, comme au paragraphe 1, que Wl (M) soit entiére. Alors le
fibré normal V de V dans M peut &tre non trivial, et si 1'on coupe M sui-
vant V on obtient une variété de bord disons V , qui n'est plus, en général,
égale a 2V. Mais, en tous cas, ¥V sera un revétement 3 deux feuillets de V ,
donc cobordante & 2V ([2]), et on a ZEVJ_Q = 0 ; 1l'homomorphisme D de (1.1)

est donc défini sur tout R, .

Prenons maintenant une sous-variété A9 c Vq-1 qui représente la classe
Wl(\l) du fibré normal. Comme dans le cas de V ceci peut se faire aussi pour
les variétés & bord, ce qui montre que la classe de cobordisme [A] est déter-

minée par celle de M ; on obtient un homomorphisme :

(5.1 DU s sy, > DUM) = [a] .

5424 TEEORJEIME. ~ La suite :

. r. D+D" 240 r
> ﬂq > ‘g‘('q —> ﬂq-l + Q-2 — ﬂq-l —y

est exacte.
5.3. COROLIAIRE. - I = Ker (D") , la suite (1.3) est donc contenue dans (5.2).

DEMONSTRATION de (5.3). - IL est clair que X € Ker(D') . Soit maintenant
X€R: et D'X = 0 . Puisque, aussi, 20X = O il existe X'€M tel que
DX = dX' =DX' , donc (D +D") (X -X') =0, donc X -X'€ In()cHy ,
d'ou XE€X .
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DEMONSTRATION de (5.2).

5.4 LEME. - Soit Y une variété orientée, ™ley? une sous-variété connexe

(non orientée), et supposons [Y]ﬂ =0, [X =0 . Il existe alors une varié-

1
¢ de bord Y qui contient une sous-variété Bnc Cm'1 de

té orientée
bord X .

DEMONSTRATION de (5.4) . - Soit B® arbitraire de bord X . Le fibré normal
de X dans Y n'est autre que le fibré associé au fibré tangent de X ( g& O(n)
opére par dét(g) sur Rl) ; autrement le voisinage de X dans Y ne pourrait
8tre orientable. Le fibré § admet donc une extension ["—B a tout B, telle
que F est orientable. Soit E 1l'espace des vecteurs de r‘ de longueur <1 ;
E est orientsble et est fibré en segments sur B ; la partie E!' sur X = 0B
est égale au voisinage tubulaire T de X dans Y . Formons maintenant la somme
topologique Y x I +E et identifions chaque point de T x 1 C Y x 1 avec le
point correspondant de E!' C E (voir la figure). On obtient une variété C! dont
le bord consiste en Y x (-1) = Y , et une variété orientable Y' = (Y - T) x 1 UE",
ou EM contient les vecteurs de longueur 1 de E . De plus, C' contient
B=XxI\V(vecteurs O de E) , de bord X x (~1) =X , et B ne rencontre
pas Y' . Prenons finalement une variété orientable C" de bord Y' et attachons-la

suivant Y' & C' ; ceci donne la variété cherchée C .

B
/ E|
Y x1 ‘
~
Y x1I

X x (- 1)

Démontrons maintenant l'exactitude de
r D4+D? .
AN > y 13 .

- - . R g-1
si M ’ ye L ’ ad 2 sont comme avant, si A est un bord, disons de BY ’
et V est un bord orienté de €% , alors M est cobordante & une variété orien-

table. On peut supposer A et V comnexes (autrement, on joint les composantes
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par des tubes) ; le lemme (5.4) donne alors B CC , bord(B) = A €V = bord(C) .
Soit K le fibré de base C , de fibre R , dont la classe W, est représentée
par la sous-variété B . La classe Wl de la restriction & V est représentée

par A ; cette restriction est donc égale au fibré normal de V dans M . Soit E
ltespace des vecteursde ¥ de longueur £ 1 ; il est fibré en segments sur C , et

la partie sur V est égale au voisinage tubulaire T de V dans M . Comme dans
la démonstration de (5.4) on peut attacher E & M x I suivant T x 1 . On obtient
une variété L dont le bord consiste en M x (- 1) et une variété orientable
(rappeler que les vecteurs de longueur 1 de E forment un revétement & deux feuil-

lets de C ; c'est donc orienteble),
Ce Qo F. D-

Remarquons que ceci et (1.3) suffisent déja pour démontrer (5.3).

Montrons maintenant que D" :%q-—)qu_z est surjectif. L'exactitude de

D+D"
n22 0 250
sera alors évidente, moyennant (5.3) et (1.3). Puisqu'on sait déja que

Q230 I3y T est exact, ceci achévera la démonstration.
Soit A%® une variété et soit M3i— a97% le ribré assowié au fibré tangent

de A , de fibre P2 R ol le groupe O(n) opére comme suit

(545) g(xo y %) x2) = (dét(g X, s X x2) 5 %5 les coordonnées homogénes

des points de P2 R .

1}

M est une variété, et on va voir que D"[M] = [A] . Considérons d'abord la droite
X, =0 de P R . Elle est invariante sous 1'opération de O(n) , et définit donc
un sous-fibré V37! ¢ M . V est une variété orientable parce qu'un chemin fer=-
mé s de A renverse ltorientation de la fibre de V si et seulement si s ren-
verse l'orientation de A . Un argument analogue montre qu'on peut orienter M -V
de telle fagon que les deux orientations induites dans V soient les mfmes. Ceci

montre que V représente W, (M) (d'ou [V]_()_ =D[M]%).

Prenons maintenant dans P2 R un champ de vecteurs normaux a X = 0, comme il
est indiqué dans la figure (on doit x1=0
identifier les points diamétralement x =0
o

opposés au bord de la figure-disque pour
obtenir P, R )« Ce champ de vecteurs a

—
—
—
—
-—o')ucc'-- cox -~ O
une seule singularité, pour Xy = 0, et -
il est invariant sous 1l'opération de O(n) .

I1 définit donc un champ de vecteurs
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" normaux (ou transversaux) & V , dont les singularités (de type ordinaire) sont

situées sur la section de M-2A , définie par X, = 0= Xy o Cette sous-variété,
équivalente & A , représente donc la classe W, du fibré normal de V dans M,

C. Qo Fo Ds

Remarquons que cette construction définit un homomorphisme tP : 'ﬂf/q_z —-)ﬂtq
tel que D"(f =id .

(1]
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