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Séminaire BOURBAKI

12¢ année, 1959/60, n° 187
Décembre 1959

FORMES ET ESPACES DE DIRICHLET

par Jacques DENY

1. Rappel concernant les formes hermitiennes fermées.

Soit H un espace hilbertien complexe.

DEFINITION 1. - Une forme hermitienne positive D est dite fermée si elle est
définie sur une variété lindaire V partout dense dans H , et si 1l'espace abte-

nu en munissant V du produit scalaire

(u,v)V=D(u,v)4-(u,v)

est complet.
Dans cette définition, (u , v) désigne le produit scalaire dans H , et

D(u , v) la valeur de la forme sesqui-linéaire associée 2 D .

Pseudo-laplacien. - Soit D une forme hermitienne positive fermée (h. p« f.),
de domaine V . A certains éléments f eV on peut associer un élément AfgH

(unique) tel que :
(1) D(f , v) = (Af , v) pour tout veV .
L'opérateur lindaire f-—» Af est autoadjoint positif, en général non borné. Son

domaine @(/A) est partout dense dans H et dans V (pour les topologies res-
pectives). On 1'appellera pseudo-laplacien associé & la forme D .

Réciproquement, tout opérateur autoadjoint positif sur H est le pseudo-laplacien

associé 2 une forme h. p. f. bien déterminée.

Semi-groupe associé & D .-L'opposé du pseudo-laplacien /\ est le générateur
infinitésimal d'un semi-groupe fortement continu d'opérateurs hemmitiens positifs

bornés A, = exp (- tA) , vérifiant

t
A5+t:AsAt (s et t>0)
lagll € 1
lim A u=u (uel)
40
lin 2(r - 4, £) = Af (£ed(N)) .
0
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Inversement, soit un semi-groupe fortement continu d'opérateurs hermitiens po-
sitifs A, , de nomme I At” & 1 . Introduisons les formes hermitiennes positives
"approchées"

Dt(u) :-%l—(u -hgu, u)

qui sont définies sur H tout entier. Alors :

IEMME 1. - Pour tout u€H , 1lim Dt(u) existe, finie ou non. L'ensemble des
t40
feH pour lesquels

D(f) = lim D, (f) <@
40
est le domaine de définition d'une forme h. p. f. admettant le semi-groupe des

A

4 pour semi-groupe associé.

Propriétés extremales des résolvantes. - Les résolvantes Ry= (1 +'>\/\)-1 du

semi-groupe At peuvent étre définies directement : si f€H » Ry f est l'uni-

que élément de V qui rend minimum 1'expression
A 2
aff(u) =AD(u) + Ju - fff .

Ces opérateurs R‘)\ sont hermitiens positifs, de norme ¢ 1 . Rappelons encore
la formule

(2) Ay = klimm(ﬁi)k (t > 0) .
k

Cas d'une forme définie positive. - Pour que D soit définie positive, il faut

et il suffit que le pseudo-laplacien associé /\ soit inversible. Pour cela il
faut et il suffit qu'on ait ]GD(At f, f) dt <® pour un ensemble d'éléments f
0

partout dense dans H . Lorsqu'il en est ainsi 1'inverse & de /A est un opéra-
teur hermitien positif, en général non borné, qu'on appellera le noyau associé.

A son tour, G est le pseudo-laplacien d'une forme hermitienne fermée définie
positive E . Le domaine W de E est l'ensemble des éléments geH satisfai-

sant 3

@
(3) E(g) = J'O(At g, g dt <@

ou encore 2

_ [
(4) E(g) gu‘% —D—(%)—— ® .
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La forme E sera appelée "forme-énergie", les éléments de V "potentiels d'éner-
gie finie", ceux de W "distributions d'énergie finie".

Cette terminologie est justifiée, car, dans le cas H = L2(Rn) ) A=-0O0
( A = laplacien ordinaire), on retrouve le schéma classique de la théorie des
potentiels newtoniens d'énergie finie : G est le noyau newtonien, V est 1l'en-
semble des potentiels d'énergie finie de carré sommable, W est 1'ensemble des
distributions d'énergie finie de carré sommablee

D(u) = ]lgrad u(x)|? ax , E(g) = JG(x sy ¥) g(x) EG) dx dy .

A noter que les espaces hilbertiens obtenus en complétant V et W par les nor-
mes respectives (D(u))l/ 2 et (E(g))l/ 2 he sont des espaces de distributions

(de Schwartz) que si n ) 3.

2. Mesures sous-markoviennes.

On se donne une fois pour toutes un espace localement compact X , déngmbrable
3 1'infini, et une mesure de Radon positive E{ sur X .Onpose H=1L (;) .

DEFINITION 2. - Un opérateur linéaire A défini sur H est dit sous-markovien
s'il transforme toute fonction f&H & valeurs réelles comprises entre 0 et 1

en une fonction de méme nature.

DEFINITION 3. - Une mesure positive of définie sur 1'espace produit X x X
est dite sous-markovienne (relativement 2 la mesure § ) si sa projection sur
X est majorée par & .

D*aprés LEBESGUE-NIKODYM, il existe une fonction réelle localement sommable
a, 0ga(x) €1, définie sur X , telle que la projection de o« sur X soit
a f .

LEMME 2. - Pour que l'opérateur hermitien A sur H soit sous-markovien, il

faut et il suffit qu'il existe une mesure positive symétrique o gur X x X qui
soit sous-markovienne relativement a g » et _telle gue

ur, o = f 260 T6T actx , )

pour tout couple f , geH .

La démonstration est facile.
I1 en résulte que tout opérateur hermitien sous-markovien est de norme £1.

Les semi-groupes d'opérateurs hermitiens sous-markoviens joueront un rdle impor-
tant dans la théorie des formes et espaces de Dirichlet. in cas bien connu et
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particulidrement intéressant est celui ou X = R*, g est la mesure de Lebesgue,

le semi-groupe étant constitué par des opérateurs de convolution
At f= '% » f ’

ou les Hi sont des mesures positives, symétriques (par rapport & ll'origine), de
masse totale €1 ;

Pour que 1'opérateur - <M soit le générateur infinitésimal d'un tel semi-groupe,
il faut et il suffit qu'il soit prolongement autoadjoint d'un opérateur défini sur
1'ensemble des fonctions qui sont de carré sommable ainsi que leurs dérivées du se-

cond ordre par :
(5) - Af(x) = - cf(x) + Z?a.. Gty (x) + f[f(x +y) - £(x)] dae(y)
1 ij 5;(.1 &j

ou C est une constante 0 , les a; . les coefficients d'une forme quadratique
%0 , et ¢ une mesure positive symétrique définie sur R - {O} , de masse totale

finie hors tout voisinage de O , telle enfin que

‘fl |2 do(y) <o .
o<lylet
Rappelons encore que les transformées de Fourier des mesures He sont des fonc~-
tions de la forme exp (- t\’/), ou ¥ o transformée de Fourier de la distribution
-/\., est une fonction "définie négative" au sens de BEURLING. Ceci est valable dans
le cas d'un groupe abélien localement compact quelconque X (E‘ = mesure de Haar).
La fonction v est dite fonction caractéristique du semi-groupe P't . On vérifiera

sans peine le lemme suivant:

LEMME 3. - Si (/ est la fonction caractéristique d'un semi-groupe de mesures

positives s;zrmétriques tLt sur le groupe abélien localement compact X , on a, pour
toute feL™(X) :

ay|R a -
%33 —(f -ppr et f) 27 f[f'(X)] \{/‘(x) ax

que cette expression soit finie ou non ( f désigne la transformée de Fourier de f ).

3. Formes de Dirichlet.

N

DEFINITIOM 4. - Soient u et v deux fonctions & valeurs complexes, définies sur

l'espace X . On dit que v est une contraction normale de u si
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[v(x) | € |u(=) ] pour tout x e X
IlV(X) - V(Y)l £ [u(x) - u(y)l pour tout couple x , yeX .
Pour que Vv soit une contraction normale de u , il faut et il suffit qu'il

existe une contraction normale T du plan complexe E‘ (applicgtion de E, dans
C diminuant les distances et conservant l'origine) telle que v(x) = Tu(x) pour

tout xeX .

DEFINITION 5. - On appelle forme de Dirichlet relative a la mesure § toute
forme hermmitienne positive définie sur une variété lindaire V partout dense

dans H = L2(§) , et telle que :
(i) La forme D est fermée,
(ii) Toute fonction v qui est une contraction normale d'une fonction ueV est

dans V,et ona D(v) <D(u) .

La terminologie est due & 1'intégrale de Dirichlet classique (voir fin du para-

graphe 1). Autres exemples :

2
D(u) = Nu”H (avec V=H) H
D(u) = ﬂlu(x) - u(y)l2 sin~? B—g—y—]- dx dy ,

1 Y
avec X = T" , V = ensemble des u dont les coefficients de Fourier c, vérifient

> n|cn|2 < ® (intégrale de Douglas), etc.

On va voir que la recherche des formes de Dirichlet relatives & la mesure §
< s . . 2,
se ramene & celle des semi-groupes sous-markoviens sur L (f) . Pour cela les

outils essentiels sont la notion de mesure sous-markovienne et le lemme suivant :

LEMME 4. - Soit D une forme de Dirichlet, de pseudo-laplacien associé A ; les
opérateurs R7\ = (I +AN) -1 et A, = exp(- t/\) sont sous-markoviens.

Soit en effet T une contraction ncrmale de @ s et f€ L2(§) telle que
Tf = f . Posons

‘}f(u) =AD(u) + [j - fl|2 (uev) .
D'aprés (ii) et 1'hypothése f = Tf , on a

N '
‘I’g (TR, £) =AD(TR_ ).+ [TR_ £ - [P ¢ AD(R, £) + Ir, £ - £R= ??,(Rﬂf )

A N A

D'ou TRAI‘ = R>\f » d'aprés la propriété extrémale de R?\f (voir paragraphe 1).
Prenant alors pour T la contraction qui consiste & projeter tout point ‘Se C
A

sur 1'intervalle [0 , 1] de 1'axe réel, on est ramené a la définition des
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opérateurs sous-markoviens. Les R:\ étant sous-markoviens, il en est de méme des

A s d'aprés la formule (2).

THEOREME 1. - Soit D une forme de Dirichlet relatlve 3 f ; il existe un semi-
groupe d'opérateurs At sous-markoviens sur H = L ('y) possédant la propriété

suivante : le domaine V gg_ D est l'ensemble des fonctions feH pour lesquel-

les les formes approchées

D () = (£ -4, £, 1) =—i—{f£1 -2, @] 1£1% a3 () + 3 [f1260 - 201 e o

ont une valeur bornée supérieurement (t » 0) , et on a D(f) = 1lim D (f)
20

Inversement, étant donné un semi-groupe d'opérateurs sous-markoviens sur H ,

1'ensemble V des f@H pour lesquelles les valeurs des formes approchées D,
sont bornées est le domaine d'une forme de Dirichlet D , définie par

D(f) = lim D, (£) .
t20

Dans ]l'expression intégrale de Dt(f) s cﬁ; désigne la mesure sous-markovienne

sur
t

X (voir le paragraphe 2). La premiére partie de 1'énoncé résulte aisément des lem-

sur X x X associée & At y et ay est la densité de la projection de o

mes 1, 2 et 4. Pour établir la seconde, on observera que les formes approchées Dt

sont des formes de Dirichlet, ce qui est évident d'aprés leur expression intégrale.

On obtiendra une expression plus explicite de la forme D si on connait le géné-
rateur infinitésimal du semi-groupe At . On se contentera ici de quelques indica-

tions sur un cas particulier important :

DEFINITION 6. - Une forme de Dirichlet D est dite sgéciale si X est un groupe
localement compact, la mesure de Haar, enfin D est invariante par les trans-
lations de X (d'une fagon précise : si f@V il en est de méme de ses translatées
U, f pour tout x€X, et ona D(U £f) = D(f) , ;1;3 D(U, £ - £) =0).

Lorsqu'il en est ainsi, le pseudo-laplacien J/\ associé 2 D permute avec les

translations ; il en est de méme des opérateurs At = exp (- tA) , qui sont des

opérateurs de convolution par des mesures de Radon positives symétriques sur X .

Dans le cas X = R® , les formules (1) et (5) conduisent immédiatement & 1'expres-

sion cherchée :

2 oF '
D(f) = ﬂfl2u+ Ta laf - +%,ﬂlf(x+y) -1®)% aoty) ax
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valable pour tout f de carré sommable ainsi que ses dérivées du premier ordre

(ces fonctions sont partout denses dans le domaine de D) ; les nombres C et

35 et la mesure @~ satisfont aux conditions énoncées au paragraphe 2.

i
La transformation de Fourier permet de présenter ce résultat sous une autre

forme, ayant le double avantage d'8tre valable dans le cas d'un groupe abélien

quelconque, et de mettre en évidence le domaine V de D :

THEOREME 2. - Soit D une forme de Dirichlet spéciale sur le groupe abélien

localement compact X , de domaine V . Il existe une fonction définie négative
L}

sur le groupe dual X telle que les éléments de V soient les fonctions

u€L2(X) dont la transformée de Fourier 4 est de carré sommable par rapport 2

\V , etona
b = [la@I? p@ a

Inversement toute fonction définie négative \’/ sur X définit, par cette rela-

tion, une forme de Dirichlet spéciale sur X .

C'est une conséquence facile du théoréme 1 et du lemme 3.

4. Espaces de Dirichlet.

Soit X wun espace localement compact dénombrable a 1'infini, § une mesure de
Radon positive sur X .

DEFINITION 7. - On appelle espace de Dirichlet relativement 2 la mesure tout
espace hilbertien complet D dont les éléments sont des classes de fonctions loca-
lement sommables pour la mesure § s les axiomes suivants étant vérifiés :

a. Dl’\L2 est dense dans D et dans L2 = L2(§) .
b. Si X est un compact de X , il existe une constante A(K) < ® telle que

Jlutol a¥60 < am) Il
pour toute fonction u€D .
c. S u est dans D et si v est une contraction normale de u , on a :
ved et vl glu] .
Dans cette définition ”u” désigne la norme dans D ; deux fonctions égaies

presque partout (pour la mesure } ) définissent le méme élément de D .

D'aprés (a) et (c) la forme hermitienne définie positive fermée D(u) = "u"z
est une forme de Dirichlet sur V = DA L2 ; mais inversement toute forme de Dirichlet
méme définie positive, ne donne pas naissance a un espace de Dirichlet (par com-

plétion du domaine V ) ; en effet :
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THEOREME 3. - Soit D une forme de Dirichlet définie positive, de domaine V .
Pour que 1'espace hilbertien V s complété de V pour la norme (D(u))l/2 s 50it
un espace de Dirichlet, il faut et il suffit que, pour toute fonction \{ mesu-
rable bornée 2 support compact, on ait

@D
Jo (At‘f’ \,?)L2 dt < @ ,

les At constituant le semi-groupe d'opérateurs sous-markoviens associé a la for-

_rrED.

DEMONSTRATION sommaire. - Supposons que v soit un espace de Dirichlet ; si xf
est mesurable bornée a support compact, il existe d'aprés (b) un élément uy de

v (appelé "potentiel engendré par \e") tel que

(u, u‘f) = fu\(‘) dg pour tout uev .

/£ yasf
i g e

ce qui exprime que \f est une distribution d'énergie finie (voir fin du paragra-
phe 1) E(\f) = “u‘fﬂz (formule (4)). On a donc, d'apres (3) :

f((.;(At \f),\f)Lz dt:E(\f) <o .

®
Supposons inversement g (A \f s \f) dt < ® pour toute kf mesurable bornée
ot

On a donc :

a support compact. Ces Lf étant partout deilses dans L2 » la forme D est défi-
nie positive (voir paragraphe 1). L'espace V , obtenu par complétion de V pour
la norme associée, est un espace de fonctions localement sommables vérifiant (a)
et (b), car si u, est une suite de Cauchy d'éléments de V , on a, d'aprés (3)
et (4)

- 2 ©
U<un+P - un)‘f dr' < D(un+p - uﬂ)jo (At \f"‘f)Lz de

pour toutes les \.f du type précédent, ce qui entraine que u ~ converge faiblement
dans L1 (K) pour tout compact K . Reste & prouver (c) pour toute u€&V (on sait
seulement que (c) est vérifié pour les u de V , qui est dense dans V)) ; ony

parvient par un passage a la limite qu'on ne détaillera pas ici.

Noyau associé 2 un espace de Dirichlet. - L'énergie mutuelle (forme sesqui-li-

néaire associée 2 la forme dénergie) de deux fonctions f et g mesurables bornées
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support compact est, d'aprés (3) :

E(f ) g) = jw(At £, g)L2 dt = ;:[fff(x) W d‘xt(x ’ Y).-l dt
0

ou th est la mesure sous-markovienne associée 2 At (voir le paragraphe 2) ;

d'ou 1'existence de 1'intégrale =€ =
0

Cette mesure ¢ définie sur X x X est symétrique, positive et de type posi-
tif ; sa projection sur X est absolument continue par rapport a g . On appe-~

lera ¢ le noyau associé & 1'espace de Dirichlet.

Ce noyau permet de domnner une autre expression, d'aspect plus familier, pour
1'énergie d'une f mesurable bornée 2 support compact et pour le "potentiel®
(voir la démonstratioh du théoréme 3) :

E(£) -fff(:d TGT dxe(x , ¥)
uglx) = [2y) & % (x5 y)

Up

la derniére formule signifiant que u est la densité (par rapport 2 § ) de 1la
projection sur X de la mesure f(y) M(x , y) .

Espaces de Dirichlet spéciaux. - Il est intéressant d'avoir des critéres permet-

tant de reconnaitre si la condition du théoréme 3 est satisfaite. Lorsque D est
une forme de Dirichlet spéciale sur un groupe abélien localement compact X , (voir
définition 6), une condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est

que 1l'inverse de la fonction caractéristique W du semi-groupe dgs mesures ""t

(voir paragraphe 2) soit intégrable sur tout compact.

Cela résulte facilement de la formule

fD (b w5 ), at = [8)|2 4o
’ T("‘)— )

valable pour toute u(L (X) , les deux membres étant simultanément finis ou in-
finis.

Les espaces de Dirichlet correspondants sont dits spéciaux. Au noyau associé
x (sur X x X ) correspond alors un noyau de convolution K sur X : c'est la
mesure positive dont la transformée de Fourier est la fonction p051t1ve de type
positif 1/\,/ . La forme-énergie devient alors E(f) = tr K + £ » f s et le poten-
tiel u, est la densité de la mesure K * f ( f mesurable bornde 2 support com-

b
pact).
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Dans le cas de la forme de Dirichlet classique sur o (voir fin du paragraphe

- a2 . .
1), on a ql(x) = ]x! ; i1 ne lui correspond un espace de Dirichlet que si n> 2 .

NOTES et REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES.

Pour la notion de forme hermitienne positive fermée, voir par exemple :

FRIEDRICHS (Kurt). - Spektraltheorie halbbeschrankter Operatoren und Anwendung
auf die Spektralzerlegung von Differentialoperatoren, Math. Annalen, t. 109,

1934, p. 465-487.
La plupart des résultats du n° 1 sont des conséquences faciles, et d'ailleurs bien

connues, du théoréme de décomposition spectrale relatif aux opérateurs auto-adjoints
non bornés.

La formule (5) est équivalente a celle de Lévy-Kolmogorov-Khintchine concernant
les lois de probabilités indéfiniment divisibles (dans le cas symétrique). Elle
a été étendue récemment aux groupes de Lie par G. HUNT :
HUNT (G. A.). - Semi-groupe of measures on Lie groups, Trans. Amer. math. Soc.,
t. 81, 1956, p. 264-273.
La détermination "explicite" du générateur infinitésimal du semi-groupe sous-
markovien le plus général est un probléme trés difficile si on ne fait pas quelques
hypothéses de régularité. Voir a ce sujet (avec une définition de 1l'adjectif
"markovien" plus classique que celle du texte) les travaux de W. FELLER et de
Jacques NEVEU (références dans la thése de NEVEU) :

NEVEU (Jacques). - Etude des semi-groupes de Markov. - University of Califor-
nia Press, 1958 (Thése Sc. math. Paris. 1955).

Un¢ fonction continue W définie sur un groupe dbélien localement compact X

est dite "définie négative" si les formes hermitiennes

n -—
2 )j—;[‘l’(xi) (SR CREI RN F e

i
sont positives, quels que soient les xi()( (i=1,2, .. ,n; n=1,2, eed)e
Voir & ce sujet :

DENY (Jacques). - Les deux aspects de la théorie du potentiel, Séminaire
Bourbaki, t. 9, 1956/57, n°® 148.

DENY (Jacques). - Sur les espaces de Dirichlet, Séminaire Brelot-Choquet :
Théorie du potentiel, t. 1, 1957, n°® 5.
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Dans ces exposés, on s'était surtout attaché a la détermination des espaces de
Dirichlet spéciaux (voir fin du n° 4), ce qu'on avait obtenu d'une fagon trés
différente, utilisant des méthodes de théorie du potentiel (principe des conden-
sateurs). A noter qu'on avait edopté une définition des espaces de Dirichlet
généraux légérement différente de celle du texte, 1l'espace ¢ (x) remplagant
1'espace L2(§) dans l'axiome (a) de la définition 7, ce qui est une condition
plus forte. Un tel espace peut &tre appelé espace de Dirichlet "régulier”., Tout

espace de Dirichlet spécial est d'ailleurs régulier.

Les seules publications concernant les espaces de Dirichlet (notion qui, on le
reppelle est due & BEURLING) sont :
BEURLING (4,) et DENY (J.). - Espaces de Dirichlet, I : Le cas élementaire,
Acta Math., t. 99, 1958, p. 203-224.

BEURLING (A.) et DENY (J.). - Dirichlet spaces, Proc. nat. Acad. Sc. U. S. A.,
t. 45; 1959, p. 208-215.

La présente rédaction reproduit deux exposés faits au Séminaire de Théorie du
potentiel (11 et 18 mars 1959) et un exposé fait au Séminaire Bourbaki (5 décem-
bre 1959).
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