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Séiminaire BOURBAKI
(Mai 1959)

CORPS LOCAUX ET ISOGENIES

par Jean-Pierre SERRE

On sait que 1l'on peut associer a toute variété algébrique V un systéme projectif
de groupes algébriques commutatifs de telle sorte que tout revétement abélien de V
soit image réciproque d'une isogénie d'un de ces groupes. Lorsque V est une courbe
définie sur un corps fini k , ce résultat, joint & la détermination des k-isogénies,
conduit tout de suite aux théorémes dits "du corps de classes". C'est la méthode de
LANG ( [5], voir aussi [6] , Chap. VI).

Nous allons voir que la méme méthode s'applique au cas local (et aussi bien en

inégale caractéristique) : si K est un corps complet pour une valuation discréte,

et de corps des restes k algébriquement clos, les extensions abéliennes de K cor-

respondent biunivoquement aux isogénies du groupe des unités de K , ce dernier groupe
étant considéré comme limite projective de k-groupes algébriques (cfe n° 4 , théoréme

2). le cas d'un corps des restes fini ("corps de classes local") se ramene facilement

au précédent (cf. H® 7).

1. Structure de groupe slgébrique sur le groupe des unités.

[Les résultats résumés ci-dessous sont dus & M. GREENBERG (non publié)] .

Soit d'abord M un anneau d'Artin local, de corps des restes k algébriquement

clos ; si k est de caractéristique zéro, on choisit un relévement k —3» M, et

M devient un espace vectoriel de dimension finie sur k , donc se trouve muni auto-
matiquement d'une structure de variété algébrique sur k . Si k est de caractéris-
tique p # 0, soit Wn(k) 1'anneau des vecteurs de Witt de longueur n sur k ;

si n est assez grand, an peut relever wn(k) —> k en un homomorphisme Hn(k) -3 M
qui fait de M un wn(k)—module de type fini. En tant que module, M est isomorphe
2 une somme directe de modules W (k) , n, £n; comme chacun des W - (k) a une
structure naturelle de variété alggbrique sur k , on peut transporter thte structure
a M, et la structure ainsi obtenue ne dépend pas du choix de l'isomorphisme

M—y T W (k) choisi.

i
Dans tous les cas, on a donc une structure de variété algébrique sur M , d'ailleurs

isomorphe & celle de l'espace affine de dimension égale & la longueur de M,
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L'addition et la multiplication sont des morphismes pour cette structure ; les
unités de M forment un ouvert Uy de M, et la structure induite sur Uy
fait de UM un groupe.algébrique. Ce groupe est produit du groupe multiplicatif
Gm (les "représentants multiplicatifs") par le groupe UM(I) des éléments

congrus & 1 , groupe qui est unipotent.

Si N est quotient de M, le groupe <UN est quotient du groupe UM .

Soit maintenant X wun corps complet pour une valuation discréte v., soit
A 1'anneau de la valuation, et soit YY\ son idéal maximal. Soit U = 4 = M\
le groupe des unités de A , et soit U(n) =1+ wm” . L'amneau Al est
un anneau d'Artin, dont le groupe des unités s'identifie au quotient U/U(n) H
en appliquant ce qui précéde, on obtient donc une structure de groupe algébrique
sur U/U(n) , et U est limite projective des groupes U/U(n) « Lo quotient

U/U(l) n'est autre que le groupe multiplicatif Gm « Pour n» 1, le quotient
g () y(nel)

s'identifie au groupe additif Ga 3 de fagon précise, soit T{ une
uniformisante, et faisons correspondre & tout a €A 1la classe de 1 + ap

dans U(n)/U(n+1) ; par passage au quotient on obtient un morphisme bijectif

o, :+ o —uylHd)

qui n'est pas un isomorphisme en général : c'est une isogénie radicielle de
degré p* , avec i = [2] , ©=v(p) étant l'indice de ramification absolu
de K.

2. Groupes gquasi-algébriques et graoupes proalgébriques.

Les groupes algébriques commutatifs forment une catégorie additive qui n'est
pas abélienne (sauf en caractéristique zéro) , et ol les produits infinis

n'existent pas. On va remédier successivement & ces deux @#éfauts :

a. Groupes gquasi-algébrigues. Soit G un groupe ; nous dirons que deux

structures de groupes algébriques T1 , T2 sur G sont ¢quivalentes s'il existe

une structure T, telle que G —>Gp et GT ~> G, soient des morphismes. Un
3 T1 3 2 .T3

groupe G , muni d'une classe de structures de groupe algébrique pour la re-

lation d'équivalence ci-dessus, est un groupe quasi-algébrique. Si G et G!

sont deux tels groupes, un morphisme f : G —) G' est un homomorphisme dont
le graphe est fermé dans G x G' . On a ainsi défini une catégorie qui est

abélienne (lorsqu'on se borne aux groupes commutatifs}.
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b. Groupes proalgébriques. Pour simplifier, on se borne au cas des groupes
commutatifs. Un groupe proalgébrique G est un groupe muni d'une famille S
dd sous-groupes, et pour tout H € 8 , d'une structure de groupe quasi-algébrique

sur G/H . On suppose vérifiées les trois conditions suivantes 3

i, HeS et H'€ S entrafnent HN H' € S ; les applications
G/(HNH') —> G/H et G/(H AH') —> G/H' sont des morphismes.

ji, Si HES etsi G'DH, ona G'€E S siet seulement si G' est
image réciproque d'un sous-groupe fermé de G/H .

iii. L'application canonique de G dans la limite projective des groupes
G/H -est bijective.

Si G et G!' sont deux tels groupes, un morphisme f ;3 G —p G' st
un homomorphisme tel que H'€ S' entrafne £ (') € S, et que l'application
G/f—l(H') —> G'/H' soit un morphisme de groupes quasi-algébriques.

On obtient ainsi une catégorie abélienne, ol 1l'on peut définir produits et
limites projectives ; de plus, le foncteur limite projective est un foncteur

exact ; l'axiome AB-5" de GROTHENDIECK [2] est vérifié. Cette catégorie a

d'autres propriétés agréables ; par exemple, elle posséde un cogénérateur et

suffisamment d'objets projectifs.

3. Le groupe fondamental d'un groupe proalgébrique.

Soit G wj groupe proalgébrique ; nous dirons que G est connexe (resp. que

G est de dimension zéro) si G/H est connexe (resp. fini) pour tout HE S .

Tout groupe proalgébrique G contient un plus grand sous-groupe cdonnexe Go H
le quotient .NB(G) = G/G0 est de dimension zéro. (Noter qu'un groupe proalgébrique

de dimension zéro s'identifie & un groupe abélien compact totalement discontinu).

Un groupe proalgébrique connexe G est dit simplement connexe s'il ne posséde

aucune "isogénie" non triviale, c'est-a-dire si une suite exacte

O3 N —3G' —~>G~—>0, avec G' connexe, dim(N) =0,
entrafne N =0 .

Pour tout groupe proalgébrique G 11 existe un groupe simplement connexe

G , et un homomorphisme

f: G — G
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tels que Ker(f) et Coker(f) soient de dimension zéro, ce qui entrafne
d'ailleurs Coker(f) = T\;(G) . le couple (G , £) est unique, & un isomorphisme
unique prés ; on pose 3

Ker(f) = ’x‘l’l(G) .

Les groupes G , '5"0((}) » Ty (G) sont des foncteurs en G . On voit tout de suite
¥

que G et fTO(G‘) sont exacts & droite ; en fait :

7 .~ -
THEOREME 1, - le foncteur G est exact.

(Il revient au méme de dire que le foncteur 01"1 (G) est.exact & gauche, ou
encore, que 8i 0 -3 G!' —» G —> G" —> 0 est une suite exacte de groupes
proalgébriques, elle donne naissance & une suite exacte 3

0> %@ =76 =T 6" =T G —% () — T G") —>0 .

On aurait pl également définir les ”\Ti(G) , 1% 0, comme les satellites
gauches du foncteur TKO(G) , et le théoréme 1 signifie que 'JT'i(G) = 0 pour
iy2].

La démonstration est compliquée. On se raméne & montrer que, si G' est un
sous-groupe connexe d'un groupe connexe G , 1'homomorphisme G') =—> T 1 (&)
est injectif, Si N est un groupe fini quelconque, on vérifie que

Hcm("f(l(G) , N) = Ext(G, N) ,

avec les notations de [6] , Chapitre VII ; en utilisant alors certaines pro-
priétés des Ext (potamment le dernier théoréme de [6] ) , la structure des
groupes unipotents ( [6] , Chapitre VII , paragraphe 2) , et le calcul des

Ext(W_, N) , on artive au résultat ...
n

4, Enoncé du théoreme.

Nous reprenons les hypotheses et les notations de n® 1 : K, v, k, «es
4 cela prés que nous notons UK le groupe des unités de K ; nous munissons
U, de la structure de groupe proalgébrique limite projective des structures

K
de groupes algébriques des quotients UK/UK(n .

Soit IL/K une extension galoisienne finie, de groupe de Galois g ; on sait

que Hig s L¥) = 0 pour tout q¢ E‘ . La suite exacte :

(») 0—+UL—)L*—)§-—)O
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montre alors que H3(g , U) s'identifie a H¥'(g, 2) . Pour q=0, cela
signifie que tout élément de Uy est norme d'un élément de Up, 5 ce qui est
facile i vérifier directement (cf. par exemple [3]) . Si I désigne le noyau

de la norme N , on a donc une suite exacte 3

N
(%) 0 —» I U, — U —0.
De plus, N est un morphisme du groupe proalgébrique UL dans le groupe
proalgébrique UK . Soit Io le sous-groupe de I engendré par les
s(u)/u, s¢ g, ué€ U ; ona:

G Y1, =8, 0) =@, 2) =ek ,

o ~on

en désignant par g' le groupe des commutateurs de g . En particulier, I/Io
est un groupe fini, et comme Io est connexe (car image d'un groupe connexe),
on en conclut que Io est la composante connexe de I et que T%(I) = I/Io
s'identifie & g/g' .

La suite exacte d'homotopie attachée & la suite exacte (#») donne alors un
homomorphisme surjectif 7V1(Uk) ~ g/g' .

Prenant g abélien, et passent & la limite sur L, on obtient fibalement

un homomorphisme surjectif
0 : 11’1(UK) —> A(K) ,

ou A(K) désigne le groupe de Galois de l'extension abélienne maximale de X .

THEOREME 2. - L'homomorphisme © : K (U) —> A(K) est mn isomorphisme.

En d'autres termes, on vient de voir que toute extension abélienne fournit
une isogénie 0 —) g —» UL/Io —> Uy —» 0, et le théoréme 2 affirme
que 1l'on obtient ainsi toutes les isogénies (connexes) de Uy o Ie théoréme 2

est donc essentiellement un théoréme d'existence ; nous donnerons au n° 6 des

indications sur sa démonstration.

5. Relations avec la ramifigation supérieure.

Soit L/K une extension galoisienne de groupe de Galois g , et soit J¢ une
uniformisante de K . Si x » 0, soit 8y le sous-groupe de g formé des
s &g tels que v(1 - s@)/I) > x ; les g, sont les groupes de ramification

de g . B8i h est un sous-groupe de g , on a h = gx(\ h .
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A partir des g, » on définit une fonction y = ¢ (x) , définie pour x 20,
continue, linéaire par morceaux, et telle que :

i. \P(O) =0,
ii. \P‘g(x) = (g : gx)_1 (1a notation Lp'g désignant la dérivée 3 gauche),

La fonction inverse x = q)(y) est encore lindaire par morceaux ; il est clair

que x € ﬂ entrafne y € N . On peut renuméroter les g, en définissant
g’ = 8, chaque fols que y = (P(x) . S1 h est un quotient de g, h’' est

image de g” (théoreme de Herbrand, cf. [3], [4]) .
La fionction \P est reliée & 1'application norme : U, — Uy par le théoreme

suivant, dd & Hasse [3] (au langage prés) :

! \
THEBREME 3, - Pour tout entier n» 1, ona M
\y(n)+l
NUL

- Ué"”) ; 1'application
( +1 (n) /. (n+1)
N UIfV n) /UI:T(“) C— Mt

est une isogénie dont le noyau s'identifie & g n)/g (n)+1 3 le facteur

séparable du degré de cette isogénie est égal a \Vd/g n) = Y'd(n)/ly'g(n) .

Le théoréme précédent donne des renseignements sur les isogénies "partielles"
au~-dessus des quotients U}({n)/Uéml) ; on en déduit notamment que le degré

re 13 » K3 . I 3 } ’ .
(séparable) de l'isogénie UL/Io - Uy divise le prOdUltW v d/g(n) , N

entier. Mais on a vu au n® 4 que, lorsque g est abélien, ce degré est égal

4 l'ordre de g , c'est-a-dire au produit W‘V'd/g(y) s ¥ Téel ) 0. Onen
conclut :

/ \
THEOKEME 4, -~ Lorsque L/K est une extension abélienne, on a \‘,'d/g(y) =1

si y n'est pas entier.

Autrement dit, si r est un entier tel que g, £e le nombre réel

T+l ?
n= \y(r) est un entier.

On obtient tout aussi facilement :

LN
THEOREME 5. - Si 1l'on filtre le groupe ‘Wl (UK) par ses SouS=-groupes

‘3"1 (U(n)) , €t le groupe de Galois A(K) = ][lm g par ses sous-groupes

AK)? = En gn , l'isomorphisme 6 : ‘Tl'l (UK) —> A(X) transforme la premiére

filtration en la seconde.
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[Dans la terminologie classique, le théoréme 5 est la détermination du con~
dicteur & partir de la ramification supérieure ; le théoréme § exprime que le
conducteur d'Artih est entier (dans le cas abélien, mais on passe de 13 au cas

géhéral par le théoréme de Brauer) ] .

6. Démonstration du théoréme 2.

Elle est analogue & la démonstration donnée par WHAPLES [7] pour le théoréme

d'existence du corps de classes local.
11 suffira de montrer que, pour tout groupe fini N , 1l'homomorphisme

0¥ : Hom(A(K) , N) —> Hom(7(, (U) , N)

est surjectif, Par dévissage, on se raméne au cas ol N est cyclique d'ordre
premier f ; si € n'est pas égal & la caractéristique de k , c'est facile
(extensions "tamely ramified"). On va donc supposer que k est de caractéristique
p, et que N= Z/pZ . Pour abréger, on dcrit H(U) au lieu de Hom(ﬁf () , N) .

(n)) ;

Notons d'abord que H(U ) est réunion des sous—groupes croissants H(U /U
on va montrer par récurrence sur n que H(UK/UK )) est contenu dans l'lmage
de o , le cas n =1 étant trivial. Pour passer d¢ n a n+l , on utilise

le suite exacte :
1
(1) 0—y 1O /M) —5 nw o)) 5 uE o)
Posons, comme au n® 2 , e = v(p) , et soit k = BgT .e.. Distinguons quatre
cas 3

i. nek et (p,n) =

Soit & EUg ; 1l'équation x - x = a. W™ est irréductible sur K , et
définit une extension abélienne L/K dont le groupe de Galois s'identifie a
N = Z/pZ (ef. WHAPIES, [7], proposition 17) ; elle définit donc un &lément

x, € mm(6*) . Un calcul explicite montre que x € H(U(n+l ) et permet de
determlner l'image de x_ dans H(U(n)/U(n+1)) = H(G ) comme le groupe H(Ga)

est facile & expliciter,onpeutvérifierqus tout element non nul de H(Ga)

est obtenu ainsi, et il en résulte bien que Im(8*) contient H(Uén+1)) .

ii. n<k et p divise n .

Posons n = pm ; on veérifie par calcul direct que a —) ap définit par
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passage au quotient un homomorphisme surjectif

» s Uém)/uén+1) —_ Uﬁ?)/U§n+1)

dont le noyau est connexe. Considérons alors le diagramme commutatif

H(UK/Uéml)) 2 H(Uén)/Uéml))

t“*l C
H(UK/Uén+1)) _f{;_) H(Uém)/Uén*l)) ,

oh p et g sont les homomorphismes transposés des inclusions, et ou vf
est le transposé de a —3 aP . I1 est clair que ‘#” = 0 . Comme le noyau de A
est connexe, A est injectif, et il en résulte que

_ (n+1) (n)
p=0, et HEU "y =HU™) .
iii. n> k.
On raisonne comme dans (ii) , en posant m=n - e .

(iv) n =k (ceci n'est possible que si K contient une racine p-eme de
1'unite).

On montre, par un raisonnement analogue & ceux de (ii) et (dii) que 1'image
(
de H(UK/UI({n+l)) dans H(u,((n)/u}:,“‘“l) a au plus p éléments. D'autre part,
1'équation xP =% = 0 fournit un élément de Im(6”) , dont on vérifie qu'il

est dans H(UK/U§H+1)) et que son image dans H(U(n)/U(n+1)

X K ) n'est pas nulle.

D'ou le résultat cherché.

REMARQUE. - Dans le cas d'égale caractéristique, on peut donner une démonstration

beaucoup plus directe du théordme 2 , analogue & celle de la théorie de Lang.

7. Raccord avec le corps de classes local.

On suppose maintenant que le corps des restes k de K est un corps finl &
q ¢éléments ; soit F la cléture algébrique de k . Soit %nr le complété
de l'extension non ramifiée maximale de K , et soit Unr(K) son groupe des
unités. le corps des restes de Knr est F , on peut donc appliquer les ré-
sultats du numéro précédent & ce corps. En outre, une construction analogue

s

3 celle du numéro 1 permet de munir les groupes Unr(K)/Unr(Ksn) d'une structure
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de k-groupe algébriqg, dont les points rationnels sur k ne sont autres que

les éléments de UK/UIEn) .

Si L/K est une extension abélienne totalement ramifiée, 1'isogénie déduite
de N : Unr(L) --)Unr(K) est définie sur k , et abélienne sur k . Or ,
lorsque l'on & une isogénie f : G' —> G définie sur k , et de noyau g
formé de points rationnels sur k , on peut définir (LANG) un isomorphisme
Gl/(}'k —> g aumoyen de la substitution de Frobenius : si x € Gk y on lui
fait correspondre 1'élément s ¢ g tel que f(x') = x entrafne x%-xt=s.
On obtient donc ici un isomorphisme f : UK/NULA g ; on le prolonge en
un isomorphisme de K'/NL* sur g en posant f£fr) = 0 si 9T est une unifor=-

misente de K qui est norme dans L .

L'isomorphisme £ : K*/NL* —> g que nous venons de définir colncide au
signe prés (cf. DWORK [1], théorémel) avec celui de la théorie du corps de
classes local ; sa définition met en évidence ses propriétés de fagon trés

commode .

[Tout ceci s'applique aussi lorsqu'on suppose seulement que k est un corps

quasi~finid .
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