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Séminaire BOURBAKI
(Mai 1959)

EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

par Jacques-Louis LIONS

1. = Le probléme usuel.

On donne un ouvert Sl de R" ;5 X € i} ; t désigne le temps ; on cherche un
vecteur

u(x,t)= (ul(x,t) FOPPTI un(x,t)) , x€f2 , te[0,7] , T fini ou infini,

‘solution de

(1.1) %-\)Au +¥ w D u=f- ?-1 grad p ,
(1.2) > Dyu =0,
i
(1.3) u(x,0) = a(x) = (ak(x)) donné,
(1.4) u(x,t) = 0 si x¢ I® = frontidre de L .,

Dans ces équations, on a posé :
D; =3/, 5 Du=(Dy) ;
u désigne le vecteur vitesse, » > 0 la viscosité, P 1a masse spécifique,

f le champ de forces extérieures, p 1la pression. Si =g (probléme de
Cauchy) la condition (1.4) est remplacée par une condition de croissance a 1'infini,

On veut démontrer que le probléme ci-dessus, une fois posé de facon canvenable,
et avec des hypothéses convenables sur les données, admet une solution unique.

On y arrivera dans uno certaine mesure ...

Les mémoires fondamentaux sont ceux de LERAY [ 6], [7], [8] . Les contributions
ultérieures les plus importantes sont celles de HOPF [2] , puis de KISELEV [3],
de KISELEV-IADYZENSKAJA [47] et de LADYZENSKAJA [5].

Plan de l'exposé. - On introduit d'abord des espaces fonctionnels qui sont
essentiels pour la résolution du probléme. On introduit ensuite divers types de
solutions faibles, dont on démontre, lorsque c'est possible, 1l'unicité, puis

1'existence.
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J-L. LIONS

2. - Quelques espaces fonctionnels.

Toutes les fonctions utilisées sont réelles.

Sur un ouvert S\ quelconque de RP , on des:.gne par H1 (ﬂ) 1'espace des
(classes de) fonctions u € L (Q) avec D, u €12 (-Q-) i=1, ..., n (déri-

vées distributions sur 4L ) ; muni de la norme

el gy = (f, Qal? o 5 1o, wi®) a2

c'est un espace de Hilbert.

On désigne par Hé(ﬁ) 1'adhérence dans HY (1) au sous-espace (JQ(f2) des
fonctions indéfinimnt différentiables & support compact dans fL . C'est le sous-
espace de (.0-) formé des fonctions "nulles au bord" (on peut donner un sens

précis & cette phrase). Si J1 = r" (plus généralement si Gﬁ est polaire)
rha) = HO (L)

les deux lemmes qui suivent sont essentiels pour la suite. Ce sont des variantes
des inégalités et des méthodes de SOBOLEV [10] et de GAGLIARDO [1] . Le lemme 2.1
est donné dans LADYZENSKAJA (5], selon une idée de GELFAND (cas particulier de
GAGLIARDO),

LEMME 2.1, - On suppose n =2 ; pour tout u ¢ @(R ), ona

(2.1) f4 dx <2 (f dx)(f(grad w)? dx) .

DEMONSTRATION. = Comme u (x) ‘g udiu dxi on a
-®
+ 00
2 \
W) g2 v () on v (xy) = lul Dy ul ax; ,

-0
et 1l'inégalité analogue en échangeant les indices 1 et 2 . D'ou :

J.u4 ax ¢ 4(fv1(x2) dxz)(fvz(xl) dxl)

d'oh (2.1) en appliquant Cauchy-Schwarz.

COROLLAIRE 2.1, - ) étant un ouvert quelconque de R> , ona:

Hé e t (£}) algébriquement et topologiquement.

COROLIAIRE 2.2. - L'inégalité (2.1) est vraie pour tout u GH(I)(H) R
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EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

0 quelconque dans R .

LEMME 2.,2. - Pour tout uéG:)(RB) , n=3, ona:
(2.2) J‘u4 ax ¢k (| ax) /2 (f(grad w? a)¥?

ol 1'on peut prendre k, = 29 373 -1/2 . (Remarque : il ne serait pas sans intérét

d'obtenir 1a meilleure constante possible dans (2.2)) .

DEMONSTRATION. - Soit { dens 0®) , w ) =sup, 1P| ; onas:
1

[y 00? e, ax, fl\{»l In,gl ax < 2 (ﬁW 02 (fIngl1?/? &

alors

fl«le f Wp Wy Wy dx < (cf. GAGLIARDO [1])TT (f dx, dxk)l/z
_ 5 6 6
< T]22 (f19% a0 (flni«plm ¥/ =

2219 /2 TTfIogl¥? a0
d'ol

Jigp? e < 2 REAZI Y

4/3

On applique cette inégalité avec l{) = |ul (ce qui est loisible) et un

calcul facile donne le résultat.

On déduit d'abord de ce lemme que Hy (ﬂ-) clL (-Q) ; mais il n'est pas difficile
par la méme méthode de démontrer que H (-Q-) c1f (1) . Ensuite

COROLLIAIRE 2,3, - L'inégalité (2.2) est vraie pour tout u ¢ Hy (D.) , n ouvert

quelconque de R3 .

Des inégalités (2.1) et (2.2) on déduit immédiatement le

LEMME 2.3, - Pour tout € > 0, il existe une constante c(€) (indépendante de
) telle que

2 1/2
(2.3) ||uHL4(ﬂ) ¢ & (j.;I (grad u) dx)/ + c(&) ”uHLz(ﬂ) ’
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J-L. LIONS

pour tout u £ Hfl)(.ﬂ.) 3 1a dimension n est 2 ou 3 .
(I1 n'est évidemment pas difficile de préciser c¢(¢)) .
7
COMPIEMENTS, ~ Les inégalités (2.1) et (2.2) conduisent naturellement au pro-

bléme suivant : si Sl est un ouvert de R , est-il possible de trouver ™« et

B» 0, X+ B =2, avec

(R.4) J; ot ax < cf j;luz dx)u( (‘[(\1 (grad u)2 dx)ﬁ , pour tout u € Hé(ﬂ) .

Si une telle inégalité est vraie, alors 1'inégalité analogue est vraie en rem-
plagant {L par une boule contenue dans {1 ; la propriété étant invariante par
translation, on voit donc que (2.4) aura lieu pour {L = boule de centre O ’
derrayon a . Considérons alors

ut(x) = exp(~ t|x|) - exp(- ta) , t> 0;

les fonctions u,  sont dans H(l)(ﬂ-) et on vérifie facilement ceci :

4 _ -n 2 ~n 2 -n+2 .
Lutdx_o(t ), fluth_o(t ),ﬂl(gradut) ax = 0(t™*) {3
de sorte que (2.4) n'est possible que si n g 2 ,3 .

L'inégalité (2.4) est d'autant plus avantageuse que /3 est petit, d'ou les

conclusions

si n=2, (resp. n = 3) , la meilleure inégalité possible est (2.1), (resp.

(2.2)) , (ce qui ne signifie pas que les constantes y sont les meilleures
possibles) ; si ny 4, il n'y a aucune inégalité du type (2.4) ; enfin si n = 4 ’

le raisonnement ci-dessus montre que s'il y a une inégalité du type (2.4) ce ne
peut étre qu'avec B = 2 ; 1'inégalité. correspondante est vraie : c'est le lemme
de Sobolev,

On introduit maintenant les espaces fonctionnels utiles dans le probléme de

Navier-Stokes.
Espace Ho - H = (L2(~n-))n .
Si f = (fi) , g= (gi) , On pose @
= /2,
(f’g) =Z (fi’gi)Lz(_n_) ’ Ifl = (f’f) H

i=1

évidemment, H est un espace de Hilbert,
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Espace V, - C'est l'adhérence dans (Hé(ﬂ))n du sous-espace des u =(ui) R
tels que :

—

(245) u; est deux fols continument différentiable dans 2 , & support compact
dans .Q, nulle au bord ;

(2.6) PIRA u; = 0.

Muni de la norme ||ul IV induite par la norme sur (Htl)(ﬂ))n , c'est un espace de
Hilbert.

Pour u,v dans V nous poserons :

@7)  (gv) =§ J{‘ T omgoviax o full = (@
i

J
Attention : ||u|| n'est donc pas la norme dans V ; c'est ume norme, équivalente

ounon & ||u] IV , selon fl (voir plus loin).
REMARQUES.
1) V n'est pas dense dans H (a cause de (2.6)).
2) V est un sous-espace de l'espace des u ¢ (Hcl)(-Q))n tels que D, u, =0

on peut voir dans de nombreux ces que V coincide avec cet espace, mais je ne

sais pas si cela est vrail avec 0 quelconque.

3. = Solutions faibles,

Toutes les fonctions intervenant dans le probléme sont désormais considérées

comme des fonctions de t & valeurs dans des espaces variés (en x) .

Si u est solution du probleme (1.1) ... (1.4) et si % est une fonction
"réguliere” de x et de t , vérifiant :

(3.1) ¥y D, ¢ai=o R ¢(x,t)=o si xel™ ,

on aura
T

(3.2) g (@@, ¢+ Vww , ¢} ats
o |

+f T w0 u)d axats= f (£(t) , ¢(t)) at
N x(0,T) . 0

o
(avec les notations du n 2 5 par ailleurs u' = Dt u) » Sans oublier les conditions
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(1.2) , (1.3), (1.4) .

On tiendra compte de (1.2) et (1.4) , dans un sens généralisé, si .l'on impose

4 u d'Stre & valeurs dans V , et de la méme fagon on tient compte de (3.1) si
1'on impose a § d'étre 3 valeurs dans V .

Par ailleurs le terme non linéaire dans (3.2) conduit & l'introduction de la

forme trilinéaire :

(.3) blaw) =57 [ w0 vy ax s
ik VL

pour simplifier le langage et 1'écriture, on posera :

(3.4) = Q)

4

la forme (3.3) est continue sur v xL , et par conséquent, d'aprés les

remarques du n® 2 , la forme (3.3) est continue sur VxV xV , si ng4.

LEME 34l1e - Pour w,v,w€V, n<4, ona:

(3.5) b(u,v,w) + b(u,w,v) =0,
donc
(3.6) b(u,v,v) = 0 .

Immédiat par intégration par partie (loisible) et (2.6).
De 1'inégalité de iolder (2 trois facteurs) et de (3.5) on déduit :

. s VoW é u W ’
(3.7) lo(u, v, <k, | |L4 el | lL4

<k

>

fal , Ivl , Ll
1.4 L4
le terme non lindaire dans (3.2) peut s'écrire, en utilisant (3.5)

T
- f bu(t) , ¢(t) , u(t)) dt , d'od le probléme suivent 2
0

2 1
Probléme faible associé au probléme usuel. - On cherche u & L7(0,T;V) ( ),
avec u' € L2(O,T;H) , tel que

(1) espaces des fonctions de carré sommable sur (0,T) & valeurs dans V .
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T
(mwj;{www,<ww)+¢umw,¢u»>-umw,¢uxuun}dt=

=STuu),¢&ndt,
0

pour tout § €1°(0,13V) , £ Stant domnée dans L*(0,T3H) , avec

(3.9) u(0) = a donné dans V ,

avec. la condition supplémentaire (KISELEV-LADYZENSKAJA) s

(3.10) u € L°°(O,T;L4) (sur toutcompact si T = m) ,
(pour des remarques sur cette condition, voir Compléments du n°4) .

Naturellement il faul vérifier que ce que l'on a écrit a un sens, donc deux

choses :

a)S‘ D ) u, dx dt =& un sens, en dimension n.< 3
Qe(o,1) ¥ P % ’ ’

avec les hypothéses faites sur u et ¢ , gréce a SOBOLEV ; donc si n3 4,

le probléme ci-dessus n'a pas de sens ; il faut changer d'espaces.

b) (3.9) a un sens, ce qui est vrai : u est continue & valeurs dans H .

Un probléme plus faible. -~ On intégre par parties en t dans le premier terme
de (3.8) ; ob est ainsi conduit & chercher u dans L2(0,T;V) , avec

(3.11) f:{- () , Q) +¥((a(®) , (1)) - vlu(t) , 1), ut) } at =

T
:fo (£(t) , $(t)) dt - (a, $(0)) ,

pour tout ¢ continue & valeurs dans V , ¢(T) =0 (ou C\D 4 support compact
en t, 8i T=w ), dP' étant dans L2(0,T;H) .

Les solutions de (3.11) sont essentiellement les solutions turbulentes de Leray.

On peut montrer l'existence d'une solution de ce probléme, en dimension n <4 ,
L'unicité n'est pas résolue. Moyennant des conditions supplémentaires, l'unicité
est démontrée par PRODI [9] , mais alors on ne sait plus si 1l'existence est

vraie ...

Des solutions plus faibles ont été considérées par HOPF, [2] .

4, - Unicité de la solution faible.

THEOREME 4.1, (KISELEV-LADYZENSKAJA [4] ). - En dimension n =2 ou3 , £l Stant
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un ouvert quelconque, le probléme faible admet au plus une solution.

/7
DEMONSTRATION. - Soient u et v deux solutions du probléeme faible ; posons
W=u-=~vV; alors

T
(4.1) fo f @, 6®) + 3 () , W) + biv(v) , (1), vie))
- b(u(t) , &(t) u(t))} dt=0,

avec

(4.2) w(0) = 0.

On choisit, ce qui est loisible, ct)(t) =u(t) si t<s, ®(t) =0 si t>s;
on déduit de (4.1) :

) 5 s 5 s :
(4.3) 5 lw)® + 9 . Hu(e)17 at = o PW®), W), ule)) at
d'ou en utilisant (3.7) :

1 2 s 2 s |
(4.4) 5 lw(e)|” + 9 . () ” at < X, go Iw(t)|L4 Hu(e) | lu(t)\L4 dt .

Mais |u(t)] 4 85t borné par hypothése ((3.10)) . Donc (les c; désignant des
L

constantes)

S S
@) P ol age (I, Hnwl] at.
0 0 L
On utilise maintenant le lemme 2.3 : le deuxiéme membre est majoré par
S 2 S
e Iv@1P s e© (1ol Hwwll et
d'ou aussitbt :
2 (® 2 ° 2
SO ML PR S TR

ce qui implique w=10,
Ce Qo Fo D,

Compléments.
THéORéME 4.2+ - En dimension 2 , il y a unicité des solutions faibles méme ne

vérifiant pas (3.10) (SL quelcongue).
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DEMONSTRATION, - Pas de changement jusqu'en (4.3) ; on en tire :
S S
2
@.6) 2 @12 o volZ et gi | w3 Huwl] e
2 0 2Jo 4

d'ou, avec (2.1)

S
el [ w2 ez ey vl @1 1ol o <

s 2 s 2 2
. at t (t)]]* at
< W2 [ vl at e o 7 1ww? s
d'ol en particulier
lw(s)|? c js e (8) ]2 |lu(e) |12 at
& S 0 ’

ce qui, ||u(t)||2 étant sommable, implique w= 0.

Cas de la dimension 3. - On déduit cette fois de (4.4) , en utilisant (2.2)

) S
@7)  Jw(e)]? +§0 ()12 at <céfo ey | /4 lawl , w174 as

On va en déduire :

/ N
THEOREME 4.3. - En dimension n =3, il y a unicité des solutions faibles

ou l'on rempleee (3.10) par la condition moins restrictive :

(4.8) u € 18(0,1;1% (8L gquelconque) .

(Ce théoréme (et des variantes de ce résultat) est dft & G. PRODI [9], par une
méthode différente).

DEMONSTRATION. - On utilise dans (4.7) 1'inégalité

~

wun”4hunﬁIWunW“< Elw@ 12 + c€) lww)]? ()8,
L
d'ol l'on déduit, par un choix convenable de §
s
(4.9) i) P o [ w2 Tawi®, e,
7 0 L4
ce qui avec (4.8) implique w =0 .

REMARQUE 4.1. - On ne sait pas si en dimension 3 on peut supprimer toute hypo-
thése du genre (4.8) .

"5 = Majorations a priori.

On donne maintemant une fonction u ayant les propriétés suivantes g
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(5¢.1) u est deux fois continlment différeptiable dans [0,7] a valeurs dans V ;

(5.2){pour tout v€V, t€[0,T], ona
(' (t),v) + D ((u(t), v)) - blu(t),v,u(t)) = (€&),v) ,

oi f est une fois continfiment différentiable & valeurs dans H , avec

(5.3) u(@) =aeVv.

Majorations du premier type. - On fait v = u(t) dans (5.2) , ce qui est loi-

sible, et d'aprés (3.6) élimine les termes non lindaires. Il vient

(5.4) 3 & @I @1 = £0),u)

Donec

> & w]* = lawl F& la@] £ 12@)] luw)]
d'ol
t
s lal <[ lrel 4o
Intégrant ensuite (5.4) de O & t, on en tire le lemme suivant :

IEMME 5.1. - 8i u vérifie (5.1) , (5.2) , (5.3) , ona :
T T
2 2 2 o s
S {lu(t)l + Hu@®]] } dt g e(lal ,yo l£(@)“ ae-) , T fini,
0
(o c(ek, B, ++.) désigne une quantité ne dépendant que de ,F, R
Majorations du deuxiéme type. - On dérive (5.2) en t, et on prend v = u'(t)

dans le résultat ; il vient :

(5:5) 3 7 @17+ Vlwr®)]1% = vl ©),ur(®),u(8)) + (€ (6),0' (1))

d'on

6.0 7 g @@ e xy @, Tl + e @] @l

v
Cas de la dimension 2 (LADYZENSKAJA [5] ). ~ Utilisant (2.1) dans (5.6) et

intégrant de 0 a t , il vient

lar ()12 - Ja (012 mﬁ o' @)]]? 4 &

t t
< 4k2j el a@ll el aov2{ le@)] la el 0 <
0 0
t t t
< 9 f HNare) |12 da‘+k3§ lar @12 1ue)|1? ao +2j lere) w Elee
0 0 0
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d'ou

t
(5.7) lat ()12 = lu*(0)]? +°f0 Hu @)]]? do <

¢ t
ékJo U@+ 0 g2 ar v [ oo

Etudions |u'(0)] ; on déduit de (5.2) et (5.3) que
(u'(0),v) = (£(0),v) - 9 ((a,v)) + bla,v,a) .

1
DEFINITION 5.1, - On désigne par (0. le complété de l'espace des fonctions

u :(u1 y eee s un) vérifiant (2.5) et (2.6) pour la norme

2
(5.8) Illulll = lull, + ¥ U - uj<x>|2dx) vz,
Ik,0 0 ke

Si maintenant a € (;l , on voit facilement que

(u'(0),v) = (£(0) + g,v)
g:\)Aa—Z Dk(aka)é H ; donc
k

(5.9) lut(0)] £ 1£(0) + gl
(L'hypothése a € (. n'est pas faite dans LADY2ENSKAJA [5] ; il me semble qu'il

s'agit d'un oubli).

On déduit alors de (5.7) :

t
lu' (£)|? < n(t) + g ¢(o-)h1'(rr)|2 dg
0

2 t 2
h(t):lf(0)+g| +k4 \fo @) as R

b = llawll®+1 , € ttom .
I1 en résulte :
2 t
el nw e[ b as)
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d'ou
T
2
lur ()1 = c(lllall, XO (2@ 1* + ler@)Hao) , t<T i,
De cette inégalité, de (5.7), et du lemme 5.1 , on déduit :

PROPOSITION 5.1. - On suppose que u vérifie (5.1) , (5.2) , (5.3) ; 1 est
un ouvert quelconque de R ; ae (O, f, £'¢€ L°(0,T;H) . Alors
T

T
fo{|u<t)|2 @) 2+ Jur ()12 llu'(t)llz} dtécmam,jo(lf("’)l2+lf'(“,“)|2)do‘

Cas de la dimension 3, - Lorsque n =3, on n'a pas de résultat aussi satisfaisant
v
que la proposition 5.1. Les résultats suivants sont dus & KICEIEV-LADYZENSKAJA [4]]
pour £ vornd (cos auteursn'ontpas (2.2), mais l'utilisation de (2.2), si elle

permet des démonstrations peut €tre un peu plus simples, nc semble pas (?)
conduire & des améliorations de ces résultats ; les demonstrations, trés techniques,
ne sont pas données ici)

PROPOSITION 5.2, - On suppose que u vérifie (5.1) , (5.2) , (5.3) ; {1 est un
ouvert quelconque de g’ , a & (. . I1 existe un nombre Ty = To(a,f';ﬂ,Q)

tel que

TO TO
jo {lumlz s @12+ a2 4 Hu'mllz%dt < c(lnalll,jo e @))%+ £ ()F) 0

PROPOSITION 5.3, - On suppose que u vérifie (5.1) , (5.2) , (5.3) ; Ll est

un ouvert de. R3 sur lequel les normes ||u|| et Hul IV sont équivalentes ;

a€e (b ; £ estungradient ; |u'(0)| est assez petit ; T = oo . Dans ces

conditions,

[ 7 { @I« @12 @l « @12 Fas g ediall)

REMARQUES .

1) Si BL{Y) dcsigne l'espace des distributions T sur {1 telles que
D,T € L2(.Q~) pour tout i , alors l'espace des grad. T, T € BL(§2) , est
fermé dans H ; soit grad, BL(JL) cet espace ; dire que f est un gradient
signifie que f est & valeurs dans grad, BLU)L) . On a alors (f(t),v) =0
pour tout v €V .,

2) les normes ||ul] et ||u||V sont équivalentes sur V si par exemple la

3

projection de fL sur une droite L convenable de R~ est bornée.
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6. - Théorémes d'existence.

I1 y a plusieurs méthodes possibles pour déduire les théoremes d'existence des
majorations du n°5 . La plus simple semble étre celle de FAEDO-GAIERKINE, que

1'on va donner.

On considéere une base q)l , q)2 y eee s L}}J , «-s de V formée de fonctions
ayant les propriétés (2.5) et (2.6).

On désigne par u"(t) :

(6.1) P =T gy, (0) Y

une solution approshée du probléme, caractérisée par le systeme différentiel

ordinaire du premier ordre, non linéaire :

(6.2) %‘Dt P, W)+ AP ®), W) - ), P =kw), ¢ )

=1, «eeym,

avec

(6.3) gin(o) = bLin )

ou les O(in vérifient

(6.4) lla - 1 O(in W —>0 lorsque n—> o .
i=1

Ceci définit les 8in (t) une fois continfment différentiables dans un intervalle

[O,Tn] s T,«T,etapriori T dépendant de n .
Dans 1l'intervalle [O,Tn] les majorations du n°5 sont valables (immédiat).
I1 résulte alors du lemme 5.1 que l'on peut prendre Tn =T quel que soit n .

On est en mesure maintenant de démontrer les théorémes qui suivent :

7 \ v
THEOREME 6.1 (IADYZENZKAJA [5] ). - On suppose que n = 2 ; £l est quelconque ;
on donne a dans (A, f,f'¢ LZ(O,T;H), T fini ou non. Le probléme faible

admet une solution unique.

THEOREME 6.2 (KISEIEV-LADYZENSKAJA [4], avec S1 borné). - On suppose que n =3 ;
Sl est quelconque ; on donne a dans G,, £,f' € L2(O,T;H) o 11 existe T, 70
tel que le probléme faible admet une solution unique dans (O,TO) « (Probléme :

peut-on prendre Tj = T ?) .

1 AY
THEOREME 6.3 (KISELEV-LADYZENSKAJA (4], avec L borné). - On suppose que n = 3;

Sl est (par exemple) d'épaisseur bornée dans une direction ; on donne a dans
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GL 3 f est un gradient, T = o . On suppose enfin que |u'(0)| est assez

petit (ceci est une condition sur a ) . le probléme faible admet une solution
unique.

Complément : la démonstration montre que u et u' sont dans oce.cas dans

2 .. R

L™(0, o;V) ce qui implique : ||u(t)]|v —> 0 lorsque t —> +0 .
DEMONSTRATION, - La démonstration des trois théorémes se fait simultanément ;

le théoreéme 6.1 repose sur la proposition 5.4, i=1, 2, 3,

I1 résulte de ces propositions que 1'on peut extraire de la suite u" une
suite W telle que w*—) w dans I°(0,T;V) faible, D, u* — W' dans
LZ(O,T;V) faible (remplacer T par Ty dans le cas du théoréme 6.2).

On va démontrer que w est la solution faible cherchée.

On note d'abord que u% (0) —> w(0) dans V faible ; comme d'aprés (6.3)
et (6.4) , u(0) —) a dans G ,onaz: w0 =a,

Par ailleurs w et w' é&tant dans L2(0,T;V) , W est continue & valeurs

dans V , ce qui implique en particulier (3.10) (cf. en outre le théoréme 4.2,
si n=2).

Le seul point non trivial est donc de vérifier que

T
(6.5) fo {(»«*(t),q»(t)) (e, $ ) - pluls), §le), w(e) ] av =

T
= So (£(6), P(t)) at

pour tout q) € L2(O,T;V) .

Considérons pour cela m fonctions LP‘](t) continues dans [0,T] (et nulles

pour t assez grand, si T =w) , et soit

m . .
(606) dw=-F pwyl .

J=1
On déduit de (6.2) que pour o » m

’

T
“"”go{@t a(t), $(6)) +3 (e (8), ) = b(* (0), dle), () ot =

= f dt
fo (£(£), (1))

pour 4) de la forme (6.6) .
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On a évidemment, lorsque ol —3 @ , T
T
SO (0, W(t), B (t))ar —> fo (' (t), P(t))at

et

T
T
§ <<u*<t>,¢<t>>>dt—>f (), d(t)))as .
0 0

Admettons un instant que

T T
(648) S b(u*(t), cp(t),u"‘(t))dt - 5 b(w(t), ?(t),w(t))dt .
0 0

On déduira alors de (6.7) que (6.5) a lieu pour tout 4) de la forme (6.6) , et
donc (les fonctions de cette forme étant dense dans L2(O,T;V)) pour tout

¢ € 12(0,mv) .

Reste donc uniquement & vérifier (6.8) . Il suffit de vérifier & cet effet que,
pour tout i et k,

ks

on u® (51) 0, P, (x,1)) uF(x,t) dx at —)

—)V{.(:).X(O,T) wk(x,t) (Dk C‘Di(x,t)) wi(x,t) dx dt .

5i T est infini, les L‘)j sont a4 support compact ; dans tous les cas les Wj
sont & support compact dans £ . Donc 1les intégrales ci~-dessus sont en fait
prises sur un compact de L x [0,T] . Comme D, ¢i(x,t) est continue sur ce
compact, soit K , il reste seulement a montrer que ui”(--) LA dans Lz(K)
fort. Or on sait que uX u{‘, + ui‘* sont bornés dans

L°€1x(0,T)), nulles au bord de £L . Dans ces conditions u;‘——) w, dans

’Dj j=1, «eo yn et D

L2(K) fortegt bien connu. les trois théorémes sont démontrés.,
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