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Séminaire BOURBAKI
(Mai 1959)

VECTEURS ANALYTIQUES

par Pisrre CARTIER

(d'aprés E. NELSON [7])

1, Historique.

C'est un résultat classique que toute représentation matricielle continue d'un
groupe de Lie G est analytique ; ce résultet est un cas particulier d'un résul-
tat général sur les homomorphismes de groupes de Lis. On sait de plus que
toute représentation matricielle du groupe G définit une représentation matri-
cielle de m8me degré de son algébre de Lie 5 et que celle-ci caractérise com~
plétement la représentation donnée de G ; réciproquement si G est connexe et

simplement connexe, toute représentation matricielle de o "gtintégre" en une
représentation ds G .

Lo cas des représentations linéaires de dimension infinie n'a été abordé que
plus récemment ; on est conduit pour toute représentation continue de G dans un
espace de Banach % 3 introduire les vecteurs différentiables ou analytiques ds
%6 . los premiers ont été introduits par GARDING [4] qui a montré qu'ils sont
partout denses dans <§b ; les seconds l'ont été par HARISH-CHANDRA [ 5] sous le nom
de "vecteurs bien-foutus" et ledit HARISH-CHANDRA a montré qu'ils étaient partout
denses pour une représentation irréductible d'un groupe semi-simple ; la démons-
tration utilise les thdorémes les plus profonds de la théorie des groupes semi-
simples et n'est pas facile. Elle a été simplifiée par DIXMIER et moi-méme qui
avons démontré dans [1] que les vecteurs analytiques sont partout dénses pourvu
que la représentation de G soit scalaire ou bornée sur un certain sous-groups

discret du centre de G .

Le probléme d'intégrer une représentation d'une algdbre de Lie en une représen-
tation du groupe n'a été abordé jusqu'a NELSON que dans des cas assez particu-
liers. Le cas des groupes semi-simples 1'a été par HARISH-CHANDRA [57, celui
des groupes nilpotents par DIXMIER [2 ], et sous le nom de relations de commu-—
tation d'Heisenberg, les physiciens ont étudié depuie longtemps lo cas d'une
algdbro de Lig ayamt pour base des éléments P, Q et I avec [P, Q]=1I
ot [P, I]=[Q, I]=0; dans ce dernier das, le résultat le plus complet
est dil & DIXMIER [3 ] qui a montré qu'on pouvait remonter au groupe pourvu que
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I s0it scalaire 6t F2 + Qz essentiellement auto-adjoint.

Dans 1l'articls dont nous rendons compte, NELSON a démontré qus les vecteurs
analytiques étaient partout denses dans le cas le plus général, et que l'on
pouvalt remonter d'une représentation d'une algdbre de Lie & cells du groupe
dans. le cas unitaire, moyennant une certaine. condition portent sur un opérateur
généralisant le Laplacien. les méthodes de NELSON'sont trés élémentalres dans
le cas unitaire et n'utilise pas les théorémes de structure des algébres de Lie.
les méthodes de démonstration sont inspirées de la théorie de la domination des
opérateurs différentiels per un opérateur elliptique ; & ce qu'il me sembls,
NELSON & découvert un procédé d'une grande simplicité et d'une grande efficacité
qui doit s'appliquer dans de nombreuses situations d'équations aux dérivées par—
tielles.

Nous ne mentionnerons dans la suite que les résultats relatifs aux représenta-
tions de groupes et laisserons de c8té les applications aux équations elliptiques.

Nous insisterons surtout sur le cas unitaire qui est de beaucoup plus simplee

-
2, Généralités sur les représentations.

Soit U wun ouvert d'un espace euclidien i , de coordonnées X g eee g Xy
et soit f wune fonction définie dans U & valsurs dans un espace de Banach %€ 3
la dérivée ai f est définie par la formule

. -l (:
ai f(xl ’ 'ot’xn):hl-]:noh {f(’:l ’ -.-,Xi +h, o-c,Jﬁn) -fe‘l’°”’xn)}
si elle existes On dit que £ est C° dans U si toutes les dérivées

0, . O, f existent quels que soient les entiers i, , «e. , ik prenant les

11 e ik 1

valeurs 1 & n .« On dit que f est analytique si pour tout x = (x; , «es ) xn)
dans U et tout h = (b , eo hn) assez petit on a une identité de la

forme
) r]. rn
f( + h p oce + h ) = Z a (x h coe
x]. 1 xn n rl...rn)o rl,ovo,rn 1 h’]
ou les coefficients a (x) ne dépendent pas de h .

TypeeeyTy

On dira qu'une fonction f définie dans une variété M de classe c® a

valeurs dans ¥ est de classe c® s5'il en est ainsi de son expression dans
tout systdme de coordonnées locales ; définition analogue dans le cas analytiques
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VECTEURS ANALYTIQUES

Soient maintenant G un groups de Iie et # un espace de Banach complsxs.
Une représentation d6 G dans %6 est une application continue
(s, x) U x do Gx %6 dans %6 vérifiant les identitds

JUs(x*y):st*'Usy Ustx=Us(Utx) U, x=x

en notant e 1'élément neutre de G . On dit qu'un vecteur x dans 40 o5t
différentiable si l'application s —> U, x do G dans %6 est C° et 1'on
note 9C° 1tensemble des vecteurs aifoérentiables de H0 3 on définit de manidre
analogue 1l'ensemble %06 des vecteurs analytiques de %40 3 on a évidemment

%< c 'ﬁo «Si £ estune fonction de classe % a support compact sur G,
on peut définir 1'intégrals U, X = 5. U x.£f(2) ds ot ds est une mesure de
Haar & gauche sur G ; le sous-espace @ de %G engendré par ces vecteurs

U x eost appelé sous-espace de Gard:l.ng le théoréme de Hahn-Banach montre

'il est dense dans 46 , et il est immédiat que 6™ contient GO 3 a fortiori
4° est dense dans 40 . :

Soit g 1'algébre de Lie de G et soit X un élément de o; sl exp est
1'application exponentielle de ﬁ dans G , on définira 1l'opérateur UX par

la formule

Uxx h-oo {exphx -x}

lorsqu'ells veut bien avoir un sens ; alors Uy estun opérateur lindaire défi-
ni dans un sous-espace dense 00 (X) de % ot 2 valeurs dans %G o Si
{Xl 9 o003 X } ost une base de . , on montre facilement que B®° est 1s
gous~espace vectoriel de % formé des vecteurs x tels que IJx cee Uy x

1

1, t

soit défini quels que soient les entisrs :!.l s see y it compris entre 1 et n .
Do méme B*“ est le sous-espace de %t formé des x tels que la série

exp(US Ky +eerta X )eX converge pour 9) s e+s , 8 assez petits. De ceci, on
déduit que les sous—espaces %° ot % de % sont stables par les opéra~
teurs UX pour X dans 3 3 de plus, les UX définissent une représentation
de l'algébre de Lie o dans %> s C6 qui a'exprime par les identités 3

Uiy =U0x * Uy Ty x= AUy Uy yy=lUg, Uyl=Uy Uy =0y Uy

Enfin, le sous-espace de Garding ® est stable par les Uy en vertu de la for-
mule Uy Up x = Uy ,ex , oh tout élément X de ¢ est considéré comme opérateur
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différentiel d'ordre un, commutant aux translations & droite dans G 3 3 l'espace
69 est aussi stable par le groupe G en vertu de la formule U Uf x=U x
avec g(t) = f(s t) . :

3+ Représentations unitaires.

On suppose dans ce numéro que ¥ ost un espace de Hilbert complexe et que les
US sont des opérateurs unitaires.

Rappelons d'abord quelques propriétés des opérateurs non bornés dans un espace
de Hilbert. Soit donc A : & —> % un opérateur lindaire ol % est un sous-
espace vectorlsl partout dense de % . 5111 existe un opérateur lindaire B de

‘%, dans %6 tel que (Ax,y)=1(x, By) pour x, y dans & , 1l'adhérence
dans % x % graphe de A est le graphe d'un opérateur lindaire (non par—
tout défini) appelé fermeture de A et noté X . On dit qus A est symétriqus si
l'ona (Ax,y)=1(x, Ay) pour x,y dans ¥ , qu'il est auto-adjoint si
de plus x => (Ax , y) n'est une forme linéaire continue sur & (pour la
topologie induite par celle de 30) que pour y dans ‘§ , qu'il est essentiel-
lement auto-adjoint s'il est symétrique et si sa fermeturs (qui existe alors)
est auto-adjointe. Un théoréme classique de STONE [10 ] montre le lien entre lss
groupes & un paramétre et les opérateurs auto-adjoints : soit d'abord {S(h)}
pour h réel un groupe & un paramétre d'opérateurs unitalres dans “Bb; si @ est
1'ensemble des x dans 4b pour lesquels la limite de ih~ {S(h)x - x} pour h
tendant vers 0 eoxiste et si Ax est cette limite, alors 1l'opérateur A est
auto-adjoint ; de plus, tout opérateur auto-adjoint est associé de cette maniére
3 un tel groupe et un seul. S1 l'on introduit la décomposition spectraie
A= (A.&E(\) de A, les vecteurs analytiquss do ¥ pour le groups des
S(h) sont alors les vecteurs de la forme ff( 2A) dB(A)ex pour x % et
£ boréliemne tells que |£(A)] & 6™ C A pour ¢ convenable. De 13, on déduit
sans difficulté qus si 4 eost un opérateur symétrique égal 3 sa fermeturs, 1l
est auto-adjoint si et seulement si l'snsemble des X € 6 pour lesquels la

série eh'A.x converge pour h assez petit est partout dense.

Nous allons maintenant démontrer, pour les représentations unitaires,deux
résultats de SEGAL [9]). Tout d'abord d'aprds le théoréme de Stone rappels,
1topérateur iUy défini dans 0d (X) est auto-adjoint pour X dans & ; mieux,
la restriction de :lUX 4 1'espace de Ga?rding 60 est essentiellement auto-
ad;o inte. D'aprés un critére classiqus, il suffit de montrer que l'on ne peut
avoir une identité de la forme (Uxx ,a) =1i,A.(x , a) pour tout x €@
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ou a#£0 et A nonréel ; or si 1l'on pose S(h) = Uexp hx Pour h réel,
1'espace 00 est stable par les S(h) , et de 1'identité précédente avec

x =S(h)ey pour y €00 , on ddduit 3% (Sth)ey , a) =1.Ac(S(h)ey , @) ,
d'ot comme (O est dense dens ¥ la formule S(h).a = ot 2. a pour tout h
réel ; comme a et S(h).a ont méme norme, ceci ne peut avoir lisu que si A
est réel ou a mul .

Ls deuxiéme résultat concerne un opérateur analogue au Laplacien. Introduisons
une base {Xl 9 ses o Xn} de O et définissons dans %> 1lopérateur A par

la formule Ax = iZ Xi.x . I1 est immédiat que A est symétrique sur %> H
de plus, de la formule Uy U, x =Uy o X, on déduit A.q.x = Up . peX pour

x €¥ot £ de classe C° a support compact, si A ost 1'opérateur différen-
tiel % xi sur 1ls groupe G . Nous allons maintenant utiliser le fait que A
est elIiptique pour en déduire que A est essentiellement auto-adjoint. Suppo-
sons donc qu'on ait une relation de la forme (Ay , a) = A(y , a) pour tout
Yy € 3 avec A mon réel et a fixe dans %t 3 nous doevons en déduirs que a
est nul. Or si l'on définit pour x e%, la fonction \p, our G par

¥ (s) = (U, x, a) = (x, Us__1 a) on a alors :

[p@tas =206 a =W, o px,a) =@, a)-Ax,a)=0

pour toute fonction f de classe c® a support compact puisque G9 contient
1le vecteur U, X . Autrement dit ‘Px est solution au sens des distributions de
1l'équation A Yy = A ¥y » donc puiaque A\ est elliptique, elle est de classe
¢ ot solution usuelle de cette équation ; comme ceci vaut pour tout x dans
% » la fonction s —>U__, a est faiblement de classe c® s donc fortement
de classe C® et ltona a EH™ ; finalement de la relation Ai‘:x ='>vfx
pour tout x dans 96, on déduit Aa = Aa . De cette dernidre relation, on
déduit (Aa , a) = xe , a) et comme A est symétrique (Aa , a) est réel
ot puisque A n'est pas réel, on a donc (a , a) =0 soit a =0 . Ceci aché~

ve la démonstration.

La démonstration précédente est cells de NELSON et STINESPRING [8] ; ells
utilise un théoréme profond sur les équations aux dérivées partielles, théordme
dont il existe heursusement aujourd'hul des démonstrations compréhensibles,

qu'on espeére correctes (cf. le livre de JOHN [6]),
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4. Construction de représentations unitaires.

Nous allons maintenant montrer comment on peut construire une représentation
d'un groupe & 1'aide d'une représentation de son algdbre de Lie.

Nous considérons donc une algébre de Lie réelle q » un espace de Hilbert
complexe % ot un sous-espace partout dense ¢ de %6 ; de plug, on suppose
associé & tout élément X de o un opérateur r(X) dans € ds sorte qu'on ait
une représentation unitaire r de q dans % ; cette hypothése s'exprime par
les identités suivantes

r(X +Y) = r(X) + r(¥) r(AX) = Ar(x) »([X, ] = r(X) »(¥) -r(¥) r(x)

6t par le fait que i.r(X) est symétrique pour tout X dans & « Nous allons
chercher & construire une représentation U du groupe simplement connexe G
d'algébre de Lie & dans 1l'espace de Hilbert %6 de sorte que & soit contemu
dans ° ot que r(X) soit la restriction de Uy a % pour tout X dans
g .

D'aprés ce qu'on a vu au numéro précédent, on pourrait penser que cecl est possi-
ble dés que les opérateurs i.r(X) sont essentiellement auto-adjointse Il n'en
est pas aihsi comme le montre le contre-exemple suivant de NELSON. On coneldére
une variété M de classe C%° obtenue par identification & partir d'une couronne
comprise entre deux carrés comme le montre la figure 1 ; les segments portant méme
nom sont & identifier par une translation convenable ; les sommets a , b, ¢, d
sont & identifier, les sommets a' , b' , ¢' , d' sont 3 omettre. La mesure de
Lebesgue dx dy dans le plan définit une mesure W sur M ; on pose %6 = LZ(M i)
et ‘¥ est l'espace des fonctions de classe c® sur M 5 enfin  Se compose
des opérateurs o «3/0x + P.b/ay pour & , B réels. Il est facile de montrer
que tous ces opérateurs sont essentiellement auto-adjoints,mais les groupes & un
paramétre U'(6) et U"(;) associés respectivement d/dx et 3/dy ne
commutent pas pour des raisons combinatoires (U'(1) U"(1) pousse le carré I
en II et U"(l) U'(1) pousse I en III).

Le résultat positif de NELSON est que la deuxiéme condition énoncée au numéro
précédent et portant sur A est suffisante. De maniére précise, soit

2
{Xl y see Xn} une base de ¢ et supposons que A =§ r(Xi) soit essen—

tiellement auto-edjoint. On posera X! = r(Xi) pour 1 €41 <n ., Par suite,
liopérateur L& est auto-adjoint et 1l'on peut introduire sa décomposition
spectrale A = yl «dE(A) ; une premidre difficulté est que & n'est pas
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stable en général par les pro,]ecteurs spectraux E(QA) ; on va la tourner de

la naniére suivente. Soit ‘& 1l'ensemble des vecteurs x de %6 tels que Er X
gsoit def:mi pour tout entier r » 0 et soit A la restrictionde X a &

on munit “& de la topologie G dtespace vectoriel définie par les semi-

normes ||x| ] = | lKr x“ pour r >0 ; utilisant le fa:Lt que A est symetr:lque
sur ¢ , on montre facilement que '§, est dense dans ‘& pour la topologie

et que \2)' pour cette derniére topologie est complet.

De plus, nous allone montrer que les opérateurs r(X) pour X dans L sont
continus dans ¥, pour la topologie induite par 9% ; il suffit pour cela de
montrer que la topologie induite par & sur € ost définle par les semi-
normes HXJ!‘1 cos X__ir xH quels que soient r 20 et il 9 eee y ir~,autrement

dit que les applications x <> X! ..o X} x de € mni de G dans 46 muni
1 T
de la topologie de sa norme sont continues.

Ceci est trivial pour r =0 j; pour r =1, ceci résulte du calcul suivant :
2 2 2
g =] sg Xy 2 |I" = = (e, x) £ |l ]]s |l = {|lx|l + llax 11}

qui implique que pour tout X dans s 11 existe une constante ¢ avec
Hr@)x || € c. {lIxH + ||Ax||} pour tout x €& ; traitons maintenant le

cas r =2 ; utilisant 1'identité

s? T2 + T2 s° - (ST)(TS) =~ (TS)(ST) = 2.[S , sz +[[s, 1], 1) +[s,[s, T]IT

A
¥y
a g! t t! b
u! , ' u!
- al ¢ :13!
8 II s u u
A oy ol T
v I ¢ 1x ! \4
: i x
d 8! v ! c ?
figure 1.
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on en déduit ¢

2 _ 212 2 2 2 2
|}ax ] —-; llxg™ = || +i}_:_j (7 x, X% x) + (57 x, 47 x)

2R v IR |
=¥ ”Xi x| +i§ “Xi ijH +Z}\(U,)\x,v}\x) (U,)\',V,)\Gr(g))

P I =P + 5 xI* - e {llel] + flax |} 2

puisque (U X, V Xx) =~ HU x“ HV x”>—c . {Hxll + IAxH} s finalew
ment, on déduit de l'1néga1_1te precedente une megahte de la forme

2 2 2 2
g™ <11 2 or® {Ilxl] + llax ][}
2

ce qui montre que les X' sont contlnus ds & dans ‘5@ 3 comme on peut
ecrlre, A= (X' —X’) /2 + (X' + X') /2 + ; X_k , on voit que (X' -X‘;)z
sont continus de ‘€ dans 46 , donc aussi leur différence 2. (X X5 Xj' Xi) et
comme [X' X'] est contimu de € dans % d'aprés 1s cas r =1 , on voit
qu'il en est de néme de XJ'. X.; « Passons maintenant au cas général par récur-

rence Sur r j on a

“Xi Xiz e s x || om|]x2 e XJ x|

(%) 1 r+l i, el

+ ot ||Ax) e X§ x|

i3 T+l

d'aprés 1'inégalité démontrée dens le cas r =2 ; mais AX:!L eee X§
3 4l

différe de X:i eee Xj" A =B par des sommes de produite d'au plus r

facteurs, donczpar un gﬁérateur continu de & dans % wu 1'hypothése de récure

rence ; comme A est continu de ¥ dans ¢ , on voit par 1'hypothése de

récurrence que B est continu de § dans 46 s donc aussi AXj'_ vee Xi
3 1
et finalement X! e X! d'aprés 1'indgalité (x).
11 ith-l

Cecl étant démontré, on peut prolonger par continuité les r(X) en des
opérateurs T(X) dans 8 s et par prolongement par contirmite des identités,
on voit que I est une représentation unlta:.re de ¢ dans '@ Mais 11 est
inmédiat par décomposition spectrale que 5 contient l'image des projecteurs
spectraux E(A) =E(N) =E(A , ) pour A , p réels finis avec ‘A >N,
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De plus, pour tout x dans 1l'image d'un projecteur E(7} , }L) , la série ehA.x
converge absolument pour tout h réel et de tels vecteurs x sont partout denses
dans 6 3 autrement dit 1'ensemble "ﬂ: des vecteurs x ds f, pour lesquels

1la série ehAx converge absolument pour tout h réel est dense dans % .

~N
Notons Xi 1ltopérateur ';(Xi) dans % ; nous allons montrer qu'il existe

une constante M telle que la séris

h X1+...+h Xn
¥ =e x

converge absolument pour lh | <M g vee Ih | <M ot x ¥ . Pour démontrer

cette assertion, on considére 1'ensemble~ CQZ des opérateurs dans ‘f, qui sont

combinaisons linéaires d'opérateurs '5(’1 X 3 ; les calculs faits plus haut dans &

ont leur analogue dans 8 et par suite, pour tout T dams &, , 41 existe une

constante ¢ telle que HTx||< c.{”x” + HAxH} pour tout x dans ‘6

la plus petite de ces constantes ¢ sera notée |||‘1‘H| 11 est alors immédiat

que (9'2 est un espace de Banach de dimension finie pour la norme “ITI,” « Pour

tout X dens  , l'opératewr ad X : T—>[7(X) , 7] dams &, est linéaire,

et donc continu puisque l'espace de Banach &2 est de dimension finie j 11

existe donc une constante M! +tells que ]”ad X .THI‘-M'HI‘I‘HI pour T dans

@, et 1<3i <n.Soit alors x dans 46 ot deflmssons la constante ¢

2 T,8
pour r , s entiers >0 par :
s
c = sup [1X, o X, A° x|
LA PO T i
S1i l'on utilise 1l'identité :
k
AX, «..X, =x. S ¢ A+ 7_- Z(- 1) (adX x o0s ad X XA)X -oox%
4 ir ! ir l<k<sr 5 15.1 16‘.1: ia'.k+1 oT

(somme étendus aux permutations ¢ telles que Gl € e0e <« § ok ot
§e(k+1)< soe <Gar) 1'indgalité

“X. ese X x” + “AX eee X x”
i, ir . i ir
qui résulte de ”Xi vl =llyll + llay]] pour y ¢ @ ot 1'inégalité démontrée

plus haut dans (&2 s on déduit immédiatement l'inégalité récurrente :

x| 2|X ... X
il ir

r k
£33 '
(x¢) <’r+1,s < dr,s * 1 %r (k) M dr+1..k,S

189



P. CARTIER

avec dr’ s % gt Crei, sl * L'inégalité (#*) permet de montrer facilement

H

P T.s
qus la sérise E g h™ k' /r} converge pour h et k assez petit, ls rayon
T,s

de convergence dépendant de M' , mais non ds x dans % 5 on a par suite une
majoration c,. £Mn® g ce qui démontre que \? (h) converge absolument pour

Inly eeey Ihnl<M avec M =M'/n .

Coci étant, on peut choisir M assez petit pour que l'application
(h1 » ooy hn) —>exp by Xl + oeee + hn Xn =e(h) soit un homéomorphisme analy-
tique de l'ensemble des h = (hl g vy h ) avec sup Ih | <M sur un voisi-
nage ouvert $L de e dans G . Puisque la série (h) converge dans ces
conditions, on peut définir U, x pour s e ot xe® par la formule
Ua X = \f(h) pour s =e(h) Utillsant la formule de Cmnpbell—Hausdorff, on

montre facilement qu'ona (U, x, U y)=(U _, x,y) pour s, t, set dans
t s
L6t x, y dans 4. Do 12 par des raisonnements faciles, on déduit 1l'exis-

tence d'une représentation unitaire U de G dans %0 prolongeant ce qu'on
vient de construire dans . Il est faclle alors de voir que tout vecteur de é
est différentiable et que l'on a Uy l‘@, = p(X) s donc Uy | =r(X) pour
tout X dans S’

On a donc montré que si A est essentiellement auto-adjoint, la représentation
donnée de q stétend en une représentation de G ; ceci permet de retrpuver des
résultats de Harish~Chandra dans le cas semi-simple, en s'appuyant sur les
propriétés des sous-groupes compacts meximaux. Mais, il y a plus, la démonstration
précédente montre que dans toute représentation unitaire d'un groupe de Lie, les
vecteurs analytiques sont partout denses ; il suffit en effet de supposer que
la représentation r de Y dans ‘€ est d'avance la représentation associde 3
une représentation de G dans 46 ; ; en particulier & = ,&oo y et comme le
graphe de r(X) est dense dans celui de r(X) , tout vecteur de ‘6 est diffé-
rentiable, d'ou ‘& % . Pour tout vecteur x de #C® , la série

h, X,+e.eth X
6 171 n Ay converge pour h assez petits donc tout vecteur de %!

est analytique ; et on a vu que ‘5@ est dense dans % .

Nous sommes donc au bout des nos peines dans le cas unitaire. Nous allons

nous contenter de bréves indications sur le cas non unitaire.
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5. Cas d'une représentation dans un espace de Banach.

On considére une représentation U du groupe de Lie G dans l'espace de
Banach % « Supposons d'abord U bornée, c'est-a-dire qu'il y a une constante
M telle qus “Us ”4-’ M pour tout s dans G . Alors pour toute fonction
f sur G sommable pour la mesure de Haar & gauche ds , on peut définir
1topérateur contimu U, dans 406 par Up % = JU x £f(s) ds ; si la represen—-
tation régulidre gauche est définie dans IP = IP (G , ds) par L g (t) = g(s
les vecteurs Uf x sont analytiques dans 40 4es que £ est un vecteur analy=-
tique dans L pour la représentation régulidre gauche. Utilisant le théoréme
de Hahn-Banach, on voit que les vecteurs analytiques sont denses dans %pourvu

qu'ils ls soient dans ! ; mais la mltiplication (f , £!') —» f.f' de
L2 x ? dans * étant continue et les vecteurs analytiques étant denses dans
? (puisque la représentation régulidre dans I? st unitaire), les vecteurs
analytiques sont denses dans L1 . Ceci régle donc le cas des représentations

bornées (ls raisonnement précédent se trouve dans [1]).

NELSON trafte le cas général par une méthode différente. Tout d'abord en
utilisant le théoréme de Hille-Yoside dans i} ou le théoréme de Stone sur les
groupes & un paramétre d'opérateurs unitaires dans ? , puis le théoréme du
graphe fermé pour montrer que certains opérateurs ont des noyaux de Carleman ,
on construit une solution p(s , t) de 1l'équation de la chaleur 6 p= A o)
(t 0 réel, s dans G) Pour t fixé la fonction p, ¢ 8 —)p(s , t) sur
G est continue, dans r* n L » On & Pi *DPyy =Py o6 py tend vers la
mesure de Dirac 3 ltorigine de G pour t tendant vers O . En utilisant les
propriétéds de régularité des équations elliptiques, ou les résultats démontrés
sur les vecteurs analytiques dans les représentations unitaires, on montre que
Py est axmlythue sur G ; puis sans trop de difficulté, on étend p, en une
fonction pt sur un voisinage de "largeur constante"de G dans une variété
complexe ¢ contenant G . Le seul point difficile est alors de montrer que
Py, tend assez vite vers O & 1'infini ; NELSON s'en tlre en utilisant des
théorémes profonds sur les processus stochastiques ; il n'est sans doute pas
inespéré d'en trouver une démonstration directe. Une fois 13, il est facile
de montrer que pour toute fonction f sur G tells que P(s) =20 et
p(st) < f(s) p(t) , les vecteurs analytiques pour la représentation régulidre
gauche sont denses dans L (G, P «ds) . Utilisant un raisonnement analogue &
celui de l'alinéa précédent, on en conclut alors que les vecteurs analytiques

sont denses dans toute représentation.
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